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GEOMETRIA FRACTAL NA FORMACAO DE PROFESSORES:
UMA PROPOSTA VIA ORIGAMTI!

FRACTAL GEOMETRY IN TEACHER EDUCATION:
A PROPOSAL THROUGH ORIGAMI

Quendra Silva Cartier Larangeira’, Carmen Vieira Mathias® e Alice de Jesus Kozakevicius*
RESUMO

A Geometria Fractal (GF), uma area matematica emergente, tem se destacado na Educagdo Basica, conforme
indicado por documentos oficiais. Este estudo qualitativo investiga a percepgao de futuros professores de Ma-
tematica sobre a aplicabilidade da GF no ensino basico. Para isso, foi realizada uma oficina de construcao de
fractais utilizando origami, integrando conceitos tedricos da GF e do origami. O trabalho também incluiu uma
analise dos curriculos dos cursos de Licenciatura em Matematica das universidades federais do Rio Grande
do Sul. Os resultados indicam a necessidade de incluir a GF nos curriculos de formacao de professores, des-
tacando a viabilidade de se trabalhar esses conceitos durante a graduacdo para aprimorar as habilidades de
visualizagdo espacial dos educadores. Essa inser¢ao pode enriquecer o ensino de Matematica, oferecendo uma
nova perspectiva sobre sua relagdo com o mundo real. O estudo serve como ponto de partida, ressaltando a
necessidade de dar continuidade a investigacao sobre a presenca da GF na Educacao Bésica e na formacgao de
docentes, visando a uma compreensao mais integrada e robusta do tema no contexto educacional. A continui-
dade dessas investigacdes ¢ crucial para a implementacao eficaz da GF na pratica pedagogica.
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ABSTRACT

Fractal Geometry, an emerging mathematical area, has been gaining prominence in Basic Education, as
indicated by official documents. This qualitative study investigates the perception of future teachers about the
applicability of Fractal Geometry in teaching. To this end, a workshop was held on building fractals using
origami, integrating theoretical concepts of Fractal Geometry and origami. The work also included an analysis
of the curricula of the Mathematics Degree courses at the federal universities of Rio Grande do Sul. The
results indicate the need to include Fractal Geometry in teacher training curricula, highlighting the feasibility
of working on these concepts during undergraduate courses to improve educators’ spatial visualization
skills. This inclusion can enrich mathematics teaching, offering a new perspective on its relationship with the
real world. The study serves as a starting point, highlighting the need to continue research on the presence
of Fractal Geometry in Basic Education and in teacher training, aiming at a more integrated and robust
understanding of the topic in the educational context. The continuity of these investigations is crucial for the
effective implementation of Fractal Geometry in pedagogical practice.
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1 INTRODUCAO

A Geometria Fractal (GF), um ramo recente da Matematica, vem se destacando cada vez mais
por suas aplicagdes (Juraev, Mammadzada, 2024) e pela relevancia no contexto educacional con-
temporaneo (Santos, 2020). Reconhecida por sua capacidade de descrever estruturas complexas que
ndo se adequam aos paradigmas da Geometria Euclidiana (Mandelbrot, 1997), essa area emergente
convida a uma reflexdo mais profunda sobre suas potenciais contribui¢des para o ensino e para as
atividades em sala de aula (Oliveira, 2019).

Ao considerar tais possibilidades, torna-se necessario refletir sobre o modo como a GF pode
ser inserida no contexto escolar, especialmente na Educacdo Bésica. Essa discussdo passa, inevi-
tavelmente, pela formacao inicial de professores. A compreensdo, por parte dos futuros docentes,
acerca dos fundamentos e aplicagdes da GF pode influenciar diretamente a forma como os con-
teados matematicos sao abordados em sala de aula (Mossulin; Medeiros, 2023). Entretanto, essa
insercao ainda ¢ incipiente nos cursos de Licenciatura, o que aponta para lacunas curriculares
importantes (Oliveira, 2020).

Nesse cenario, o uso de estratégias didaticas inovadoras pode favorecer tanto a aprendizagem
dos conceitos que dizem respeito a GF quanto a formagao pedagdgica. Uma dessas estratégias ¢ a
utiliza¢do do origami como recurso de ensino, o qual j& possui uma trajetoria consolidada no campo
da educagdo matematica, com registros de produgdes académicas desde a década de 1970 (Nampo
et al., 2023). Ao ser aplicado ao estudo da GF, o origami permite uma conexao entre teoria e pratica,
favorecendo a visualizagdo de conceitos abstratos e promovendo uma aprendizagem significativa
(Budinski et al., 2019; Santos; Medeiros, 2024).

Além disso, observa-se que, embora a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) reco-
mende o trabalho com fractais no Ensino Médio (Brasil, 2018), os cursos de Licenciatura em
Matematica, em sua maioria, ndo contemplam disciplinas especificas voltadas a essa tematica.
Nesse contexto, torna-se relevante examinar os curriculos das universidades para identificar se e
como a GF ¢ contemplada na formag¢do docente.

Diante desse panorama, o presente artigo apresenta os resultados de uma pesquisa qualitativa,
desenvolvida como trabalho de conclusdo de curso, que teve como objetivo investigar a percepcao
de licenciandos em Matematica sobre a aplicabilidade da GF no ensino basico, além de identificar
sua presenca nos curriculos de formagao inicial. A investigagdo foi conduzida em duas frentes com-
plementares: a andlise documental dos Projetos Pedagégicos de Curso (PPC) de Licenciatura em
Matematica de universidades publicas do estado do Rio Grande do Sul e a realizagdo de uma oficina
pratica com construcao de fractais por meio da técnica do origami, envolvendo académicos de uma

universidade situada na regido Sul do Brasil.
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2 AS GEOMETRIAS NAS UNIVERSIDADES FEDERAIS DO RIO GRANDE DO SUL

De acordo com Leivas (2009), a Geometria ¢ abordada de duas maneiras no processo de for-
macao de professores. A primeira refere-se as disciplinas da grade curricular, que frequentemente sao
tratadas de forma isolada, sem conexao com outras areas do conhecimento, mesmo quando aspectos
geométricos sdo utilizados para facilitar a compreensao de outros contetidos. A segunda forma, por
sua vez, diz respeito a um processo de formac¢do continuada que, conforme o autor, ocorre com pou-
cos professores, devido a falta de incentivo a participagdo em atividades extracurriculares.

Nesse contexto, as legislagdes que regulam os cursos de formagao de professores de Matema-
tica preveem o estudo de contetidos matematicos presentes na Educacdo Basica, com destaque para
a Geometria, entre outras areas. Além disso, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) inclui, em
suas competéncias e habilidades, a abordagem de fractais. Esse panorama nos leva a questionar, es-
pecificamente no contexto do estado do Rio Grande do Sul, como a GF esta presente nos cursos de
formacao de professores de Matematica.

Buscando responder a essa pergunta, analisam-se os curriculos do ano de 2023 dos cursos de
Matematica das universidades federais do RS, a saber: Universidade Federal de Santa Maria (UFSM),
Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS), Universidade Federal de Pelotas (UFPel),
Universidade Federal do Rio Grande (FURG) e Universidade Federal do Pampa (Unipampa).

A UFSM possui trés cursos de graduacao em Matematica, sendo dois de Licenciatura (diurno
e noturno) e um de Bacharelado em Matematica (BM). Os cursos de Licenciatura possuem paridade,
ou seja, contam com as mesmas disciplinas e ementas, ofertadas semestralmente, com alternancia
de turnos. No entanto, o curso de Licenciatura Diurno (LD) tem duragdo de 8 semestres, enquanto o
curso de Licenciatura Noturno (LN) tem duragao de 12 semestres (UFSM, 2023).

A UFRGS oferece o curso de Bacharelado com duas énfases: Bacharelado em Matematica (BM)
e Bacharelado em Matematica Aplicada e Computacional, além dos cursos de LD e LN. Nessa institui-
¢do, os cursos de Licenciatura possuem a mesma estrutura curricular, sendo o diurno de 8 semestres € o
noturno, de 10 semestres. Ambos os cursos de Bacharelado tém duragao de 8 semestres (UFRGS, 2023).

A UFPel ndo possui curso de BM, mas oferece dois cursos de Licenciatura (diurno e noturno),
com as mesmas disciplinas, organizadas de forma distinta nos respectivos turnos. Assim como na
UFRGS, o curso de LD tem duragao de 8 semestres ¢ o de LN, de 10. Além disso, a UFPel oferta
o curso de Licenciatura em Matematica na modalidade Educagdo a Distancia (EaD) em mais de
20 polos, com duracao de 8 semestres (UFPel, 2020; UFPel, 2021).

A FURG oferta dois cursos de Matematica: um com habilitagdo para Licenciatura e outro de
Bacharelado em Matematica Aplicada. O curso de Licenciatura ¢ ofertado no turno noturno e tem

duracdo de 9 semestres; ja o curso de Bacharelado ¢ ofertado no diurno, com duragdo de 8 semestres
(FURG, 2023).
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A Unipampa ¢ uma institui¢do multicampi, situada em dez cidades da metade sul do estado
do RS: Alegrete, Bagé, Cacapava do Sul, Dom Pedrito, Itaqui, Jaguardo, Santana do Livramento, Sao
Borja, Sao Gabriel e Uruguaiana. Os campi de Bagé e Itaqui oferecem os cursos de Licenciatura em
Matematica, ambos com funcionamento noturno. Em Bagé, o curso possui dura¢do de 9 semestres;
em Itaqui, 8 semestres (Unipampa, 2023a; Unipampa, 2023b).

A Tabela 1 apresenta as disciplinas de Geometria identificadas nos cursos analisados, a saber:
Geometria Analitica (GA), Geometria Plana (GP), Geometria Espacial (GEsp), Geometrias Nao Eucli-
dianas (GnE) e GF, com énfase nos conteudos previstos em cada uma das institui¢cdes anteriormente
citadas. No quadro, as disciplinas estdo categorizadas como obrigatdrias (Ob), optativas (Op) ou nao

constatadas (NC), acompanhadas da respectiva carga horaria semestral.

Tabela 1 - Geometria nas universidades federais (UF) do Rio Grande do Sul.

UF Curso(s) GA GP GEsp GnE GF Observacdes
Ga E Gp comuns ao curso de

Bacharelado no turno Diurno.
UFSM LDeLN Ob 90 Ob 90 Ob 90 Op 60 NC L .
Oferta a disciplina de Geometria

Diferencial (GD) como optativa.
Os fractais sdo mencionados
UFRGS LDeLN Ob 60 Ob 75 Ob 150 NC NC na disciplina Computador na
Matematica Elementar i
EaD Ob 60 Ob 60 Ob 60 NC NC

UFPel A disciplina de GD consta
LDeLN Ob 60 Ob 60 Ob 60 NC NC

como opcional.
A abordagem dos contetidos

FURG LN Ob 60 Ob 60 Ob 60 NC NC de GP e GEsp possui um enfo-

que para educacdo basica.
Unipampa (Itaqui) LN Ob 60 Ob 60 Ob 60 NC NC

Unipampa (Bagé) LN Ob 60 Ob 60 Ob 60 NC NC
Fonte: Construgao das autoras.

Ao analisar os PPC, nota-se que, exceto pela Universidade Federal de Santa Maria (UFSM),
nenhuma das demais universidades faz referéncia explicita a Geometrias Nao Euclidianas, nem mes-
mo nas disciplinas optativas. Observa-se, ainda, que as disciplinas obrigatorias que abordam conteu-
dos de Geometria sdo praticamente as mesmas em todos os PPC. No campus de Itaqui da Unipampa,
a disciplina de GF aparece, pela primeira vez nesta analise, como optativa. No entanto, ao buscar sua
ementa no PPC de 2023 - o mais recente disponivel no site institucional - ndo foi localizado nenhum
conteudo referente a disciplina. A busca pelo codigo da disciplina no Google levou a sua descri¢ao no
PPC de 2019. Segundo informacgdes da atual coordenacdo do curso, a disciplina nunca foi ofertada e,
por esse motivo, foi retirada do PPC em sua versao mais recente.

A partir da analise das disciplinas de Geometria nos cursos de formagdo de professores de

Matematica no estado do Rio Grande do Sul, constata-se que a GF ndo esta contemplada de forma
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explicita em nenhum dos curriculos analisados. As razdes para essa auséncia podem ser diversas,
mas destaca-se que os futuros professores nao tém contato sistematico com a GF durante a graduacao,
uma vez que essa tematica nao ¢ abordada, nem mesmo de forma parcial, ao longo do curso.

Tal lacuna acaba se refletindo diretamente na Educa¢do Bésica, que deixa de usufruir de um
conteudo com elevado potencial para o desenvolvimento da criatividade, do raciocinio 16gico e da
capacidade de abstracdo dos estudantes. Além disso, a GF possui grande relevancia por suas asso-
ciacdes com elementos da natureza e aplicagdes em diversas areas do conhecimento. Essa lacuna
também compromete o atendimento as diretrizes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC), uma
vez que os conteudos relacionados a GF ndo sdo contemplados na formagao inicial dos docentes, di-
ficultando sua abordagem adequada no contexto da Educacao Bésica.

Dessa forma, observa-se a necessidade de fomentar o estudo da GF sob diferentes aborda-
gens, com énfase na produ¢do de conhecimento voltado tanto para a formagao docente quanto para a
Educacao Bésica. Na proxima se¢do, apresentam-se os conceitos e definigdes relacionados a GF e ao

origami, que serao retomados e aplicados posteriormente durante a oficina.
3 CONCEITOS PRELIMINARES

Nesta secdo, apresenta-se uma sintese dos principais conceitos relacionados a GF, com base
na abordagem teorica de Lutz (2020), que destaca suas caracteristicas fundamentais e aplicacdes no
ensino. Em complemento, sdo discutidos os aspectos pedagdgicos do uso do origami como recurso
didatico, conforme proposto por Queiroz (2019). A articulagdo entre esses dois elementos fornece o
embasamento tedrico para a proposta pratica desenvolvida na oficina.

Buscando entender e modelar a regularidade presente na natureza, além de descrever curvas
patologicas, Benoit Mandelbrot formulou, em 1975, a GF (Mandelbrot, 1997). A palavra fractal deri-
va do latim fractus, que significa “quebrado”. Nascimento, Silva e Maciel (2012, p. 117) acrescentam
que “o termo fractal foi criado para designar um objeto geométrico que nunca perde a sua estrutura,
qualquer que seja a distancia da visdo”.

Essa geometria estuda, portanto, estruturas “quebradas” (Oliveira, 2019), com propriedades e
caracteristicas distintas das demais geometrias. A GF ¢ ainda considerada uma geometria ndo eucli-
diana, uma vez que nenhum dos postulados de Euclides ¢ satisfeito (Nascimento; Silva; Maciel, 2012).

Segundo Mandelbrot (1997), uma figura autossimilar ¢ definida como aquela na qual cada
parte ¢ geometricamente semelhante ao todo. Associado a isso, um fractal € caracterizado por sua
complexidade infinita, j4 que ¢ gerado por processos iterativos aplicados indefinidamente. Quanto
maior o numero de iteragdes, maior o nivel de detalhamento incorporado a estrutura gerada.

Na Figura 1, sdo ilustrados os cinco primeiros objetos do processo iterativo cujo limite ¢ a

figura fractal autossimilar denominada Triangulo de Sierpinski.
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Figura 1 - Triangulo de Sierpinski: cinco primeiras iteragdes.

n=0 n=1 - n=2 B e

Fonte: Construcao das Autoras.

O processo inicia-se com um tridngulo equilatero, que ¢ subdividido em quatro tridngulos
semelhantes, sendo o tridngulo central removido. A cada etapa, esse procedimento ¢ repetido nos
tridngulos restantes.

Além da autossimilaridade e da complexidade infinita, a no¢ao de dimensao definida na GF
difere da dimensao tradicional da Geometria Euclidiana (GE), na qual os objetos possuem dimensdes
inteiras (linhas tém uma dimensao; superficies, duas; e solidos, trés). Na GF, entretanto, os objetos
apresentam estruturas irregulares e podem possuir dimensdes fracionarias, refletindo sua complexi-
dade. Mandelbrot (1997) distingue esses dois tipos de dimensao: a dimensao topologica (tradicional)
e a dimensao fractal (também conhecida como dimensdo de Hausdorff-Besicovitch) .

A dimensao fractal ¢ uma medida que quantifica como um objeto fractal preenche o espaco
em que estd inserido. Essa caracteristica reflete a complexidade e a autossimilaridade de um fractal.
Por exemplo, quanto mais “rugosa’ ou “detalhada” for uma curva, mais ela preencherd o plano, e sua
dimensao fractal estarda em algum lugar entre 1 e 2.

O conceito central da dimensao fractal reside na observagao de como o nimero de elementos
necessarios para cobrir um fractal muda a medida que a escala desses elementos varia. No método
Box-Counting’, por exemplo, cobre-se o fractal com caixas de tamanho r e conta-se o nimero de cai-
xas N(r) que intersectam o fractal.

Conforme Moreira (2022), para um objeto euclidiano de dimensao topologica d, ao se reduzir
o tamanho das caixas pela metade (de » para g), o numero de caixas necessarias para cobrir o obje-
to aumentara por um fator de 2¢. Portanto, para uma reta (d = 1), N( g ) = 2N(r). Para um quadrado
d=2), N g ) =4N(r). E N( g ) = 8N(r) para um cubo (d = 3).

Para um objeto fractal, no entanto, a rela¢do entre o nimero de caixas N(r) e o tamanho 7,
obtida pelo método Box-Counting, ¢ fundamentalmente diferente da relacdo anterior. Para fractais,
essa relag@o € expressa pela poténcia N(r) = Cr?, considerando que N(r) é o nimero de caixas de
tamanho r necessarias para cobrir o fractal, C ¢ uma constante de proporcionalidade e D ¢ a dimen-
sao fractal do objeto.

Assim, para calcular o valor de D, aplica-se o logaritmo em ambos os lados da equagdo:

log (N(r)) = log (Cr”). Usando as propriedades dos logaritmos, obtém-se: log(N(r)) = log(C) - D * log(r).

5 Disponivel em: https://www2.ufjf.br/fractalize/2021/05/07/box-counting/




R A Disciplinarum Scientia. Série: Naturais e Tecnologicas 0
DIS(IPI-INA u IENTl Santa Maria, v. 27, n. 1, p. 53-72, 2026

Em um grafico logaritmico (com log(N(r)) versus log(r)), D ¢ o coeficiente angular (inclinacdo) da
reta. Pode-se interpretar ainda a dimensao fractal D como sendo o expoente que descreve a taxa de
crescimento de N(r) a medida que r diminui.

A partir da expressao log(N(r)) = log(C) - D « log(r), pode-se ainda isolar D e fazer o tamanho

de » tdo pequeno quanto se queira, o que permite determinar a dimensao D por:

b ”"(%LNF))
0 log(7)

A Figura 2 ilustra um exemplo do objeto fractal, denominado Esponja de Menger, obtido por

meio de um processo iterativo com remogao de partes a cada iteragao.

Figura 2 - Esponja de Menger.

Fonte: Google fotos.

O processo iterativo para a obtencao da Esponja de Menger consiste na divisao de um cubo de
aresta / em 27 cubos menores, de modo que a aresta de cada cubo menor tenha medida //3. Apos esta
primeira etapa, removem-se o cubo central e os 6 cubos centrais de cada face, resultando em 20 cubos.
Em seguida, divide-se cada um dos 20 cubos restantes em outras 27 partes ctibicas. Novamente, re-
tiram-se a parte localizada no centro de cada um deles e os centro de cada uma das faces, resultando
em novos 20 cubos menores para cada um dos cubos obtidos na primeira interagdo. Esse processo ¢
repetido infinitas vezes.

Para o célculo da dimensdo fractal D da Esponja de Menger, primeiramente deve-se definir
coberturas para o conjunto, de modo que as arestas r das caixas sejam cada vez menores, como ilustra

a Figura 3, para as duas primeiras etapas do processo iterativo descrito acima.
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Figura 3 - Coberturas da esponja de Menger.

mom

Fonte: Gerado por IA.

Na sequéncia, para estimar-se o valor de D no caso da Esponja de Menger, considera-se a me-
dida da aresta do cubo como sendo 1 unidade de comprimento. Assim, foi definido o tamanho inicial
r como 1| unidade, sendo necessaria 1 caixa para a cobertura. Em seguida a aresta da caixa definida foi
de 1/3 de unidade, sendo preciso 20 caixas para a cobertura. A proxima aresta possui 1/9 de unidade,
sendo o nimero de caixas necessarias igual a 400 para se ter uma cobertura da figura. Para caixas de
aresta 1/3" de unidade, contando apenas as caixas que cobrem a figura, serdo necessarias 20" caixas

para se ter uma cobertura. A partir disso, pode-se construir a Tabela I:

Tabela 1 - Numero de caixa necessarias para se ter uma cobertura de acordo com o tamanho da aresta r.

i r, N(r)
1 1 20°
2 1/3 20!
3 /3> 20?
n /3~ 20"

Fonte: Construgdo do Autor.

Assim, para esse caso,

. —log(20™) . nlog(20) . log(20) log(20) 1,301
D = lim =lim———=1 = =

——— = um = im = ~
0 log(gr) M0 Mg ne log(3) - log(3) 0477

=2,7268

Observa-se assim, que a Esponja de Menger, possui dimensdo topolédgica 3, enquanto a di-
mensao fractal é cerca de 2,7268

No ambito deste trabalho, o fractal Esponja de Menger possui grande destaque, visto que
serda o foco das construgdes realizadas com origami. Conforme Graciolli (2021) a palavra origa-
mi vem do japonés, derivada de oru (dobrar) e kami (papel). Trata-se da arte de dobrar papel para
criar figuras tridimensionais, sem o uso de cortes ou cola (Queiroz, 2019). Inicialmente, no sécu-

lo IV, os origamis tinham fins religiosos (Monteiro, 2008). No entanto, foi com os trabalhos de
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Akira Yoshizawa (1911-2005) e Sam Randlett (1935-2015) que a técnica foi sistematizada e uma sim-
bologia propria foi desenvolvida, dando origem ao origami moderno. O livro de Yoshizawa, Nova
Arte do Origami (1954), foi crucial para a difusdo internacional da pratica, ao introduzir diagra-
mas como forma de interpretagdo dos modelos. A Figura 3 apresenta exemplos de diferentes objetos
construidos com origami, utilizando diversas formas e técnicas de dobradura, conforme descrito em

Queiroz (2019).

Figura 3 - Esquema com a classificagdo de origamis, dependendo da técnica das dobras.

TIPOS DE QORMGAMI

T

Fonte: Sistematizado pelas autoras.

Ainda, conforme Queiroz (2019), o origami do tipo tesselagdo é obtido por meio de dobras
sucessivas em uma folha de papel, formando um padrao repetitivo que cobre toda a superficie, sem
sobreposi¢des. Ja o origami por dobradura molhada consiste em umedecer o papel durante ou apds a
dobradura, permitindo criar modelos com formas mais arredondadas e suaves. Os origamis modula-
res, por sua vez, sao compostos por varias unidades dobradas individualmente - chamadas modulos -
que se encaixam entre si para formar estruturas maiores € mais complexas.

Neste trabalho, adota-se o modelo modular Business Card Cube, que conforme Mitchell (2020)
foi criado em 1882 e permite a constru¢ao de cubos a partir da dobradura de seis cartoes de visita.
Esse modelo foi adaptado por Jeannine Mosely no Business Card Menger Sponge Project, iniciado
em 1995 (Boakes, 2020), com o objetivo de representar a Esponja de Menger. O projeto, que teve du-
racdo de nove anos, teve como objetivo construir a terceira iteracdo da Esponja de Menger utilizando
66.048 cartdes de visita. Os cubos resultantes funcionam como mddulos que, ao serem conectados,

formam a estrutura do fractal, conforme ilustrado na Figura 4.
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Figura 4 - Duas primeiras itera¢cdes da Esponja de Menger utilizando o modelo Business Card Cube.

Fonte: https://mathgrrl.com/hacktastic/2014/11/mega-menger/.

Segundo Lutz (2020), esse fractal tridimensional ¢ uma extensdao do Conjunto de Cantor e do
Tapete de Sierpinski. Embora todos esses fractais sejam construidos, teoricamente, por meio de pro-
cessos iterativos nos quais, a cada iteragdo, partes do objeto sao removidas, a construgdo via origami
segue uma logica oposta: os modulos sdo sistematicamente encaixados para formar a estrutura em

um determinado nivel do processo iterativo previamente definido.

4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Este estudo configura-se como uma pesquisa aplicada, com o objetivo de gerar conhecimen-
tos voltados a aplicagdo pratica, em especial a proposicao de alternativas para o uso de material dida-
tico (Silva, 2005). Adota-se uma abordagem qualitativa, a qual considera a interagao entre o ambiente
académico e o licenciando, reconhecendo-se a indissociabilidade entre a objetividade do contexto e a
subjetividade dos sujeitos envolvidos (Gerhardt, 2013).

A investigagdo foi desenvolvida no ambiente universitario, tendo como publico-alvo discentes
do curso de Licenciatura em Matematica de uma universidade publica do sul do pais, sem exigéncia
de pré-requisitos para participacdo. Os dados foram produzidos a partir da realizacdo de uma oficina
e da aplicacdao de questiondrios de cardter misto. A oficina, composta por atividades teoricas e pra-
ticas sobre GF, teve como objetivos a construcao do fractal Esponja de Menger por meio de origami
modular, o registro de experiéncias e percep¢des dos participantes, bem como a promo¢ao de um
espaco colaborativo de aprendizagem. As atividades ocorreram em dois encontros, totalizando quatro
horas, distribuidas em dois dias.

Em conformidade com os protocolos éticos da instituicao, a atividade foi precedida pela leitu-
ra e assinatura do Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE). A producao de dados incluiu
observacdes, anotagdes em diario de bordo e registros fotograficos. A participacdo foi documentada
por meio de formularios de inscri¢do, os quais continham informagdes de contato e questdes rela-
tivas aos conhecimentos prévios dos participantes acerca da geometria. Ao todo, 15 estudantes se
inscreveram, sendo 13 presentes no primeiro encontro e¢ 10 no segundo. Devido ao anonimato dos

questionarios, os participantes foram identificados por cédigos: P1 a P13 no primeiro dia e D1 a D10
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no segundo. Quanto a formagdo prévia em geometria, seis participantes haviam cursado a discipli-
na de GP e GEsp, trés haviam cursado apenas GP, e dois ndo haviam cursado nenhuma das duas.
Tais informagdes foram consideradas relevantes para a analise das dificuldades encontradas pelos
participantes ao longo da oficina, especialmente no que se refere a auséncia de conhecimentos prévios

relacionados aos conteudos abordados.
5 RELATO E ANALISES

Como mencionado anteriormente, os objetivos da oficina foram: apresentar a GF a professores de
Matematica em formacao; construir o fractal Esponja de Menger por meio de dobraduras; explorar pro-
priedades geométricas fractais no referido fractal; discutir as possibilidades de uso da GF na Educac¢ao Ba-
sica; e identificar as habilidades espaciais envolvidas na construgao do fractal. Inicialmente, serao descritas
as dinamicas realizadas, incluindo as respostas dos participantes aos questionarios aplicados. Em seguida,
apresenta-se a andlise da folha de atividades que continha relacionadas a Esponja de Menger.

No primeiro encontro, o foco principal foi a introducdo aos topicos da GF, bem como o pri-
meiro contato com a técnica do origami. Nesse contexto, foram apresentadas caracteristicas e pro-
priedades da GF. Os participantes foram incentivados a calcular a dimensao do Tapete e do Triangulo
de Sierpinski. Também foi realizada uma breve contextualizacdo historica sobre o origami, seguida
de uma atividade pratica baseada no Modulo Frobel (Queiroz, 2019), culminando na construcio da
Esponja de Menger em seu segundo nivel iterativo, além do calculo de sua dimensao fractal.

As atividades envolvendo GF e origami foram intercaladas pela aplicacdo de um questionario,
ao final da parte tedrica sobre fractais. Com o objetivo de explorar a percepc¢ao dos participantes so-
bre elementos matematicos presentes nas imagens de fractais (Figura 5) no referido questionario, os
participantes responderam a trés questdes: “1. Vocé consegue identificar padrdes nas figuras? Quais?;
2. Vocé consegue identificar simetrias nas figuras? Onde?; 3. Cite um ou mais elementos matematicos

que vocé identificou nas figuras”.

Figura 5 - Exemplos de fractais disponibilizados aos participantes no Questionario.

Arvore Pitagérica Degraus Fractais Conjunto de Cantor

= .

Brocolis Romanesco Conjunto de Julia Curva de Koch

Fonte: Sistematizado pelas autoras.
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Em relagdo a primeira pergunta, a maioria dos participantes indicou ter identificado padrdes.
Cinco académicos relataram, cada um a sua maneira, que as figuras apresentavam semelhancas em di-

ferentes escalas. O participante P7 descreveu com detalhes os padroes observados em algumas figuras:

Na Arvore Pitagorica: onde cada lado (catetos) dos tridngulos corresponde ao comprimento
de um lado de um quadrado. Degraus fractais: onde os prismas tém metade da largura do
anterior. Conjunto de Cantor: onde a reta ¢ dividida em trés partes iguais - A,BeC-ca
parte B ¢ eliminada, repetindo-se o processo sucessivamente. Curva de Koch: um triangulo
¢ inserido em dois lados de outro tridngulo. (Resposta de P7)

A partir dessa resposta, observa-se que o participante compreendeu o conceito da GF, espe-
cialmente a propriedade da auto-semelhanca, identificando-a em quatro dos seis fractais apresentados.
Em contrapartida, o participante P13 afirmou: “Entre todas [as figuras], exceto o Conjunto de Cantor,
parece que tém ramificacdes todas iguais”, o que indica que ele nao reconheceu o padrao presente no
Conjunto de Cantor. Ressalta-se que esse € o tnico exemplo da lista construido por remogdo sucessiva,
o que pode ter dificultado sua percepcao.

Quanto a segunda questdo, que abordava a identificacdo de simetrias nas figuras. Os parti-
cipantes P1, P2, P3, P5, P6, P9, P10 e P11 afirmaram ter identificado simetrias. Dentre eles, P6, P9 e
P11 especificaram os fractais nos quais observaram tais propriedades: Conjunto de Cantor, Curva de
Koch, Arvore de Pitagoras e Degraus fractais. Ja os participantes P4 ¢ P7, embora ndo tenham res-
pondido diretamente & questdo sobre simetrias, mencionaram os fractais Arvore Pitagérica, Brocolis
Romanesco, Curva de Koch e Conjunto de Julia, o que pode indicar alguma percep¢ao implicita de
regularidade ou simetria.

Pode-se concluir, portanto, que os licenciandos conseguiram identificar simetrias nas figuras
fractais, uma vez que a maioria demonstrou algum nivel de compreensdo do conceito. Vale destacar
que simetria € um contetido comumente abordado em disciplinas do curso de Licenciatura em Mate-
matica.

A atividade seguinte envolveu a pratica com origamis. De forma introdutoria, foi apresentada
uma breve contextualizagdo historica, seguida da confecgao do Modulo Frobel, com o objetivo de
estimular habilidades manuais e a motricidade fina dos participantes. Todos demonstraram interesse
e criatividade, realizando mais de um modulo ao longo da oficina. Na sequéncia, iniciou-se a cons-
tru¢ao dos médulos com cartdes de visita. Foram confeccionados 4.000 cartdes, numero que incluia
tanto os necessarios para as primeiras iteragdes quanto os previstos para perdas ou descarte. Uma
imagem com o passo a passo da construgdo foi disponibilizada (Figura 6), a0 mesmo tempo em que a

responsavel pela oficina circulava entre os grupos demonstrando o processo de montagem.
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Figura 6 - Protocolo para a construcao dos cubos.

— =

Coloque um cartdo de visita Separe 6 cartdes para Monte os cartdes de

sobre o outro, centralizado e

em dngulo reto em relacio ao
primeiro

cada cubo moedo que todas as abas
Dobre as abas para baixo. Tiquem para fora.

Fonte: Adaptado de https:/www.cabinetmagazine.org/issues/24/wertheim _mosely.php.

Na confec¢do do modulo, ndo foram observadas grandes dificuldades. No entanto, dois de-
safios tornaram-se evidentes: o encaixe de um moddulo no outro, para formar o cubo, ¢ o encaixe de
um cubo no outro. Em ambas as etapas, ¢ necessario cuidado para que a estrutura ndo se desfaca.
O papel utilizado (couché 300g) ¢ um material que, embora mais espesso do que uma folha de 75g,
ndo possui rigidez suficiente.

Os estudantes demonstraram certa impaciéncia no inicio, mas rapidamente compreenderam
como manusear os modulos para evitar que se desacoplassem. A etapa de encaixar um cubo em ou-
tro também apresentou desafios, embora alguns participantes tenham demonstrado facilidade nesse
processo. Destacaram-se as diferentes estratégias adotadas pelos participantes durante a montagem

da primeira iteracdo da Esponja de Menger. A Figura 7 ilustra esta dinamica.

Figura 7 - Confecc¢ao dos cubos via origami modular no primeiro dia da oficina.

Fonte: Acervo das autoras.

Inicialmente, todos os participantes perceberam que seriam necessarios 20 cubos para for-

mar a primeira iteracdo. Em seguida, montaram os 20 cubos para, entdo, encaixa-los uns aos outros.
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A maioria dos estudantes construiu a estrutura de baixo para cima (Figura 8- E) . Contudo, uma dupla
adotou uma estratégia diferente: cada integrante montou metade da estrutura para, depois, uni-las.
No entanto, essas metades foram montadas como se a esponja tivesse sido seccionada por um corte

obliquo (Figura 8 - D).

Figura 8 - Estratégias de montagem.

Fonte: Acervo das autoras.

Ao final do primeiro dia de atividades, os participantes de ambas as turmas haviam con-
feccionado oito Esponjas de Menger na primeira iteragdo. Diante disso, propds-se que, no encontro
seguinte, fosse feita a tentativa de ampliar esse nimero para 20 unidades, com o objetivo de construir
o fractal em sua segunda iteragdo.

No segundo encontro, foram apresentados, com o auxilio de slides, os célculos da area e do
volume da Esponja de Menger. Os participantes foram estimulados a responder de forma intuitiva
quais seriam os valores da area e do volume. Para facilitar a compreensao do processo de indugdo
envolvido, foi exibido um quadro com as iteragdes, o nimero de cubos e o nimero de quadrados pre-

sentes na esponja em cada etapa, como ilustra a Figura 9.

Figura 9 - Quadro contendo dados sobre os cubos que formam a Esponja de Menger.
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Fonte: Acervo das autoras.
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Nessa fase, observou-se uma diferenca entre os grupos: os estudantes do curso diurno com-
preenderam rapidamente os conceitos de area e volume, bem como suas tendéncias ao infinito e a
zero, enquanto os do curso noturno apresentaram maiores dificuldades, uma vez que a maioria ainda
ndo havia cursado disciplinas de Célculo, que tratam de sequéncias e seus limites. Para finalizar
as oficinas, foi aplicado um ultimo questiondrio. A primeira questao referia-se as expectativas dos
participantes em relacdo a atividade. Dos 10 participantes presentes no segundo dia, apenas dois (D1
e D2) afirmaram que a oficina atendeu as expectativas, enquanto os outros oito relataram que suas
expectativas foram superadas.

Com o intuito de identificar os sentimentos evocados ao longo da oficina, os participantes
foram convidados a indicar trés palavras que expressassem suas percepgoes. Como resultado, poucas
palavras foram repetidas e diversas habilidades também foram mencionadas, como, por exemplo: ale-
gria, curiosidade, descoberta, frustracdo, diversdo, percepcao, concentracdo, novidade, visualizagdao
espacial, motricidade fina e paciéncia. Além disso, foram identificadas dificuldades em trés eixos
principais de andlise: referentes a constru¢ao do origami modular; relacionadas a visualizag¢ao espa-
cial e associadas as caracteristicas especificas da Esponja de Menger.

Os participantes D1, D3, D4, D5 e D7 afirmaram ter enfrentado dificuldades na montagem dos
origamis. Houve, ainda, situagdes em que os cubos foram montados de forma distinta da orientada.
As instrugdes para a construgdo dos cubos foram apresentadas por meio de imagens e pela responsavel
pela oficina, que demonstrou a montagem com cada dupla, além de oferecer auxilio sempre que necessa-
rio. Ainda assim, observou-se certa dificuldade por parte dos participantes em compreender o processo

sequencial de montagem, mesmo com o suporte das instrugdes visuais, como ilustra a Figura 10.

Figura 10 - Tentativas de montagem dos cubos pelos participantes da oficina.

Fonte: Acervo das autoras.

As dificuldades relacionadas as caracteristicas da Esponja de Menger manifestaram-se princi-
palmente durante os calculos de area e volume do fractal. Também foram identificadas dificuldades
referentes aos processos iterativos e indutivos envolvidos na constru¢do dos fractais. Um exemplo
disso pode ser visto na tentativa de generaliza¢do expressa por um dos participantes: “a cada iteragao,
reduz-se o lado em 1/3 do lado anterior”.

Os participantes também expressaram suas opinides quanto a viabilidade de inclusdo da

GF tanto na formagdo inicial em Matematica quanto na Educagdo Basica. A maioria considerou
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importante sua inclusdo nos curriculos, destacando a presenca do tema na BNCC, sua articulagdo
com diversos contetidos e o carater cativante da area. Muitos identificaram na GF uma abordagem al-
ternativa para o ensino de conteudos geométricos, com énfase na possibilidade de atividades praticas.
Dois discentes consideraram relevante a inser¢ao do tema, porém sugeriram que a GF fosse oferecida
como disciplina optativa ou em formato de atividade extracurricular.

Com relagao a aplicabilidade dos conceitos de GF na Educacao Basica, 90% dos académicos
afirmaram que sim: 60% indicaram o Ensino Médio como etapa preferencial; 20%, o Ensino Funda-
mental; e 10% consideraram possivel aplicar em ambas as etapas. Os principais conteudos indicados
com potencial de abordagem por meio da GF foram: visualiza¢do espacial, progressdes e fungao
exponencial, além de elementos da geometria plana e espacial.

Considerando que a oficina apresentou a técnica do origami aos participantes, foi feita a mesma
pergunta em relacdo a utilizacdo do origami na Educagdo Basica. Dos participantes, 70% afirmaram
que o utilizariam em ambas as etapas; 10% apenas no Ensino Fundamental; 10% talvez utilizariam;
e 10% afirmaram que ndo utilizariam. Os principais motivos apontados para a ndo utilizagcdo foram:
o tempo necessario para manusear os origamis € a percepc¢ao de que essa pratica poderia ndo despertar
o interesse de alunos do Ensino Médio, embora talvez despertasse o dos alunos do Ensino Fundamental.
Observa-se, portanto, uma certa resisténcia quanto ao uso do origami como recurso concreto viavel para
o ambiente escolar, apesar do seu potencial pedagdgico. A esse respeito, reitera-se a importancia desse
tipo de recurso, tanto para a construgao quanto para a atribui¢do de significado ao conhecimento, uma
vez que permite, além do manuseio, a visualizagcao concreta dos conceitos trabalhados.

Ainda nesse contexto, os participantes mencionaram conteiidos que relacionariam ao uso do
origami. Foram citados trés vezes conteudos de Geometria Plana, quatro vezes de Geometria Espacial,
uma vez o desenvolvimento de habilidades manuais, e uma vez o trabalho com sequéncias numéricas
e recursivas. Fica evidente, portanto, que o origami foi identificado como sendo uma alternativa dida-
tica com potencial para ser explorado em diversas areas e etapas da Educacao Basica, constituindo-se

como um recurso valioso para o ensino de Matematica.
6 CONSIDERACOES FINAIS

Lorenzato (1995, p. 3) afirma que “a Geometria esta ausente ou quase ausente na sala de aula”.
O mesmo autor destaca que seu ensino representa um desafio, uma vez que muitos professores nao
possuem o conhecimento necessario para ensina-la adequadamente. A presenca da GF no ensino se-
gue o mesmo padrdo. Deve-se considerar, contudo, que a GF ¢ uma érea relativamente recente dentro
da propria Matematica. A partir da analise dos curriculos dos cursos de Licenciatura em Matema-
tica de universidades federais do Rio Grande do Sul, percebe-se que a insercao de Geometrias Nao

Euclidianas nesses cursos ainda esta por acontecer. Ao mesmo tempo, todos oferecem disciplinas de
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Geometria (GP, GEsp e GA) com estruturas muito similares, sugerindo a manuten¢do de uma tradi-
¢ao consolidada.

Durante esta pesquisa e, reforcada pelas observacdes feitas durante a oficina, foi possivel
constatar o potencial da GF para abordar diversos conteudos da Educacao Bésica, como fracdes, pa-
drdes, simetrias, area, volume, sequéncias, entre outras competéncias. Contudo, como afirma Mello
(2020, p.102) “ninguém facilita o desenvolvimento daquilo que ndo teve oportunidade de aprimorar
em si mesmo. Ninguém promove a aprendizagem de conteudos que ndo domina, a constituicao de
significados que nao compreende nem a autonomia que nao pode construir’. Ou seja, nao ¢ possivel
ensinar aquilo que ndo se sabe. Assim, estudar a GF durante a formagao inicial de professores abre
novos caminhos para a compreensdo da Matematica, promove a articulagdo entre diferentes conteu-
dos e estimula a reflexao critica dos futuros docentes sobre suas praticas pedagdgicas.

Por meio desta pesquisa, foi possivel coletar as opinides de diversos académicos de Licencia-
tura em Matematica e compreender como concebem a utilizagdo da GF em sala de aula na Educagao
Basica. A oficina de construgao de um fractal utilizando origamis proporcionou essa discussado, além
de cumprir seu papel de apresentar novos conhecimentos a um publico que, até entdo, ndo possuia ex-
periéncia com GF nem com origami. A escolha pelo trabalho com origamis, além de refletir o interes-
se pessoal das autoras, também levou em conta as possibilidades de seu uso como material concreto
no ensino de Matematica, especialmente de Geometria, em sintonia com estudos precursores na area.
Além disso, durante a oficina, ficou evidente a necessidade de diversificar técnicas que favorecam o
desenvolvimento da visualizacao espacial, considerando que a Geometria ¢ uma das areas mais dire-
tamente dependentes dessa habilidade.

Participaram da oficina discentes dos cursos de Licenciatura em Matematica de uma universi-
dade publica do sul do pais. Ao final da atividade, relataram que estariam dispostos a utilizar topicos
de GF em suas futuras praticas docentes na Educa¢ao Basica. Muitos apontaram a GF como uma
abordagem interessante e diferenciada para o ensino da Matematica. Esse retorno, a partir do que foi
vivenciado na oficina, indica uma preocupagao ¢ uma reflexao por parte dos futuros docentes quanto
a adogao de metodologias alternativas em suas praticas pedagogicas. Nesse sentido, considera-se que
0 objetivo principal da oficina foi alcangado.

Ao deixarem sugestdes, opinides € comentarios, os participantes indicaram que o tempo des-
tinado a oficina foi relativamente curto, o que corrobora com a percepc¢ao da autora responsavel pelas
atividades. Para uma compreensdo mais aprofundada dos temas tratados, seria necessario ampliar
a carga horaria da oficina, permitindo mais tempo para o desenvolvimento de cada tarefa proposta.
Outro ponto identificado para aprimoramento diz respeito aos enunciados das questdes da folha de
atividades, uma vez que surgiram duvidas frequentes quanto ao que era solicitado.

Por fim, reitera-se a importancia de pesquisas na area, tanto no contexto da Educacdo Basi-

ca quanto no Ensino Superior. Cientes de que a proposta aqui apresentada ¢ apenas inicial e ndo se
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esgota em si mesma, destaca-se a necessidade de continuidade nos estudos sobre GF, com énfase,
por exemplo, na sua inserc¢ao e experimentacdo em salas de aula da Educacido Basica; na analise das
respostas dos estudantes a essas experiéncias; e na possibilidade de inclusdo da GF em programas de

formagdo continuada de professores da rede basica.
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