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RESUMO

Neste trabalho, descreve-se o resultado de uma pesquisa, que faz parte de um projeto de iniciagdo cientifica.
O tema escolhido foi a epidemiologia. Construiu-se um modelo baseado no modelo epidemiologico
de Kermack e McKendrick (1927) com objetivo de modelar a velocidade de propagacao da Sindrome
Imunodeficiéncia Adquirida - AIDS entre a populagdo de Santa Maria, por meio das interagdes entre
individuos suscetiveis e infectados. Os parametros foram escolhidos de acordo com a literatura acerca
da doenga. Para a validacdo foram realizadas simula¢des numéricas, com auxilio de um “software”, que
foram comparadas com dados disponiveis pelo Sistema Unico de Satude (SUS) (2012) e o modelo foi
considerado adequado a descrever a situagdo da doenga, nos parametros considerados.
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ABSTRACT

This paper describes the results of a survey that is part of a research project. The theme is epidemiology. The
model is constructed based on the Kermack and McKendrick epidemiological model (1927) in order to model
the spread rate of Acquired Immune Deficiency Syndrome - AIDS in the population of Santa Maria through
the interactions between susceptible and infected individuals. The parameters were chosen according to the
literature on this disease. For the validation, some numerical simulations were performed with the use of a
software tool. The resulting numbers were compared to the data available by the Unified Health System (UHS)
(2012). The model was considered adequate to describe the situation of AIDS in the parameters considered.
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INTRODUCAO

Neste trabalho, descreve-se o resultado de uma pesquisa que faz parte de projeto de iniciagao
cientifica, financiado pelo CNPq, que tem como objetivo estudar a teoria béasica de equagdes
diferenciais ordinarias e parciais lineares e ndo lineares, utilizar as ferramentas bésicas da teoria
da analise numérica e técnicas computacionais para solucionar problemas relevantes descritos por
modelos matematicos e que estdo relacionados com varias areas do conhecimento, construir modelos
matematicos e aplicé-los em problemas relacionados com a area da engenharia biomédica.

O resultado, detalhado neste trabalho, ¢ um modelo matematico da evolugdo da Sindrome
da Imunodeficiéncia Adquirida - AIDS em Santa Maria - RS, com objetivo de modelar a propaga-
¢do dessa doenca entre a populagdo de Santa Maria, por meio das interacdes entre duas variaveis:
individuos suscetiveis e infectados. O modelo ¢ baseado no modelo epidemiologico de Kermack e
McKendrick (1927) e seguiram-se os passos descritos em Bassanezi (2002), que sdo: escolha do tema
e formulacao do problema; pesquisa de dados e informagdes; constru¢ao do modelo; solu¢do do mo-
delo construido e analise da solugao obtida.

A representagao matematica para a evolucao de doengas ¢ uma importante ferramenta para
o estudo do impacto causado por condi¢des ambientais, de tratamento, de prevencao e de comporta-
mento das populacdes. O modelo leva em consideragdo as principais formas de contadgio da AIDS,
que sao uso de drogas injetaveis, relacao sexual desprotegida e transmissao direta, o nivel de contato
entre pessoas infectadas, taxas de mortalidade e natalidade, entre outras. Esses parametros foram
escolhidos de acordo com a literatura acerca da doenga. Em fungdo deles, ¢ avaliada a evolugdo da
doenga com o tempo. As predigdes do modelo foram comparadas com dados epidemioldgicos dis-
poniveis pelo Sistema Unico de Satude (SUS) (BRASIL, 2012). Para a validagdo do modelo foram
realizadas simulagdes numéricas, com auxilio do “sofiware” Octave®, que foram comparadas com
dados reais. O modelo foi considerado adequado para descrever a situagdo da doenca, nos parametros

considerados, por proporcionar uma aproximagao com dados oficiais divulgados pelo SUS.

MODELAGEM MATEMATICA E EPIDEMIOLOGIA

De acordo com Burak (1992), a modelagem matematica surgiu a partir de pesquisas da mate-
matica aplicada, e sua aplicagdo ao ensino teve como precursores os professores Ubiratan D’ Ambrosio
e Rodney Bassanezi, ambos da Universidade de Campinas. Os trabalhos desses pesquisadores foram
pioneiros e surgiram na década de 80, a partir de cursos e oficinas desenvolvidos junto a professores
da educagao basica e superior. A partir dessa década, a modelagem passa a ganhar muitos adeptos e
forga como metodologia de sala de aula, tanto no Brasil quanto no exterior.

Atualmente, no Brasil, existem muitos pesquisadores que desenvolvem trabalhos de pesquisas

na area de modelagem relacionados com o ensino de matematica. Entre eles, podem-se citar os que
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estdo contidos em livros como o de Almeida, Aratjo e Bisognin (2011). Essa bibliografia contém
trabalhos que retratam as diferentes tendéncias das pesquisas que sao realizadas no Brasil, no momento
atual. Entre os diferentes temas destacam-se: aspectos tedricos da modelagem; formacao de professores;
praticas com modelagem e tecnologias de informagao e comunicacdo aplicadas a modelagem.
Modelagem matematica, conforme Bassanezi (2002, p. 17), ¢ “a arte de transformar temas
da realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solu¢des na linguagem do
mundo real.” Existem outros autores, como Barbosa (2004), que entendem que modelagem ¢ um
ambiente de aprendizagem, no qual os alunos sdo convidados a estudar matematica. Outra defini¢cao

¢ a de Burak, como consta a seguir:

Modelagem Matematica constitui-se em um conjunto de procedimentos cujo objetivo é estabele-
cer um paralelo para tentar explicar, matematicamente, os fenomenos presentes no cotidiano do
ser humano, ajudando-o a fazer predi¢des e a tomar decisoes. (BURAK,1992, p. 62).

Esse autor propoe também as diferentes fases que devem ser observadas, quando se trabalha
com modelagem na sala de aula, que sdo: escolha do tema; pesquisa exploratoria; desenvolvimento
da matematica relacionada com o tema ¢ analise critica da solugao obtida.

A epidemiologia ¢ um ramo da chamada biomatematica. Segundo Bassanezi (2002), devido
a biomatematica se tornar fonte fértil para o desenvolvimento da propria matematica ¢ que tem
cada vez mais adeptos a matematizacao da biologia, mesmo com a complexidade dos fendmenos
bioldgicos. Varios sdo os modelos na biomatemadtica. Os modelos de crescimento populacional sdo
utilizados em diversas situacdes, para modelar e projetar populacdes, por exemplo, como no modelo
Malthusiano feito pelo economista inglés Thomas Malthus em 1798, que ¢ considerado o pai da
demografia. O desenvolvimento da biomatematica ganhou for¢a com trabalhos de Lotka-Volterra em
1920 com modelos didaticos de interacao entre espécies e os modelos de epidemiologia de Kermack
e McKendrick (1927).

A epidemiologia matematica fundamenta-se em hipdteses matematicas que quantificam
alguns aspectos biologicos da propagacao de epidemias. Para isso, ¢ utilizado o processo de de-
senvolvimento de modelagem matematica, principalmente para descrever as infec¢des de trans-
missdo direta. No campo da epidemiologia, a modelagem matematica se mostrou util para a
compreensdo de mecanismos de propagac¢do de epidemias e no planejamento de estratégias de
controle e avaliagdo do impacto. No inicio do século XX, alguns cientistas investigaram a trans-
missdo de doencas por meio de modelos matematicos e postularam que a propagacdo de uma
epidemia depende da taxa de contato entre individuos ndo infectados e individuos infectados.
Essa noc¢do tornou-se um importante conceito na aplicacdo de matematica em epidemiologia,
conhecido como principio de a¢do de massa. O principio de a¢do de massa define que a taxa de

transmissao da doenga ¢ proporcional ao produto da densidade de individuos suscetiveis e in-
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fectados. Kermack e McKendrick (1927) desenvolveram uma teoria relacionando o surgimento
de uma epidemia a um valor critico do nimero de suscetiveis. O principio de agdo de massa e a

teoria do valor critico sao marcos nos estudos da epidemiologia moderna.

MODELO MATEMATICO

Para a constru¢cdo do modelo matematico seguiram-se os passos descritos em Bassanezi (2002),
que sao: escolha do tema; formulagdao do problema; pesquisa de dados e informagdes; construcao do
modelo; solu¢do do modelo construido; analise da solucao obtida.

O tema escolhido para o estudo foi epidemiologia. A doenca escolhida foi a Sindrome
da Imunodeficiéncia adquirida, pois ¢ uma das mais sérias epidemias mundias, devido suas altas
taxas de infec¢do. Ha anos, a epidemia da AIDS assola o Brasil ¢ o mundo. Os primeiros casos
ocorreram em 1977, nos EUA, Haiti e Africa Central, mas so foram descobertos e definidos como
Aids, em 1982, quando se classificou a nova sindrome. O primeiro caso no Brasil ocorreu em
1980 em Sao Paulo, também so classificado em 1982. Segundo o Ministério da Saude, até junho
de 2010, contabilizaram-se 592.914 casos registrados no Brasil, desde 1980. A epidemia continua
estavel. A taxa de incidéncia oscila em torno de 20 casos de AIDS por 100 mil habitantes.

O HIV ¢ a sigla, em inglés, do virus da imunodeficiéncia humana, causador da AIDS, que
ataca o sistema imunoldgico, responsavel por defender o organismo de doengas. Como esse virus
ataca as c¢lulas de defesa do nosso corpo, o organismo fica mais vulneravel a diversas doengas, de um
simples resfriado a infec¢des mais graves, como tuberculose ou cancer. Essas doencas sdo chamadas
de doengas oportunistas. Elas podem aparecer diversas vezes e até mesmo simultaneamente. Nao ¢
a AIDS que provoca a morte do individuo e sim essas doengas oportunistas. Ja que o organismo nao
esta forte suficiente para se defender sozinho, as infec¢des trazem sérios riscos a saude do portador de
AIDS. A transmissao do virus se da através do contato sexual sem preservativo, da transfusao de san-
gue contaminado, da mae para o bebé durante a gravidez ou na amamentagao (transmissao vertical),
da reutilizagdo de seringas e agulhas (por exemplo, no uso de drogas injetaveis), de instrumentos que
furam ou cortam nao esterilizados.

O tratamento de uma pessoa portadora do virus da AIDS inclui o uso de medicamentos anti-
retrovirais, que atuam baixando a carga viral do HIV e restaurando a imunidade do paciente. Ainda
ndo existe nenhuma vacina ou medicamento que cure definivamente a AIDS, logo a melhor defesa ¢
a prevencao. Por isso, a importancia de entender a propagagao dessa doenca.

O estudo desenvolvido foi baseado no modelo epidemioldgico SIR (KERMACK;
MCKENDRICK, 1927) que ¢ um dos modelos mais utilizados para representacdo de doencas in-
fecciosas. A partir deste modelo sdo retiradas as premissas basicas para a construgdo conceitual

dos demais modelos. O modelo SIR é composto por equacdes diferenciais e utiliza a estratégia
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de compartimentos (KERMACK; MCKENDRICK, 1927). Esse modelo epidemioldgico analisa

a disseminag¢dao de doenca numa populacdo. Os modelos de Kermarck-McKendrick descrevem
a propagac¢ao de doencas infecciosas de transmissao direta via contato pessoa a pessoa. Esses
modelos consideram que numa populagdo fechada, uma epidemia com microparasitas (virus ou
bactérias) ocorre através do contato direto entre individuos infectados e sadios.

Segundo Bassanezi (2002), modelos matematicos, em termos de equacdes diferenciais sdo ade-
quados quando as situacdes modeladas envolvem varidveis continuas evoluindo em relagdo a outras
variaveis continuas. As relagdes entre as varidveis dependentes e independentes sdo obtidas por meio de
hipoteses formuladas a respeito das taxas de variagdes instantaneas. Quando temos apenas uma variavel
independente, o0 modelo matematico ¢ dado em termos de equacdes diferenciais ordinarias (EDO) que
podem ser lineares ou ndo lineares. No caso de modelos lineares, em geral € possivel obter uma solucao
explicita e, assim, fazer a analise das solugdes que permitem fazer simulagdes e previsoes. Para proble-
mas nao lineares, como ¢ este caso, em geral, ndo ¢ possivel encontrar uma solucdo explicita e, portanto,
¢ preciso usar a teoria de aproximagao numérica para poder analisar o comportamento da solugdo. Para
isso utilizou-se o software livre Modellus que trabalha com simulagdo de solu¢des de problemas envol-
vendo equacdes diferenciais sem a necessidade de conhecer a expressao explicita .

O objetivo especifico do estudo ¢ modelar a velocidade de propagacao da Sindrome da
Imunodeficiéncia Adquirida - AIDS, na cidade de Santa Maria - RS, levando em consideragdo as
interagdes entre duas varidveis, individuos suscetiveis e infectados.

A populagao de hospedeiros ¢ subdividida em classes distintas (compartimentos), de acordo
com a sanidade ou infecciosidade de seus elementos:

Suscetiveis (S = S(t)): numero de individuos sadios e aptos a contrairem a doenca por contato
com infecciosos, no instante t;

Infecciosos (I =1(t)): nimero de individuos anteriormente suscetiveis que contrairam a doenga
de outros infecciosos e passam imediatamente a serem transmissores dela por contato, no instante t.

Abaixo, segue o esquema dessas relagdes entre compartimentos, em que () ¢ a taxa de
transmissdo da doenga, (1) € a taxa de mortalidade, (u,) € a taxa de mortalidade pela doenga (pb,), €

a taxa de nascidos suscetiveis e (qb,) € a taxa de nascidos infectados.

Figura 1 - Esquema compatimental da epidemia.
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Ao modelar a propagacdo de uma epidemia numa populacdo (N), em fun¢do do tempo, considera-se

a populacao (N) como o somatoério dos tipos de individuos considerados.

N = S(t) + I(t) (1)

O modelo que descreve a epidemia também pode ser chamado de SI, considera-se que ndo ha
periodo latente, ou seja os individuos que se infectam j& sdo considerados infecciosos, porém sabe-
se que ter o HIV ndo ¢ a mesma coisa que ter a AIDS. Ha muitos soropositivos que vivem anos sem
apresentar sintomas e sem desenvolver a doencga. Esse virus pertence a classe dos retrovirus. Quando
entra no organismo humano, o virus pode ficar silencioso e incubado por muitos anos e ndo apresentar
nenhum sintoma. Quando aparecem os primeiros sintomas ¢ possivel identificar a AIDS.

Segundo Bassanezi (2002), modelar a AIDS considerando o periodo de incubagdo ainda ¢
uma dificuldade.

O esforco para modelar a AIDS tem sido enorme desde seu aparecimento. A maior
dificuldade da modelagem da doenga consiste na grande variagdo do periodo de incubagdo

(tempo decorrente da constatagdo soropositiva até a exibi¢ao dos sintomas). (BASSANEZI,
2002, p. 162).

Existem milhares de pessoas soropositivas que vivem durante anos sem desenvolver a doenga.
Porém, mesmo sem manifestar a doenga, podem transmitir o virus para outras pessoas. Por isso, neste
modelo ndo foi caracterizado o periodo latente.

Este ¢ um problema de valor inicial, representado pelo sistema nao-linear composto pelas

seguintes equacdes diferenciais ordinarias:

dS/dt=b,S - p S + pb,I- BSI ( taxa de variacdo de suscetiveis)
dl/dt = BSI + gb,I - pI (taxa de variagdo de infectados) (2)

com condig¢des iniciais S(0) >0 e 1(0) > 0.

Com os dados da tabela 1 a seguir, foi definido o namero inicial de suscetiveis (S) igual a
261278. Para isso, foi realizada uma média populacdo residente em Santa Maria, do periodo de 2003
a 2012, e subtraido o namero de infectados inicial (I ), que € 3301, que foi definido conforme a tabela

2, que também segue abaixo.

Tabela 1 - Populacdo de Santa Maria por ano (2003-2012).

Ano 2003 2004 2005 2006 2007
Populacido 254639 258128 266041 270073 274068
Ano 2008 2009 2010 2011 2012

Populacido 266822 268965 261031 262369 263662

Fonte: Ministério da Saude.
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Tabela 2 - Numero de infectados por AIDS por ano (2003-2012).

Ano 2003 2004 2005 2006 2007
Infectados 3301 2929 2746 2927 3295
Ano 2008 2009 2010 2011 2012
Infectados 3421 3278 3400 3433 3335

Fonte: Ministério da Saude.

Para todas as taxas, o periodo de tempo considerado foi de 10 anos, de 2003 a 2012. A taxa de
transmissao da doencga () ¢ a média das razdes do numero de pessoas infectadas em Santa Maria pelo
numero total da populacao da cidade por ano, nesse periodo de tempo, e o valor encontrado foi 0,013.
A taxa de mortalidade (p,), média do naimero de mortos pelo niimero total da populagdo por ano, €
0,284. O valor 0,098 foi encontrado para (p,), taxa de mortalidade pela doenga, que € a média do
numero de mortos pela AIDS dividido pelo numero total de infectados, por ano. A taxa de nascidos
suscetiveis (pb,) encontrada foi 0,974 e a taxa de nascidos infectados (gb,) foi 0,026.

Os pontos criticos do sistema (S*, [*) , foram encontrados igualando as equacdes a zero. Se
=0, entdo, por meio da primeira equagdo de Eq.2 conclui-se que (b -p )S=0, logo S=0. Se 170, entao,
por meio da segunda equagdo de Eq.2 conclui-se que S = (n, —gb,)/B e I = (u,-b,)((n, —gb,)/(b,-1,)).
Assim, o ponto de equilibrio ¢ biologicamente vidvel ¢ S=21,24 e I=1,79, o que significa a existéncia,
do ponto de vista biologico, pois S*>0 e [*>0,e para isto tem-se p,- gb, >0 e (b, - pn )/(1n, —gb,) > 0.

Com isso, ¢ possivel fazer uma analise da estabilidade da doenga através do Teorema da Linea-
rizacao de Lyapunov-Poincaré (Bassanezi, 1988). Abaixo, segue a tabela 3 com anélises da estabili-
dade linear, de onde conclui-se que se o ponto (S*, [*) ¢ biologicamente viavel, ele serd estavel, se

b, >u, e p,> gb,. Logo, foi possivel concluir que a AIDS em Santa Maria esta em equilibrio endémico.

Tabela 3 - Resultados obtidos da analise da estabilidade linear.

. . Interpretacido do equilibrio
Condicao 1 Condicao 2 (0,0) (S*,I*) i
estavel
b <, estavel | Nao viavel extin¢do de espécie
p,—qb,>0 b >y, . o )
instavel estavel S e I em equilibrio endémico
K,>qb,

O numero basico de reproducao da doenca ¢ um parametro adimensional, simbolicamente
representado por R, € € definido como sendo o nimero médio de novos infectados gerados por
um Unico infectado, quando exposto a uma populacdo em que todos os individuos sdo suscetiveis a
doenga. O niimero de novas infecgdes por unidade de tempo € (BS +gb,)I, assim cada infectado gera
BS + gb, infecgdes por unidade de tempo. Considerando S<N=N(0), ou seja, uma populagido onde
todos os individuos sdo suscetiveis a doenga, assim tem-se BN(0) + gb, novas infec¢des por unidade
de tempo. A taxa de remogdo de infectados € p I, assim o tempo médio de infecciosidade de cada

infectado € 1/(p,). Logo, tem-se que:
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R;= (BN(0) + ab,) / (1) (3)

Para que se estabeleca uma epidemia, € preciso que o numero basico de reproducao da doenca
seja maior que 1 (R, > 1). Para este modelo, encontramos o valor de R = 3,2x10%, por meio de Eq. 3.
Logo, tem-se uma epidemia.

Para validagao do modelo foram realizadas simulagdes computacionais com o “software”
Octave da GNU®, que é um “software” livre, similar ao MatLab 7.0, da MathWork®. Por meio do
“software” foi construido o gréafico da figura 2, a seguir, que demonstra que a doenga entrou em

equilibrio endémico.

Figura 2 - Grafico de suscetiveis e infectados versus tempo.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste estudo foi possivel vivenciar as diferentes etapas da modelagem matematica, sentir as
dificuldades de constru¢dao de modelos e também as potencialidades que este trabalho oferece para a
compreensdo da importancia da matematica, enquanto ciéncia que possui muitas aplicacdes.

Acredita-se que esse modelo possa contribuir para a compreensao da evolugdo da AIDS na
cidade de Santa Maria. O modelo encontrado pode ser o ponto de partida para analise de outras
doencgas ou para o seu aperfeigoamento. Pretende-se aperfeicoa-lo buscando incluir o periodo de
incubagao do virus.

A modelagem matematica, segundo Barbosa (2004), esta associada a problematizagao e inves-

tigacdo. Ela instiga a criacao de problemas e perguntas e a busca, sele¢do, organizagao e manipulagao
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de informacgdes. Esse objetivo foi alcangado nesse estudo, pois foi possivel aprender a interpretar e
a resolver os problemas propostos de maneira mais habilidosa, desenvolver o raciocinio, e articular

alguns contetidos ja aprendidos na graduacao.
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