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AFORMULA DE STIRLING PARAN! E ALGUMAS
APLICACOES!

STIRLING'S FORMULA TO N! AND SOME APPLICATIONS

Daiana Aparecida de Siqueira? e Adilcdo Cabrini Beust®
RESUMO

A finalidade deste artigo é analisar e demonstrar a férmula de Stirling, pois um
aspecto importante de sua demonstracdo implicaem um dominio de alguns conceitos,
como, por exemplo, integrais e séries (sucessdes). Assim, o presente estudo foi
realizado por meio de pesquisa bibliografica e do desenvolvimento de uma série de
demonstracdes, bem como de uma aplicacdo em probabilidade. Com isso, a férmula
de Stirling é empregada para a resolucédo de problemas no célculo de n! (n fatorial)
quando n é grande, proporcionando uma reducdo no nimero de operacdes. Ainda, a
aplicacdo favorece técnicas para a obtencéo de solucGes de relacdes de recorréncia.
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ABSTRACT

The aim of this paper is to analyze and demonstrate the Stirling’s formula for
an important aspect of its demonstration implicates on the knowledge of some
concepts, as, for example, integrals and series (sequences). Thus, the present
study has been made through a bibliographical research and the development of
some demonstrations, as well as a probability application. With this, the Stirling’s
formula is employed for the solving of problems in n! calculus when n is big,
enabling a reduction in the amount of operations. Yet, the application supports
techniques for obtaining solutions to reoccurrence relation.

Keywords: integrals, series, factorial, reoccurrence relation.
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INTRODUCAO

Em muitas aplica¢fes de Matematica Discreta, especialmente na Estatistica
e no Calculo das Probabilidades, uma avaliacdo direta de n! (n fatorial) para n grande
é algo longo e trabalhoso. Dessa forma, a realizacdo desta pesquisa justifica-se pela
necessidade de se dispor de uma aproximacéo simples para n! como uma funcao
elementar de n. Tal expressdo demonstrara que € dada pelo teorema de Stirling.

Nesse sentido, objetiva-se analisar a Formula de Stirling, bem como
utiliza-la numa aplicacdo em probabilidade. Sua realizacdo faz-se por meio de uma
pesquisa bibliogréafica e do desenvolvimento de uma série de demonstragdes.

O presente artigo divide-se em duas se¢des. Primeiramente, demonstra-se
0 Teorema de Stirling, seguindo roteiro de dez exercicios, conforme sugestdo de
Figueiredo (1975). Ainda, de forma implicita, realiza-se a analise dos erros relativos
cometidos quando das aproximagdes da Formula de Stirling para n! (n fatorial).
Por fim, na secdo final, resolve-se uma aplicagcdo em probabilidade, que envolve o
calculo de n!.

DEMONSTRACAO DA FORMULA DE STIRLING

Nesta secdo, aborda-se a Formula de Stirling em seus aspectos tedricos e
formais. Para tanto, primeiramente, sera realizada sua demonstracéao e, em seguida,
serd analisado o erro relativo cometido ao final de seu desenvolvimento. Para
demonstra-la, desmembrou-se o procedimento em uma série de etapas, conforme
se demonstra a seguir.

Primeiramente, ao avaliar a area compreendida pela curva y=log x (Figura 1),
usando a integragao por partes, demonstra-se que A a area exata compreendida

-

n
pela curva entre as ordenadas x=1 e x=n, é dada por I|09 xdx= " - +1.
1
Sabe-se que a integracdo por partes € fornecida pela formula da derivacédo

LEVAERN o

dos produtos de duas fungdes: (f X g(x))'z oL g (X))
Ao integrar ambos os membros, tem-se

f(x)g(=] ot (xdx.
I Jg(x)f '(x)dx, obtendo a férmula da integragdo

por partes. Assim, tem-se que I Ilog x.1.dx.
1 1
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Escreve-se o integrando desse modo para indicar que: f (x)= log X,

9'(x)=1dx e f'(x):%, 9 (x)=x.

Logo, a formula proposta torna-se, entéo,

n n 1 n
J Jx.—.dx=x!cg‘:]£‘—fdx
1 1 X 1
I S L B B
n
Portanto, Ilog xdx=""_ — +1.
1

Entretanto, ao avaliar essa mesma area pela regra dos trapézios, como
indica a figura 1, obtém-se T um valor aproximado da area. Assim, demonstra-se

an ]

que T édadopor log2+ +' _: BRI =" _ —logn .

Gréfico 1 -y = log x.

; T

7

Para conceber que a area é o valor limite de uma soma de éareas

retangulares, dividiu-se o eixo dos x, compreendidos entre a e b em n intervalos
com extremos Xy, X,, ..., X, .

n

Xo=a X1 X7 Xn1  b=X,

Construiu-se um retangulo de altura log x com xe[x_,,%] e base
A=A =A = =A = :B(todos 0s subintervalos tem 0 mesmo
comprimento). 2

A unido desses retangulos forma a regido T ; tem-se a area (A, ) = area (T ).

Quando a particdo torna-se mais fina, os poligonos constituem, cada vez
mais, melhores aproximac@es da area A, ou seja, usando um numero maior de

E

subdivisdes [a,b] define-se a area A da regido A_como lim [ Ik
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Assim, a area dos retangulos: logl.A , _ A, , _ Ax e area

(T)=1loglA + _, A+ + _ Ax =) logiAx.
i=1

Desse modo, A = drea(A ) = lim > logi.AxX.
n—wo 4=

n

b
Aintegral definida de log x de a.até b é, nesse caso, | f (x)dx=">"" " Ax.

N—>o0 “
i=1

Essa integral, no caso de f ser continuo e ndo negativo, representa a area
entre a curva e o [a,b]. Esse limite é denominado integral de Riemann quando ele
existe. Nesse caso, tem-se:

At S = e T 1—1)6%)
n n!
A:!cg(ﬁ.E.’!.....(:‘.—l}.\/ﬁ):!cg(\/ﬁ):!cgr‘.!—log\/ﬁ.

Em seguida, define-se a sucessao (a ) pela expressao &, =

Jnn"e™
nt

A partir do fato de que a figura 1 contém a regido compreendida entre o
eixo dos x, aretax = 1 e areta x = n, pode-se provar que a <1.

Adiferencaa =A —T € limitada, e pode-se deduzirque T, =, [ )

e da mesma ordem da grandeza que A,

: _ A _T _ A I\/ \
pOIS’an_'h_'n_'h_'hL J
a, = "”_ An+an
a, =4a,.

Tem-sequea =A —-T,

A, >, . VnporissoA -T ¢ limitada e monGtona crescente.

Adiferenca a , -a_representa a diferenca entre as areas sob a curva e sob
a secante, respectivamente, na faixa K< <"~ +1. Como a curva apresenta sua
concavidade voltada para baixo, estando situada, pois, acima da secante, a,, -a, é

N /

positivae a, =/, — +/ . — .+ +._ - _+a émonotona crescente.

n—ij; 1o v
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Além disso, a diferenca a_,-a, € menor do que a diferenca entre as areas limitadas

pela tangente em x =" +% e pela secante; logo, tem-se a desigualdade:

P otV )
27 2 b

( ) e e
1. . 1\_1,,,4| L
2 T2k 2 7 ’ \ll

| )
1 1. 1 ;
< I"”‘+ \_ Yo . ‘l& L{-.ﬁ + ‘-'E
5 oo { } y A+l

Ao somar essas desigualdades para K=1,2,...,n-1, todos os termos

da direita, exceto dois, serdo cancelados, vindo, entdo (uma vez que a,=0),
1, 3 1, ., 1. 1, 3
&<, .7, ot <, o
2 V2 2 2n” 2 "2
Logo, a_é limitada.
A sequir, sabendo que a <1 é limitada, demonstra-se que sucessdo a_é

mondtona crescente, se a, < a

<1-

n+1?

Jnn"e™

n!

a

n+1

Tem-se que a, =

Vale observar que se obtém a__, de a_, substituindo n por n+1.

N et

LOgO’ an+1 - (n+1)|

Assim, tem-se &, <a_ .,

Jone Vu+ o+ 7 - D+ o+, tye et
< . <
nt = (n+"" o T ~ +D)n!
\/ﬁn”<\/n+di +1)
B e
n
Dai, __&N:N .
N
Portanto, a sucessao a, € monotona crescente. z

Logo apos, define-se a sucessao (S, ) pela expressao S, = I (senx)"dx .

e x n 1.
Ao utilizar integracdo por partes, pode-se provar que S, = . > 2
n

Ainda, prova-se que S, :% e S, =1,



192  Disc. Scientia. Série: Ciéncias Naturais e Tecnoldgicas, S. Maria, v. 9, n. 1, p. 187-204, 2008.

Sabe-se que a integracdo de uma poténcia inteira e positiva de sen x ou
cos x pode ser obtida por diminuicdo gradativa do expoente, mediante a aplicacao
repetida da integracao por partes.

Assim, ao integrar Jsen”xdx e desdobrar sen” x em sen™* x sen X, tem-se:

J J sen"*xsenxdx

Fazendo u =sen™x e dv = senxdx , resulta:

du = {n—1)sen" *xcos xdx e vV =—Cos X

(diferenciando) (integrando)
Desse modo, aplicando a formula J Jvdu , tem-se:
J Jsen“’lxsenxdx
=—con"hiooo- J —ccoin—1)sen™ *x cos xdx

n-1

=—__ " 4! +1)jsen”*2xcoszxdx

=— " 4] +J "7 —sen’x)dx
=— " 4 +J "7 —sen"xdx
=— " 4 +"'jj Jsen“xdx

Ao isolar as integrais de sen" x , tem-se:
n J jsen”f2 xdx (1)

que faz depender a integral de sen" x da integral de sen™ x .

Assim, ao tratar do mesmo modo a integral de sen™? x, fazendo depender
a integral proposta da integracdo de sen™ x e assim por diante.

Se n for par, pode-se concluir uma ultima integral da forma:

J J J:‘::= X.

Se n for impar, a ultima integral sera da forma:
Jsenxdx = —COS X.
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7

2
Como aplicagéo, calcula-se a integral definida: S, = Isen”xdx.
0

2
A férmula (1) fornece: S, =n|sen"xdx
0

No entanto, a parte ja integrada se reduz a zero, pois:

7

z 2
S, :[ ]O + 1 —1)Isen”’2xdx.
0
[ ]O_ =—cont 72[:3: 72[ —i—sen""0cos0)
—1.0-(0 .1)=0
Desse modo,
: :
S, = | ['sen"?xdx ou, dividindo por n,
0 0

>2-
T

Assim, tem-se: S, :Z.

Desse modo, prova-se também que S, = 1.

S, = | senxdx

O |

Apos, usando a sucessdo S_acima, demonstra-se que

C13...(2k-1) 7
KT 24..(2k) 2
24....(2k)

Sy =
2035, (2k +)
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Ao descrever formalmente, tem-se:

O e |

(2)

Realizando, nessa Gltima relacdo, sucessivamente, a substituicao de n por
n-2, n-4, ..., resultam as relagées:

O o | N

Oty | §
O o | N

O ey | N

b
2

<.
< sln

_2’_
3T

+

©)

(4)

(se n for par)

~
s

:%1 (se n for impar)

Se em (2) for substituida a integral do segundo membro pelo valor tirado
de (3), a seguir este pelo seu valor tirado de (4) e assim por diante, resulta:

O ey | N

n-1n-3 n-5%
= . . SIsen” Sxdx

n n-2 n—4o
_n_l ||_3 ||_5 Eiz
n n-2n-4""422

ou

_n—l n-3 n-5 4 2 1
e =y

(se n for par) (5)

(se n for impar) (6)
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2
Ao retomar a integral Isen”xdx e fazer n=2k e n=2k+1, respectiva-
0

mente, obtém-se, de acordo com (5) e (6) do nimero anterior, as duas relacdes

seguintes:
S _wak a 2k-12k-22k-5 317
AT 2k 2k-2"2k-4""472"2
e
2 . 2k 2k-12k-4 42
SZkﬂ:I::: o= - —.=
0 2K + - -3 53
Segue-se que a sucessdo (S, ) € nao crescente, pois 0 < <1, quando
Via .S
X € [O’E] . Demonstra-se que Elmﬁ =1. Tem-se que:
—>0 2K
2 2k-1 2k-3 2k-5 31
S, = JCC"‘ZkXd)( = : —_— °zz )
) 2k "2k-2"2k-4""42"2

z
2
4 2
Sy = J:::Zk”::d:: = —_— —= (8)
5 53
Ao dividir essas relacdes membro a membro, obtém-se:

\

2k.2k  (2k-2).(2k-2) (2k-4).(2k-4) 44272 2

“)\

S, (k=TI gm v mm e 3y 3513 1

SZk+1

S, _(2k+0 " M nn M ntB) 5331

S, . 2k2k  (k—2)(2k—2) (2k—ay k-2 422272 O)
: () ..
Desse modo, vale no intervalo | | a relacéo:
N
200" ~r . ]
0< = Ssel X em que senx <1)

Nela, integrando de 0 a %:
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SUIIM _1XdX ou SZk+‘ < < S.. .

o'—.mléx

Ao dividir os trés membros dessa relacdo por S, ., , tem-se:

1< S s% (10)
SZk+‘ S"'+1

- « 2k +1
em que a ultima razao, de acordo com (8), reduz-se a

1 .
ou 1+§ ; quanto a

primeira, seu valor é dado pela equacédo (9), na qual, substituindo em (10):

(2k+=> "= =23 53312 .01
1< =

2k .2k (2k-2.2k-2) 44222 2k

Se k tender a infinito, o ultimo membro dessa relagdo se reduzira a 1.
Como o primeiro membro ja é 1, resulta:

) (2k +"> tomrmt 32523 1
klﬂl 2 _ N2 (2l _ )2 2092 "H T
(2k) -(2k Ll -\Ll\ 4) ----- 4 -2 2

Portanto, a sucesséo (S ) € ndo crescente e, pelo teorema do confronto,

, .S
obtém-se que lim—2L =1,

k—o0

A seguir, define-se a sucessao (W, ) por

~ 2.2.44.66....(2k).(2k) _
< 3355..(2k=""" = 7 4))

7 N

« ) . . Vi
Mostra-se que a sucessao (W, ) € crescente e limitada superiormente por —.
. N ) . s 2
Finalmente, usando a demonstragéo anterior, tem-se que I|(Ika = 5
—>0

< W
Sabe-se que uma sucessdo é crescente se W, <W, ., ou seja, —*£>1

(2k)° k
W . E importante observar, também, que se W, ,

de W, substituindo k por k+1.

para todo k. Tem-se W, =

L a L

ax1? rai A2 rAl 2
Logo, W, [2(k+5. i ;2]

TRk AP [kt T 4g]

L
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. W,
Assim, tem-se —L >1:
k

A\? A1 2
2k +~ +1) S

(2k +3)% (2k)?
Portanto, a sucessao é crescente.

(2k+ 7 =7~ 23523 g

J N\ 7 N

Ainda, tem-se que Ilrrowo 2K (2K 2 2k A ,Ezl.

V.4
Resolvendo em E resulta:

2 (o1, 272
i K72k =27 2k -4 42

E o2k ‘,’:"' ~3)%...5°3

J N\

_ N /’)l/_
T2 Gk 8.2k -2) 1()2k)

I
2 kom 2K+ X

2.2.4.4.6.6...(2k —2).(2k —2).(2K).(2k)

Desse modo, W, = 3355, (2k_" "~~~ 1)

2
Ou seja, H (2n) _ 7, que é conhecido como o produto de Wallis.

2
n=1 (2n +1) 2
~ .. . T . . /4
Se a sucessao é crescente e limitada SUperlormente por E’ entao, II<Ika = E
—0

- - ] ( |)2 2k
Feito isso, mostra-se que limW, = — implica que Ilm
q Koo k 2 p q (2k)|\/7
2 p2
Sabe-se que lim =1. Pode-se escrever lim 22'42 """ (2K _2)2 2k=2.
k> 2k +1 k== 3°5%....(2k —1) 2

Ao tomar a raiz quadrada e multiplicar numerador e denominador por
4, ..., (2k-2), obtém-se:

2 k>»35...(2k-1)

T _fim 2AeA2K=2) o

2 g2 LY
lim_ A (k-2 o
>+ 2 3.45...(2k — 2).{2k —1)
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i 24 (2k = 2)" 3K —lim 224%....(2k)? 2k

k—>o0 (2k —1)! ko0 (2k)! 2k
I 212k
Deduz-se, finalmente, que IimM =
= (2K) Ik
|2 2k 2 B
Por fim, ao utilizar Iim—(k )2 — 7 ,mostra-se que lim a =(2r) 7 6
=0 (2k) Ik =% 8y,
conclui-se que lima, =(27z)_%.

Sendo ap limitada e mondtona crescente, tenderd para a quando N — co.

Entéo,
4 AY l 1 fa 1
a_7II:Z\7K+l_7KI< 7\7.1\ +_)
= 2 2n
- A e 1\ | ]
No entanto, Ap — T = na. Assim, logn!="-+7 + -n.

1n AN 7 ~
1- arn
Fazendo @, =€ ™, nl=g n"" e™".
z z . _— 1—
o, € monotona decrescente e aproxima-se ao limite & =€ & logo:

Ay o Dl 1,
1< = < = < :
o N 2n 4n
Pode-se escrever:

.. k — £y ,
Ao substituir k! por «, .k %.e X e (2k)! por aZn.22k 74K %.e‘Zk, obtém-se:

(@ k" 2e k)2 0

lim T 1
2k+ e
(a,,2 2k 2e2)4k

k—0

=r

21, 2k -2k A2k
) a-k“ke™ 2
|I<Im — i =~

T, 2222k ke K
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21. 2

. o Y
lim———= . . =z
k—>0 . s \/2

0, N LNV K VK %n

ol o
\/;=!::“. ”/_=

n—w V" a\/i

1l

“r

Desse modo, o = . , OU seja,

—
Ne——

Fica, assim, demonstrada a formula de Stirling.

Portanto, o estudo e a analise da Formula de Stirling permitem estabelecer
que as expressoes n! e \/En”*%efn diferem entre si somente por uma pequena
percentagem para n suficientemente grande, ou seja, n! e a Férmula de Stirling
sdo duas expressdes assintoticamente iguais. E justamente essa propriedade que
torna possivel seu uso para o célculo de n! (n fatorial), especialmente quando n é

- ( A : o
grande. Implicitamente, o fator k J que determina uma estimativa do grau
de precisdo da aproximacao de n!. Ou seja, 0 erro relativo cometido ocorre apenas

por esse fator. A tabela 1 ilustra a percentagem de erro resultante da aplicacédo da
Férmula de Stirling, conforme o tamanho de n.

Tabela 1 - percentagem de erro resultante da aplicacdo da Férmula de Stirling
conforme o tamanho de n.

0 0l Aproximagcdo dada pela | Percentagem de
| Formula de Stirling erro, %
1 1 0,922 8
2 2 1,919 4
5 120 118,019 2
10 (3,6288)10° (3,5986...)10° 0,8
100 (9,3326...)10%" (9,3249...)10% 0,08

Dessa forma, a tabela 1 demonstra que quanto maior 0 n menor sera a
percentagem do erro relativo cometido.
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APLICACAO

Nesta secdo, como exemplo de aplicacdo, apresentam-se as relacGes de
recorréncia para duas sequéncias de numeros em combinatdria, as quais Sdo 0s
numeros de Stirling do primeiro tipo e do segundo tipo, definidos pelo matematico
inglés James Stirling (1692-1770). Percebe-se, ainda, que eles satisfazem relacdes
semelhantes as satisfeitas pelos numeros binomiais.

Primeiramente, faz-se a deducdo das rela¢Ges de recorréncia do segundo
tipo satisfeita por S, o niumero de maneiras de distribuir n objetos distintos dentre
k caixas idénticas, com nenhuma caixa vazia. Para essa hipdtese, o numero S | €
conhecido como um namero de Stirling do segundo tipo.

Dessa forma, se k=1 ou k=n, tem-se apenas uma maneira de distribuir os
objetos, todos em uma Unica caixa ou um por caixa, respectivamente. Além disso,
é notodrio que quando k>n (alguma caixa teria que ficar vazia) e quando k<0 e
n>0 (ndo se poderia distribuir um namero positivo de objetos dentre zero caixas)
a tarefa acima enunciada é impossivel. Assim, por exemplo, quando n=5 e k=2,
existem duas possibilidades para o niUmero de objetos por caixa, ou seja, 1 e 4 ou
2 e 3. No primeiro caso, sdo possiveis 5 escolhas para o objeto que ficara sozinho;

0 restante fica junto na outra caixa. No segundo caso, tem-se (2} =10 escolhas

para os dois elementos que ficam na caixa com dois, o restante ficarem na outra
caixa. Portanto, S, , =5+10=15.

Entretanto, para valores de n e k grandes, percebe-se que é impraticavel
repetir o procedimento acima. Com isso, uma solucdo é a construcdo de uma
relacdo de recorréncia. Para facilitar, supGe-se que 0s n objetos distintos sdo bolas
numeradas de 1 a n. Assim, divide-se o conjunto de modo a distribuir as n bolas
em k caixas e dois subconjuntos. As distribuicdes, no primeiro subconjunto, sdo
tais que a bola de nimero 1 encontra-se sozinha numa caixa e, nas do segundo
subconjunto, a bola de nimero 1 estd numa caixa que contém mais de uma bola.
Assim, o nimero de elementos no primeiro subconjunto é igual ao ndmero de
maneiras de distribuir as n — 1 bolas restantes em k — 1 caixas, ou seja, S, .
Para contar o numero de elementos no segundo subconjunto, observa-se que,
para construir um elemento qualquer nesse subconjunto, pode-se partir de uma
distribuicao qualquer das n— 1 bolas, 2, 3, ..., n, em k caixas e depois colocar a bola
1 em qualquer das k caixas. Dessa forma, cada distribui¢do de n — 1 objetos em k
caixas origina a k distribuicdes diferentes no segundo subconjunto, dependendo da
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caixa escolhida para colocar a bola 1 (no sentido de qual a “companhia” escolhida
para a bola 1). Por exemplo, quando n =5 e k = 2, para a construgdo das
distribuicdes no segundo subconjunto, considera-se todas as distribuicbes das
bolas 2, 3, 4 e 5, em duas caixas ndo vazias:

> 345 3 |l24as]] 4 ||235]] 5

23 |l 45 || 24 || 35 |[ 25 || 34

3= 5

Logo, cada distribuicdo origina duas distribui¢cOes distintas contendo a
bola 1. A distribuicdo no extremo esquerdo na primeira linha acima fornece as
distribuicdes

121345 ¢[ 2 1[1.3.4.5

nas quais, na primeira, a bola 1 fica na companhia da bola 2 e, na segunda, fica na
companhia das bolas 3, 4 e 5.
Feito isso, tem-se que a relagdo de recorréncia satisfeita por S | €:
Sii=1, Spn=1,

Sk =S, tkS, o paral<k<nen>2.

Desse modo, deduz-se a relacdo de recorréncia do primeiro tipo satisfeita
por S ,, 0 nimero de maneiras de arranjar n objetos distintos em k ciclos.
Nessa segunda hipotese, esse é o nimero de Stirling do primeiro tipo.

Tem-se, aqui, 0 problema do anfitrido. Nesse caso, 0 mesmo deve distribuir
seus n convidados em k mesas (nenhuma vazia). Ele decide colocar os convidados
1, 3, 5 e 6 em uma mesa. Sabe-se que o nimero de maneiras distintas que ele
possui de fazer isso é o niUmero de permutacdes circulares de quatro objetos.

Em outras palavras, esse problema pode ser formulado como calcular o
nimero de permutacdes de n elementos com k ciclos. De fato, qualquer permutacéo
pode ser descrita como um conjunto de ciclos. Para compreender melhor como
isso ocorre, considera-se uma permutacdo de n nimeros como uma fungdo que
leva cada posi¢do ao numero que ocupa na permutacdo. Assim, por exemplo, a
permutacdo 13542 dos numeros 1 a 5 poderia ser representada pela funcéo f tal
que f(1) =1, f(2) =3, f(3) =5, f(4) = 4 e f(5) = 2. Graficamente, f pode ser indicada
pelo diagrama a seguir:
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Contudo, como o dominio e a imagem sdo iguais, pode-se simplificar
a representacdo acima usando um simbolo para representar tanto o elemento do
dominio como o da imagem.

2
| fad )

TN e
® © @

Desse modo, é facil perceber, nessa representacdo, que a permutacdo em
questdo contém trés ciclos: (1), (2, 3, 5) e (4), bem como que as permutacdes
circulares, (2, 3,5), (3, 5, 2) e (5, 2, 3) séo representacOes equivalentes do mesmo
ciclo. Ou seja, um bonus dessa interpretacdo de S, € que, de imediato, obtém-
se a igualdadeznlsn,k =n!. De maneira que, somando-se sobre todos 0s possiveis

k-1
numeros de ciclos, tem-se todas as permutacdes de n elementos.

Sabe-se que paraalguns valores de n e k pode-se determinar S, sem problemas.
Desse modo, todos os elementos devem pertencer a um unico ciclo se k=1. Percebe-se
um problema equivalente ao de arrumar n convidados em torno de uma mesa redonda,
0 que importa € a ordem relativa. No entanto, ja constatou-se que esse é exatamente
o nimero de permutagGes circulares de n elementos, logo S , = (n-1)!. Por outro
lado, quando k=n, cada elemento constitui um ciclo isolado. Esse caso corresponde a
permutacao identidade, ou seja, f(i) =i, parai=1, .., n, portanto, S, =1.

Por fim, divide-se 0 conjunto de permutactes de n elementos com k
ciclos em dois subconjuntos para a construcdo da equagao de recorrénciapara S ,.
No primeiro subconjunto, o elemento 1 constitui um ciclo isolado; no segundo,
0 elemento 1 pertence a um ciclo com mais de um elemento. Ainda, 0 nimero

de elementos no primeiro subconjunto € S__, ., ou seja, 0 nimero de maneiras
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de organizar os n-1 elementos restantes em k-1 ciclos. Quanto ao segundo
subconjunto, pode-se fazer um raciocinio analogo ao do item anterior, isto &,
construir inicialmente uma permutacao dos elementos 2 a n com k ciclos e depois
escolher em que posicdo introduzir o elemento 1. Tem-se n-1 escolhas possiveis:
introduzir 1 a seguir de 2, ou de 3, ou de 4, ... ou de n. Portanto, S, satisfaz

S,.=(n-1LS =1,
Sik=S, 1t (M-S paral<k<nen>1.

CONSIDERACOES FINAIS

Com este artigo, pode-se perceber que varios conceitos importantes foram
aplicados para a demonstracdo da Formula de Stirling. Proporcionou-se, dessa forma,
um aprofundamento tedrico e maior dominio de no¢fes matematicas essenciais.

Nesse contexto, pode-se concluir que a Formula de Stirling € muito
empregada no calculo de n! quando n é grande. Ou seja, ao invés de efetuar um grande
namero de multiplicacBes de inteiros, basta calcular a Formula de Stirling por meio
dos logaritmos, o que reduz consideravelmente o nimero de operagdes. Por exemplo,
para n = 10, obtém-se o valor 3.598.696 pela formula de Stirling, ao passo que o valor
exato de 10! é 3.628.800. Desse modo, o erro cometido € apenas de 5/6 por cento.

No decorrer do trabalho, apresentou-se uma aplicacdo da Formula em
problemas de probabilidade. Analisaram-se, assim, as relacdes de recorréncia dos
numeros de Stirling do primeiro e segundo tipo.

Por fim, resta destacar que a Formula de Stirling também impde vantagens
computacionais, como, por exemplo, menor uso de memoaria da maquina em um
tempo menor ao efetuar n!.
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