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A EQUACAO DE TRANSFERENCIA DE CALOR COM
CONDICOES MISTAS DE FRONTEIRA!

THE HEATING TRANSFERENCE EQUATION WITH
MIXED BOUNDARY CONDITIONS

Lorens Buriol Siguenés?e Marcio Violante Ferreira®

RESUMO

Apresenta-se, neste trabalho, uma aplicacdo do método de separacdo de variaveis
na resolucdo da conhecida equacdo de transferéncia de calor, que modela o fluxo
de calor numa barra condutora, cuja superficie lateral esta isolada termicamente
do meio. Inicialmente, considera-se um caso mais geral de equacdo parabdlica
linear de segunda ordem com condicGes de fronteira mistas e, posteriormente, faz-
se uma analise de trés casos particulares do problema de transferéncia de calor:
barra com extremidades mantidas a temperatura constante, com extremidades
isoladas e extremidades com fluxo proporcional a temperatura. Em cada um dos
casos apresenta-se um esquema grafico que mostra 0 comportamento da solucéo
obtida utilizando-se, para isso, o software matematico Maple como ferramenta
computacional.

Palavras-chave: equacdo do calor, separacdo de variaveis, condicdes mistas de
fronteira.

ABSTRACT

This work presents an application of the separation of the variable method in solving the
well-known heating transference equation, which shapes the heating ffow in a conducting
bar, whose side is thermally insulated from the environment. Initially it is considered
a more general case of second order linear parabolic equation with mixed boundary
condition and then, it is discuss three specific cases of the heating transfer problem: bar
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with constant temperature at the ends, insulated ends and ends with fux proportional
to heathing. In each case it is presented a graphic scheme showing the behavior of the
reached solution, using for this, the Maple software as a computational tool.

Keywords: heating equation, separation of variables, mixed boundary conditions.
INTRODUCAO

Os estudos matematicos sobre conducéo de calor comegcaram no século
XIX com as primeiras investigacdes de Joseph Fourier (1768-1830), época na qual
foram, concomitantemente, desenvolvidos alguns métodos para resolucdo desse
problema. O mais importante, sem davida, é o método de separacdo de variaveis,
que foi a alavanca para o desenvolvimento da teoria sobre séries de Fourier.
A esséncia do método de separacao de variaveis esta no fato de que uma classe
“grande” de fungdes pode ser desenvolvida como uma série de senos e/ou co-
senos. Saliente-se que 0 método de separacdo de variaveis ja tinha seus primeiros
tracos com D’alembert, Daniel Bernoulli e Euler por volta de 1750, a partir de suas
investigacdes sobre vibragdes e ondas.

Neste trabalho, faz-se uma aplica¢do do método de separacdo de variaveis
na resolucdo de uma classe de equacdes parabdlicas que, em particular, contém a
equacao do calor. Apresenta-se, assim, um modelo geral com condicdes de fronteira
mista e a posterior aplicacdo em casos particulares da equacéo de transferéncia de
calor em uma barra: extremidades mantidas a temperatura constante, extremidades
isoladas e extremidades com fluxo proporcional a temperatura.

Por se tratar, na maioria das vezes, de fun¢des dadas por séries infinitas, o
uso de ferramentas computacionais torna-se Util na analise qualitativa das solucfes
de equac0es diferenciais parciais. Em cada um dos casos analisados apresentam-
se, portanto, graficos que mostram o comportamento da solucdo do modelo.
Os recursos utilizados para esse fim foram do software Maple, principalmente suas
ferramentas de tracado de graficos e de soma de séries de funcdes.

EQUACAO PARABOLICA LINEAR COM CONDICOES DE
FRONTEIRA MISTAS

Nesta secdo, considera-se um caso geral de equacdo parabdlica linear
com condicdes de fronteira mistas:

u-u,tAu+Bu =0 O0<x<L,t>0, 1)
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Cu(0,ty=Du_(0,t), Cu(L,ty=Du,_(Lt)t>0, 2)

em que A,B,C,D ¢ R sdo constantes. O sistema acima ¢ o modelo mais completo
de equacéo do calor, representando, conforme os valores das constantes, uma
situacdo fisica diferente. Considera-se, também, que seja conhecida a distribuicao
inicial de temperatura:

uix,0)=f(x) 0<x<L 3

O objetivo principal desta secdo é obter a solucdo geral do sistema (1)-
(3). O método a ser utilizado na resolucdo do sistema acima é o de separacdo
de variaveis. Antes disso, faz-se uma mudanca de variavel adequada, tornando o
sistema anterior mais simples. Com efeito, fazendo-se

v(x, 1) = e®eu (x,t)

B? -B
= A+ =—
(94 + 1 e ,B 5
obtém-se que v(x,t) € solucdo da equagao
v,-Vv,=0 0<x<L, t>0 (5)

com condicOes de fronteira
(C + BD)v(0,t) = Dv (0,1), (C+BDI(L,t)=Dv (L,1),t>0 (6)

O proximo objetivo é resolver a equacdo (5), com condi¢bes de fronteira (6),
utilizando-se o método de separacdo de variaveis, que pode ser estudado com
mais detalhes em Figueiredo (2003). Procura-se, portanto, uma solugdo V(X,t)
da equacéo (5) da forma

vt = X (x) T() (7)

Substituindo-se (7) em (5), vé-se que V(X,t) é solugdo da equacio
somente se X (X) e T(t) satisfazem a relacio

x_T__. ®)
T
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em que o é constante (conhecida como constante de separa¢éo). De (8), conclui-se
que T (t) deve satisfazer a equagdo diferencial ordinaria

T +6T=0 ©)

e, de (6) e (8), que X (x) satisfaz o problema de valor inicial (PV1)

X" +6X =0, (10)
(C + AD) X (0) = DX’ (0) (11)
(C + D) X (L) = DX’ (L) (12)

A andlise do problema de contorno de Sturm-Liouville (10)-(12) é
feita, conforme Boyce e Di Prima (2001), considerando-se, separadamente, trés
possibilidades para a constante de separacéo o:

1) Se o = 0. Entdo, a solucio geral da eq. (10) é da forma

X (x) = kx +K, (13)

Ao aplicar as condicdes de contorno (11) e (12) na solugéo (13), conclui-se
que k, =k, =0, levando-se a solugéo trivial X (x) = 0 . No caso ¢ = 0, chega-se somente
a solucdo identicamente nula v(x,t) = 0.

2) Se ¢ < 0. Para simplificar a notagéo, pode-se admitir que ¢ = - A2, com A > 0.
Separa-se esse caso em dois outros subcasos:

a) Se (C + pD)? # 42 D2. Substituindo ¢ na eg. (10), tem-se que
X"-1"X =0, (14)
cuja solucdo geral, conforme Coddington (1961), é
X (x) =k,e* +k,e™* (15)

Ao aplicar as condicBes de contorno (11) e (12) em (15), obtém-se o
sistema linear homogéneo
J(C+,BD—/19)kl +(C+pLD+AD)k, =0
L(C+BD=2AD)e"k, +(C+BD+AD)e "k, =0
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cujo determinante da matriz dos coeficientes é
{C+,BD P-AD* et et ) =0

Desse modo, resulta que kl = k2 = 0 e, consequentemente, X (x) = 0.
Novamente, obtém-se a solucdo trivial que, no presente estudo, ndo se tem interesse.

b) Se (C + D)2 = /2 D2, ou seja, o = ‘(Cg—fj) .

Substituindo-se em (10), tem-se que

X"+oX =0, (16)

cuja solucéo geral é
X (x) = kel ¥ kel ok (17)

Ao aplicar as condicbes de contorno (11) e (12) em (17), conclui-se
que, além da solucéo trivial, o problema de valor inicial (10)-(12) possui outras
solucdes, a saber:

X(x) = ke ( "’)X, Se 42 =(C + fD)

X(x) = ke'( "’)X, se 22=—(C+p2).
Para encontrar T (t) basta substituir ¢ em (9), obtendo-se
T(t) = ke .
Portanto, nesse caso 2-b o sistema possui solugdes da forma

vixt) = ke e 7K seqy = +ic 4 o).
De (4) segue, entdo, que a solucdo de (1)-(2) é
(-B> ) 3
1 -4l B,
uxty=kel + ) o2, 2 o) (18)

E importante ressaltar que, apesar da funcéo u(x,t) dada por (18) ser uma
solucdo do sistema (1)-(2), a condic¢do inicial (3) é satisfeita somente para uma
classe bem restrita de fungdes f(x).

Observacao: Para a analise anterior, deve-se trabalhar com a hipotese de que
D #0.0casoemque D =0 pode ser tratado como em 2-a.
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3) Se 6 > 0. Nesse caso, ¢ = A2, com A > 0. Substituindo em (10), obtém-se a
equacao
X7+ A2X =0, (19)
cuja solucdo geral €
X(x) = k,cos AX + Kk, sen Ax. (20)

Das condigdes de contorno (11) e (12), tem-se, juntamente com (20), que
(C +pD) k, _ADK,

[(C + D)k, +ADK JsenAL =0.

Se for [(C + D)k, + ADk ] = 0, entdo k =k, = 0 e, novamente, chega-se a
solucdo trivial X (x) = 0. Escolhem-se, entdo, valores de 4 para os quais seniL =0,
ou seja,

AL=n, n=123.
Segue-se que

. (21)

Assim, para ¢ > 0, encontra-se um conjunto enumeravel de autofuncdes
ndo nulas de (10)-(12), da forma

X, (X) = ?COS%—F (C+ ,BD)senn—zx’ n=123.. (22)

Para encontrar T(t), basta substituir a expressédo (21), para o, na equagéo
(9). Obtém-se, portanto,

—n?z%

TMt=Ke Y ,n=123. (23)

Segue-se, pois, que toda funcdo da forma

—n?z2t

v, (x,t) = (?cosn—iﬂ +(C+ ﬂ))senn—fKJe L (24)
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é solucdo da equacdo (5) e satisfaz as condi¢des de fronteira (6). Do principio da
superposicdo, conclui-se que a solucao geral do sistema (5)-(6) é

v(x,t)=>c,

n=1

2.2
“ [nﬂD nzx nm] =

TCOST + (C + ﬂD)SenT

Finalmente, voltando-se a identidade (4), chega-se a solucdo geral do
sistema (1)-(3)

2
(B B
=X
2

ux,)=e ' e

[ (nnD nzx ) (25)

.LZ;cn TcosT+(C+ ,BD)sennije v T

em que as constantes C_séo os coeficientes de Fourier da funcdo f(x), que é dada
pela condicdo inicial (3).

A solucédo geral obtida acima permite estudar, separadamente, alguns
modelos de propagacdo de calor numa barra, com diferentes condicOes de
fronteira. Isso sera feito nas se¢des a seguir. Obviamente, um estudo mais rigoroso
da solucéo do sistema (1)-(3) exige uma analise sobre a convergéncia da série de
funcbes (25), o que foge, no entanto, da proposta do presente trabalho, que esta
mais centrado no comportamento da solucéo para diferentes valores das constantes
A, B, C e D. Um estudo mais detalhado sobre isso € encontrado em Figueiredo
(2003) e Medeiros e Andrade (1978).

BARRA COM EXTREMIDADES MANTIDAS ATEMPERATURA
CONSTANTE

Analisa-se, nesta se¢do, o modelo

Ut—UXXZO, O<x<zm, t>0 (26)
u(0,t) =u(xz,t)=0, t>0,
lu(x,0)=f(x) O<x<m.

A funcdo u(x,t) fornece a temperatura do ponto x da barra no instante de
tempo t. As condicdes de fronteira indicam que as extremidades da barra sdo man-
tidas em temperatura constante zero. O modelo acima € obtido do sistema (1)-(3)
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quando setomaA=B =D =0e L =x.Como visto na se¢do anterior, a solucdo
geral é dada, nesse caso, por

u(x,t)=> c,e ™ sen(nx),
n=1

em que as constantes C_sdo os coeficientes da série de Fourier de senos da fungéo f(x).
Como exemplo, considera-se 0 caso em que a distribuicdo inicial de
temperatura da barra, f(x), é dada por

|
FO) =+

| T
— X+, Se E<X£7[

L

Desenvolvendo-se f(x) como uma série de Fourier de senos, obtém-se que

T
X, se OSXSE

_i o (_1)n+1 ~
f(x)= ﬂ;—@n y sen[(2n—1)x]

A solucéo geral do sistema (26) é, portanto,

u(x,t) = %i %e_(zn_l)ztsen[(% ~1)x]

n=1

A figura 1 mostra o comportamento da solucdo u(x,t) e da distribuicédo
da temperatura na barra para alguns valores fixos de t. Nota-se, como era de se
esperar, que U — 0 .

t—co

1,54

1,04

0,54

0,0

Figura 1 — (a) Grafico da solucdo u(x,t) e (b) Distribuicao de temperatura parat=0,1,2 e 3.
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BARRA COM EXTREMIDADES ISOLADAS

No caso em que as extremidades da barra estdo isoladas, ndo ha fluxo de
calor através das mesmas. Um sistema que modela essa situacdo € dado por

u —u, =0 0O0<x<zm t>0
UX(O,t)ZUX(ﬂ',t)ZO, t>0, (27)
ux0)="f(x) O<x<wm.
O modelo acima é obtido do sistema (1)-(3) quando se tomaA=B=C =0
e L = z. Da expressao (25), percebe-se que a solucdo, nesse caso, é dada por

u(x,t)=> c,e " cosnx,
n=1

sendo que as constantes C_sao os coeficientes de Fourier da fungao f(x).
Ao considerar, como exemplo de distribuicéo inicial de temperatura, a
funcéo
f(x) =x,0<x<m,

obtém-se que
AL 1
u(x,t) ==-—

(x,t) >

_~ e Utees[ 2n-1x
T 2 (2n —1)2 [ ]

A seguir, estdo os graficos da funcéo u(x,t) (Figura 2-a) e da distribuicédo
de temperatura na barra para alguns valores fixos de t (Figura 2-b).

303 e
253 e

20 _ f/ —

15 _,-»"f,.j;r
1.0 ——‘ s

0.5 P

Figura 2 — (a) Grafico da solucdo u(xt) e (b) Distribuicdo de temperatura parat=0,1,2 e 3.
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Pode-se observar, por meio dos graficos acima, ou mesmo pela expressao

L - ~ T
em série da solucdo, que U — > mostrando que o calor na barra tende a uma

t—w

distribuicdo uniforme ndo nula.

BARRA COM FLUXO DE CALOR NAS EXTREMIDADES
PROPORCIONAL A TEMPERATURA

Por fim, considera-se um caso, também interessante, em que o fluxo de
calor u (0,t) e u (m,t) nas extremidades da barra € proporcional a temperatura u
nesses extremos. O sistema que modela esse fenémeno é dado por

[u-u, =0, O<x<m t>0
Jux(o,t)zu(O,t) u,(z,t)=u(rzt) t>0, (28)
lu(x0)= f(x) 0<x<r.

Chega-se a esse modelo, a partir de (1)-(3), quando se consideraA =B =
0,C=D # 0eL=mx Asolucéo geral de (28) é, portanto, da forma

u(x,t) = i ¢, [ncos(nx) + sen(rix)Je ™"

em que os coeficientes C_sao obtidos do desenvolvimento da fungéo f(x) em
termos das autofuncdes (22). Por exemplo, se

f(x) = nZ.:l:{nizcos(nx) + n_13 sen(nx)}

entéao,

u(x,t) = Z(—cos(nx) + isen(nx)—‘
=Ln J
Abaixo, apresenta-se o grafico de u(x,t) (Figura 3) e da distribuicdo de
temperatura na barra para alguns valores fixos de t (Figura 4). Quando t = 0, tem-
se a distribuicdo inicial de temperatura f(x) e, quando t cresce, a temperatura na
barra tende a zero.
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-0
Figura 3 — Grafico da funcéo U(X,t).
1,5
1,04
0,51
=
I:I T T e
: 1 2 \Z
-0,57 X

Figura 4 — Distribui¢ao de temperatura parat=0,1,2 e 3.

CONCLUSAO

O estudo demonstrou que o0 método de separacdo de variaveis € uma
poderosa ferramenta matematica na resolucdo de equacdes diferenciais parciais.
Além disso, o auxilio computacional, por meio do software Maple, também foi
importante na analise do comportamento das solugdes de alguns modelos distintos
de equacdo do calor. Isso se evidencia ndo s6 no tracado dos graficos, mas
também na possibilidade de aproximar as solugées em série com erro minimo.
Outras importantes aplicacbes do Maple, no estudo de equacdes diferenciais
parciais, podem ser encontradas em Logan (1998). Esse tipo de estudo pode ser
feito para outras equacges diferenciais parciais de grande apelo fisico, como, por
exemplo, a equacdo de ondas e a equacdo de Korteweg de Vries.
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