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APPLICATION OF LINEAR ALGEBRA TO LEONTIEF’S
ECONOMIC MODEL
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RESUMO

Neste trabalho, fez-se um estudo, por meio de pesquisa bibliografica, dos Modelos
Economicos de Leontief: 0 modelo fechado, ou modelo input-output, e o0 modelo
aberto, ou modelo de producdo. Em cada um, sdo dados certos parametros que
descrevem as inter-relacdes entre as “industrias” do modelo econdmico sob
consideracdo. Para analisar o comportamento desses modelos, utilizam-se resultados

basicos da Algebra Linear, como matrizes e sistemas de equacdes lineares.

Palavras-chave: matrizes, sistemas de equacdes lineares, Modelos Economicos
de Leontief.

ABSTRACT

This work has been a bibliographical study of Leontief's Economic Models: the
closed model, or input-output model, and the open model or model of production.
In each certain parameters are given that describe the interrelations between
“industries” of the economic model under consideration. To analyze the behavior
of these models basic results of Linear Algebra, as matrices and linear equation

systems were used.
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INTRODUCAO

A Economia Matematica ndo ¢ um ramo especial da Economia.
Ela consiste em uma abordagem a analise econdmica, na qual o economista usa
simbolos matematicos na formulag¢ao do seu problema e também recorre a teoremas
matematicos conhecidos para ajudar o seu raciocinio. A Algebra Matricial fornece
um modo compacto de se escrever um sistema de equacdes lineares, inclusive um
sistema extremamente grande; gera um modo de testar a existéncia de uma solugo
pelo calculo de um determinante e fornece um método para achar essa solugao (se
ela existir). A teoria das matrizes tem muito sucesso na descri¢ao da inter-relacao
de precgos, produgdo e demanda em sistemas economicos.

Desse modo, percebe-se uma grande aplicabilidade da Algebra Linear
a modelos econdmicos que apresentam um numero muito grande de parametros,
tendo como restrigdo a sua aplicabilidade somente a sistemas de equagdes lineares.
Tendo em vista que, geralmente, os alunos percebem a Matematica como um
simples conjunto de regras que ndo conseguem compreender e relacionar a fatos
concretos, neste trabalho, apresenta-se a aplicagdo da Algebra Linear ao Modelo
Economico de Leontief. Para tanto, inicialmente, delimitam-se alguns resultados

da Algebra Linear que serdo utilizados no decorrer do trabalho:

1. Sistema Linear homogéneo: um sistema de equagdes lineares ¢ dito homogéneo se

os termos constantes sao todos zero e sua forma matricial € Ax = 0.

2. Todo sistema homogéneo de equagdes lineares tem pelo menos uma solugéo: a
solucdo trivial ou a solucdo nula; se existirem outras solu¢des, elas serdo chamadas

de nao triviais.
3. Se A ¢ uma matriz n x n, entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalente:

a) A é invertivel.
b) Ax =0 s6 tem a solug@o trivial.
c) det(A) #0

4. Se A ¢ uma matriz invertivel nxn, entdo, para cada matriz b de tamanhon x 1, 0
sistema de equagdes Ax = b tem exatamente uma solugdo: x=A"'b.

5. Se A ¢ qualquer vetor ou matriz , a notacdo A > 0 (A > 0) significa que cada
entrada de A ¢ ndo negativa (positiva).

6. Se A>B (A > B), significaque A-B>0(A-B>0).
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MODELO FECHADO (DE INPUT-OUTPUT ) DE LEONTIEF

Exemplo: Trés proprietarios de casas — um pedreiro, um eletricista e
um hidraulico — pretendem fazer consertos em suas trés casas. Eles concordam
trabalhar um total de 10 dias cada conforme a tabela dada:

Trabalho executado pelo

Pedreiro | Eleticista | Hidraulico
Dias de trabalho na Casa do Pedreiro 2 1 6
Dias de trabalho na Casa do Eletricista 4 5 1
Dias de trabalho na Casa do Hidraulico 4 4 3

Para efeitos de impostos, eles devem declarar e pagar um ao outro um
salario diario, mesmo para o trabalho que cada um faz em sua propria casa. Seus
salarios didrios normais sdo, aproximadamente, R$ 100,00, mas eles concordam
em ajustar seus respectivos salarios diarios, de tal modo que o total pago por cada
um ¢ igual ao total recebido. Desse modo,

p,= saldrio diario do pedreiro
p,= salario diario do eletricista
P, = salario diario do hidraulico

Para satisfazer a condig@o de “equilibrio”, precisa-se do total de gastos
igual ao total recebido para cada um dos proprietarios pelo periodo de dez dias.
Ou seja,

2p1 +Dy +6p3 = 10p1
4p; +5p, +tpy= 10p,

4p1 +4p2 +3p3 =10p3

Essas sdo as equagdes de equilibrio para o pedreiro, o eletricista ¢ o hi-
draulico, respectivamente. Dividindo por 10 essas equagdes e reescrevendo-as na
forma matricial, tem-se:

0,4 0,5 0,1 py|=|py
0.4 0.4 03] p | | p,
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E possivel reescrever a equagdo (1) como um sistema homogéneo
0,8 -0,1 -0,6| P 0 4] 31
-0,4 0,5 -0,1 Py |= 0| cuja solugdo é Py | =t 32|, em que t
-0,4 -0,4 0,7 P3

(=)

Py 36

¢ uma constante arbitraria. Essa constante pode ser escolhida convenientemente.
Conforme se observa, as principais caracteristicas do Modelo de input-

output de Leontief sdo:

* Na equagdo (1), a soma de cada coluna da matriz de coeficientes ¢ 1,
correspondendo ao fato de que o produto do trabalho de cada um dos
proprietarios estd completamente distribuido entre eles nas proporgdes
dadas pelas entradas da coluna.

* O problema consiste em determinar “precos” para esses trabalhos de tal
modo a colocar o sistema em equilibrio, ou seja, de modo que o gasto

total de cada proprietario seja igual ao total recebido em salario.
MODELO GERAL

O modelo geral consiste de um sistema econdmico com um nimero finito
de “industrias”, que foram ordenadas de 1 a k. Ao longo de algum periodo fixo de
tempo, cada industria gera um produto, que pode ser algum bem ou servigo, o qual
¢ completamente utilizado de uma maneira predeterminada por k_ industrias.

O problema consiste em encontrar “pregos” convenientes que devem ser
cobrados por esses k_produtos de maneira que, para cada industria, o total dos
gastos se iguale ao total recebido.

Para este estudo, utilizam-se alguns teoremas cujas demonstragdes
encontram-se na bibliografia citada.

Para o periodo fixado de tempo dado, escreve-se
p, = prego cobrado pela i-ésima indistria pela sua produgdo total;
€= fracdo da produgao total de j-ésima industria que ¢ comprada pela i-ésima
indlstria para j, j =1,2,--- k-

Por definigao,
@ p, 20, i=12,--,k

(ii)eij 20, i,j:1,2,"',k

(iii)e, +e, ++e =1, j=12,k
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b,
. pz . . .
Seja o vetor-preco p = ¢ a matriz de troca ou matriz de input-output
b,
11 12 1k
E — 21 22 2k
e, e e

Como no exemplo, para que os gastos das industrias igualem-se aos seus
rendimentos, a seguinte equagdo deve ser satisfeita:
2
Ep=p
ou (3)
(I-E)p=0

A equacdo (3) ¢ um sistema linear homogéneo para o vetor-prego p.

Além de mostrar que (3) tem uma solugdo ndo trivial para a qual p > 0,
precisa-se mostrar que os pregos p, dos k_produtos sdo niimeros ndo negativos.
Isso ¢ valido, conforme o seguinte teorema:
Teorema: Se E € uma matriz de troca, entdo Ep = p sempre tem uma solugao nao
trivial p cujas entradas s3o nao negativas.

Considera-se dois exemplos desse teorema.

1
40 Py

Exemplo 1: Seja £ = | ep= » . Entdo, (I — E)p = 0 tem a solugdo
) Vo 2
geral p = [ J , em que s ¢ uma constante arbitraria. Para qualquer s > 0, tem-se

uma solugdo nao trivial p > 0.

1
Exemplo 2: Seja E = [0 0} € p= P . Entdo, (/—E)p =0 tem a solugdo
P

1 0
geral p=s |:0j| + t|:1:| ,em que s e tsdo constantes arbitrarias independentes.

Para quaisquer s >0 e ¢#>0, em que ambos ndo sdo nulos, tem-se
solugdes ndo triviais p > 0 .
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No primeiro exemplo, determina-se que, em algumas situagdes, um dos
pregos precisa ser zero para a condicdo de equilibrio ser satisfeita. No segundo
exemplo, podem haver varias estruturas de pregos linearmente independentes.
O teorema a seguir da condigdes para excluir ambos os casos.

Teorema: Seja E uma matriz de troca tal que todas as entradas de E™ sdo
positivas para algum inteiro positivo m. Entdo, existe exatamente uma solugdo
linearmente independente de (/ - E) p = 0 e ela pode ser escolhida com todas

suas entradas positivas.

0,2 0,1 0,6
Exemplo: A matriz de troca da equagdo (1) era £=|0,4 0,5 0,1
0,4 0,4 0,3

Como E >0, pelo teorema acima, existe exatamente uma solugdo linearmente
independente de (I - E) p = 0 e pode ser escolhida tal que p > 0. No exemplo,

31
verificou-se que a solugdo ¢ | 32
36

MODELO ABERTO (DE PRODUCAO) DE LEONTIEF

Ao contrario do modelo fechado, no qual os produtos de k industrias sdo
somente distribuidos entre as proprias industrias, o modelo aberto tenta satisfazer
uma demanda externa para os produtos. Nesse modelo, os precos sao fixados e
o objetivo ¢ determinar os niveis de producdo das industrias necessarios para
satisfazer a demanda externa.

Para algum periodo fixado de tempo, escreve-se:
x,= valor monetario da produgdo total da i-ésima industria;

d, = valor monetario da producdo da i-ésima industria necessaria para satisfazer a
demanda externa;

¢, = valor monetario da produ¢ao da i-ésima industria que ¢ necessaria para a
j-ésima industria produzir uma unidade do valor monetario de seu proprio produto.

X

. . ~ X
Assim, definine-se o vetor-produgdo x =| |, o vetor demanda
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d, S Cn Gy
) ¢, ¢, ¢

d=| ?| eamatrizde consumo C=| » 2 *
d ¢, ¢, ¢

,, k1 k2 Kk
Desse modo, x>0, d>0¢e C>0.

A partir da definido de ¢;; e X;, percebe-se que a quantidade
¢, X, +c,x, +---+c, X ¢ o valor da produgdo da i-ésima industria que é neces-
séria pra todas as k industrias produzirem um total especificado pelo vetor de pro-
dugdo ¥ . Essa é a i-ésima entrada do vetor-coluna Cy e, assim, a i-ésima entrada
do vetor-coluna X ~ CX ¢ o valor do excesso de producdo da i-ésima industria que
estd disponivel para satisfazer a demanda externa. Consequentemente,

x—Cx=d
ou 4)
(I-C)yx=d

em que a demanda ¢ satisfeita, sem sobras nem faltas.

A partir dos dados C e d, o objetivo é encontrar o vetor-produgio X = 0
que satisfaz a equacgao (4).
Exemplo: Uma certa cidade tem trés industrias principais: uma mina de carvao,
uma usina elétrica e uma rede ferroviaria local. Para produzir R$ 1 de carvao, a
mina precisa comprar R$ 0,25 de eletricidade para seu equipamento e R$ 0,25 da
ferrovia para suas necessidades de transporte. Para produzir R$ 1 de eletricidade,
a usina requer R$ 0,65 de carvdo para combustivel, R$ 0,05 de sua propria
eletricidade para equipamento auxiliar e R$ 0,05 da ferrovia para suas necessidades
de transporte. Para fornecer R$ 1 de transporte, a rede ferroviaria precisa de R$
0,55 de carvao para combustivel e R$ 0,10 de eletricidade para seu equipamento
auxiliar. Em uma determinada semana, a mina recebe pedidos de R$ 50.000,00 de
carvido de fora da cidade e a usina recebe pedidos de R$ 25.000 de eletricidade
de fora da cidade. Nao ha demanda externa para a ferrovia. Quanto cada uma
dessas trés industrias deve produzir naquela semana para atender exatamente suas
proprias demandas e a demanda externa?
Para o periodo de uma semana, sejam:
x,= valor da produgdo total da mina;
x,= valor da produgdo total da usina;
x,= valor da produgdo total da ferrovia.
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0 0,65 0,55
A matriz de consumo do sistema é C =| 0,25 0,05 0,10
0,25 0,05 O

L00 -0,65 -0,55]|| % 50.000
O sistema linear (/- C)x=d ¢é | -0,25 0,95 -0,10 || x, |=]| 25.000 |-
-0,25 -0,05 1,00

\S)

X
3
Como a matriz de coeficientes ¢ invertivel, a solu¢@o é dada por:

1 756 542 470 || 50.000 102.087
x=(- C)_ld =——220 690 190 || 25.000 |=| 56.163
503 200 170 630 0 28.330

Portanto, a producdo total da mina deveria ser R$ 102.087, a da usina
deveria ser R$ 56.163 ¢ a da ferrovia deveria ser de R$ 28.330.
Reconsiderando a equagdo (4):

(I-C)x=d

Se a matriz quadrada 1=C for invertivel, pode-se escrever
x=({-C)'d &)

E, se a matriz (I - C)! tiver somente entradas ndo negativas, entdo a
equagdo (5) tera uma unica solugdo ndo negativa x, para qualquer d > 0.
Defini¢do: Uma matriz de consumo C ¢ produtiva se (/ - C)" existe e (/ - C)'> 0.

A seguir, serdo citados os critérios que garantem que uma matriz de
consumo ¢ produtiva.

Teorema: Uma matriz de consumo C ¢ produtiva se, € somente se, existir um
vetor-produgdo x > 0, ou seja, cada industria produz mais do que consome.
Corolario: Uma matriz de consumo C ¢ produtiva se cada soma das entradas das
linhas de C ¢ menor do que 1.

Corolario: Uma matriz de consumo C ¢ produtiva se cada soma das entradas das
colunas de C é menor do que 1.

Esse corolario diz que uma matriz de consumo ¢ produtiva se todas as k
industrias do sistema econdémico sdo lucrativas.
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Exemplo: Seja a matriz de consumo do exemplo anterior,

0 0,65 0,55
C=]0,25 0,05 0,10 |-
0,25 0,05 0

As trés somas de colunas dessa matriz sdo todas menores do que 1,
portanto, as trés industrias sdo lucrativas. Desse modo, a matriz de consumo C ¢

produtiva. Isso também pode ser concluido pelo fato de que (/ - C )_1 >0.

CONCLUSAO

A Algebra Linear tem amplo campo de aplicagdes. Por meio do uso da
teoria de matrizes, ¢ possivel calcular pardmetros adicionais, como o0s pregos e
niveis de produgdo para satisfazer um objetivo econdmico desejado. Na economia,
analisou-se o comportamento dos Modelos Economicos de Leontief. No modelo
fechado, determinaram-se pregos que igualam o total dos gastos como o total
recebido e, no modelo aberto, niveis de produgdo das industrias para satisfazer a
demanda externa.
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