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FUNCOES HIPERBOLICAS E CABOS PENDENTES!
HYPERBOLIC FUNCTIONS AND PENDANT CABLES

Liliane Refatti’ e Ana Maria Beltrame?®

RESUMO

Neste trabalho, teve-se como objetivos apresentar as funcdes
hiperbdlicas, verificando sua semelhanca com as fungfes trigonométricas
circulares, bem como determinar a forma exata da curva assumida por um
cabo homogéneo flexivel, de densidade uniforme, suspenso pelas duas
extremidades, sob a acdo de seu proprio peso.

Palavras-chave: cabo flexivel, catenaria.

ABSTRACT

This work aimed to present hyperbolic functions checking their
likeness with circular trigonometric functions, as well as to determine the
exact shape of the curve taken by a flexible homogeneous cable, of uniform
density, suspended by its extremities under the action of its own weigh.

Keywords: flexible cable, catenary.
INTRODUCAO

Este trabalho é o resultado do estudo de certas combinacgdes
das fungdes e e e*, chamadas funcBes hiperbolicas. Essas fungdes,
as quais aparecem em varias aplicacbes em Engenharia, tém
muitas propriedades em comum com as fungBes trigonométricas.
Tal similaridade € algo surpreendente, uma vez que ha muito pouco no
aspecto exterior que sugira qualquer relacdo entre exponenciais e fungdes
trigonométricas. 1sso se deve ao fato de as relagdes ocorrerem dentro do
contexto dos numeros complexos.

As funcdes hiperbolicas surgem em movimentos vibratdrios, dentro
de sdlidos elasticos e, mais genericamente, em muitos problemas, nos
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quais a energia mecanica €, gradualmente, absorvida pelo meio ambiente.
Também ocorrem, quando um cabo flexivel e homogéneo, é suspenso entre
dois pontos.

No presente trabalho, a finalidade é determinar-se a forma exata
da curva assumida por uma corda flexivel, de densidade uniforme que €é
suspensa entre dois pontos, curva essa que é chamada catenaria.

Convém lembrar da contribuicdo de Johann Heinrich Lambert
(1728 - 1777) a Matematica. Ele fez para as funcbes hiperbdlicas o que
Euler fizera para as circulares, fornecendo conceito e notacdo modernos.
Comparag0es entre as ordenadas do circulo x2 + y2 = 1 e da hipérbole x?
—? = 1 tinham fascinado os matematicos por um século, e por volta de
1757, Vicenzo Piccati, um italiano, sugeriu o desenvolvimento das func¢des
hiperbdlicas. Coube a Lambert introduzir as nota¢@es senh x, cosh x e tgh
X para os equivalentes hiperbolicos das funcgdes circulares da trigonometria
e popularizar a muito Util trigonometria hiperbdlica.

DESENVOLVIMENTO
et —e” e +e

As expressdes exponenciais 2 e 2 ocorrem,
frequentemente, na MatematicaAplicada e na Engenharia. Essas expressoes
definem, respectivamente, as fungdes seno hiperbdlico de x e cosseno
hiperbdlico de x.

O comportamento dessas fungdes sugere uma analogia com as
funcdes trigonométricas.

A funcdo seno hiperbdlico, denotada por senh, e a fungdo cosseno

hiperbdlico, denotada por cosh, séo definidas, respectivamente, por:

ex_e—x eX_}_efx
senhx:T e cosh x=——

Dessas duas funcdes, podem-se criar mais quatro e obter o seguinte
conjunto de fungdes hiperbdlicas:

senh x _e*-e™
i . tgh x= =—
Tangente hiperbdlica: cosh x e’ +e
. . _cosh x _e*+e*
Cotangente hiperbdlica: cotgh x=

senh x e*—e™”*
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o 1 2

Secante hiperbdlica: sech x= =—7
cosh x ¢ +e

1 _ 2

senh x e*-e”

Cossecante hiperbélica; cossech x =

O gréfico da funcdo senh, pode ser obtido pelo método chamado
adicdo de ordenadas. Para usar essa técnica, esbocam-se, separadamente,

1, 1
0s gréficos de Yy :Ee ey :_Ee , € somam-se as coordenadas y

correspondentes (figura 1). A funcéo seno hiperbolico é continuae crescente
para todo x.

v " =gzenhx
Im( senk) = (—o0,+00) P
r
'
4[ /4
V=EE’“ ,’
- "'
LI -
b4
P == -
4 = Y=
’
4
:
r
Fi a2
, Dsenk) = (—00,400)
r

Figura 1. Representacao gréfica da fungédo seno.

De forma anéloga, o grafico da funcéo cosh pode ser obtido, ao se
1«
esbocarem separadamente os graficos de y = %ex e Y= Ee , €20 se

somarem as coordenadas y correspondentes, figura 2.
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Im(cosh) =[1,+00)

v

D(cosh) = (—00,+00)

Figura 2. Representacao gréafica da fungédo cosh.

1 1 _
Observe que Yy = Eex e Y= Ee " s30 assintotas curvilineas de

y=cosh x, pois o grafico desta func¢&o fica cada vez mais préximo do grafico
1 o
de y = EeX , quando X — +ao, e cada vez mais proximo de y :_le*X ,
1 « y
quando X — -co. Da mesma forma, y = Eex ey :—Ee’X sdo assintotas

curvilineas paray = senh x, quando x — +oo e X — -co, respectivamente.

A funcéo cosseno hiperbdlico pode ser usada para descrever a forma
de um cabo ou corrente flexivel, uniforme, cujas extremidades estao fixas
a uma mesma altura. A forma do fio parece sugerir uma parabola, mas €, na
realidade, uma catenéria (da palavra latina catena, cadeia).

Muitas coisas que parecem perfeitamente direitas séo, na realidade,
catenérias. Esticando-se um fio, o que se vé é uma linha reta? N&o!
Continua a ser uma catendria, porque, para se obter uma linha reta, precisa-
se puxar pelas extremidades do fio com uma forca infinita (e o fio partir-se-
ia muito antes disso). Mesmo no espaco vazio, onde ndo existem campos
gravitacionais, isso seria impossivel, porque o campo gravitacional da
massa corporal de quem as estica as estende de forma infinita no espaco.
Embora o fio esticado se assemelhe a uma linha reta, na realidade, € uma
catenéria que se curva lentamente. Considere as pontes em ago, as cordas de
um violino, as cordas de roupas (desde que ndo haja roupas penduradas), 0s



Disc. Scientia. Série: Ciéncias Naturais e Tecnoldgicas, S. Maria, v. 5, n. 1, p. 139-162, 2004. 143

fios das teias de pequenas aranhas, tudo o que seja comprido, fino, flexivel
e esteja suspenso em dois pontos, é a descri¢do de catenaria, figura 3.

Figura 3. Teia de uma aranha (fonte: www.saberweg.com.br).

As analogias marcantes entre as fungdes seno e cosseno
trigonométricas e hiperbdlicas motivamadefinir outras fungdes hiperbolicas
que correspondam as restantes fung@es trigonométricas. Definem-se, como
segue, as funcdes (Figuras 4, 5, 6 e 7):
senh x _e*—-¢e”
cosh x e +e”*

Tangente hiperbélica: tgh x =

b

Figura 4. Representacdo gréfica da tangente hiperbolica.

cosh x e +e”*
senh x e*-¢e*

Cotangente hiperbdlica: cotgh x =
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5
)_\ y:COtghx

Figura 5. Representagdo gréfica cotangente hiperbolica.

2
_e’

Cossecante hiperbolica: cossech x =

X X

senh x e
o

y = cossech x

X

Figura 6. Representagdo grafica cossecante hiperbolica.

1 2
cosh x e*+e”

Secante hiperbdlica: sech x=
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y=sgechx

X

Figura 7. Representacao gréafica secante hiperbdlica.

As funcbes hiperbdlicas satisfazem varias identidades similares
aquelas das fungdes trigonométricas. A mais fundamental delas é cosh?
x — senh? X = 1 que pode ser provada, escrevendo-se:

£ Y (=)

coshzx—senhzx:{ J L J
S e

\ )\ J

(Identidade Fundamental)

Outras identidades hiperbolicas podem ser introduzidas,
analogamente ou alternativamente, executando operacGes algébricas nas
identidades conhecidas. Para verificar uma identidade, basta expressar as
funcdes hiperbolicas em termos de exponenciais e mostrar que um membro
da equacdo pode ser transformado no outro. Demonstracdo de algumas
identidades hiperbolicas mais Uteis:

e cosh x + senh x = ¢*

ef+e* e -e " 1 IV
cosh x+senh x= - + :E(ex+e"+e"—ex):ex

e coshx—senhx=e*

+ «

1 . N
cosh x—senh x=| :E(ex+eA_eA+eA)=ex

~——
TN

o [ —tgh®*x=sech?x (divide-se a identidade
fundamental por cosh? x )
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( \2 2 o 2

Ltgh? x=1-| | :cosh X 2senh X _ 1Z - sech? x
L ) cosh® x cosh® x

« cotgh?x — I = cossech® X (divide-se a identidade
fundamental por senh? x)
2 2 2
cotgh® x-1= -1= cosh” x zsenh X 12 = cossech® x
senh® x senh® x

e cosh (-x) = cosh x, (por esta identidade nota-se que cosseno
hiperbdlico é uma funcéo par).
e +e’
cosh(-x) = 5 =cosh x
* senh (-x) = - senh x, ( por esta identidade nota-se que seno
hiperbdlico é uma funcdo impar).
senh(-x)= % =—senh x
» senh (x +y)=senhx.coshy+ cosh x.senhy

Sabendo que cosh x + senh X = e* e cosh x — senh x = > entdo:
senhix+/r: ’ " +cosh x senh y

Demonstram-se, analogamente, as formulas:
e cosh (x +y) =cosh x.coshy + senh x.senhy
* senh (x-y)=senhx.coshy—coshx.senhy
* cosh (x —y)=cosh x . coshy—senh x . senhy
» senh 2x = 2senh x . cosh x
« cosh 2x = cosh? x + senh? x
e cosh2x=2senh?x + 1

« cosh2x=2.cosh?x— I
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Essas identidades sdo analogas as identidades trigonométricas
circulares (mas nem sempre) e podem ser usada para justificar o adjetivo
hiperbdlico nas definigdes.

De fato, a identidade cosh? x — sen/? x = 1 mostra que o ponto P de
coordenadas (cosh x, senh x) estéa sobre a hipérbole unitaria x? —? = 1.

Ao fazer x variar no conjunto dos reais, o0 ponto P descreve o ramo
direito da hipérbole (analogamente, o lado esquerdo). Observe que aqui
a varidvel real x ndo representa um angulo, como acontece nas fungoes
trigonométricas. No entanto, pode-se estabelecer uma relacdo interessante,
que fornece uma interpretacdo geomeétrica para o parametro x.

Na figura 8, representamos o circulo unitéario, em que demarcamos
um ponto P (cos t, sen t). A area do setor circular BOP é dada por A,
=1/2.1.(1)> = 1/2.t e, portanto, t = 2A..

Uma relacdo analoga a essa, é valida para as fungdes hiperbolicas.
De fato, € possivel mostrar que a area A,,, do setor hiperbdlico BOP, da
figura 9, é dada por A, = 1/2.x e, dessa forma, x = 2A,,

¥

x:+y‘=l

Picost, sent)

//

Figura 8. Representagdo grafica do circulo.

B(1, 0)

\ P(cosh z, senh x)

]
! ! B(1,0)

Figura 9. Representagdo grafica de uma curva
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chamada de hipérbole unitéria.
As férmulas para derivadas do senh x e cosh x podem ser obtidas,
expressando-se essas fungdes em termos de e e e, isto é:

i'senh X = d B :e e = coshx
dx_ | 2
M + B X aX
i[cosh x]:i =& 7% _enh x
dx dx | | 2

As demais funcBes hiperbdlicas sdo derivadas, usando-se suas
relacdes fundamentais, ou seja:

cosh? x—senh® x 1 )
= = =sech“x

d d
—|tgh x|=— =
dx[g ] dx{ cosh? x cosh® x

Analogamente :
d 2
— [coth x]=—cossech? x
dx
a4 [sech x]=-scch x-tgh x
dx

d
d—[cossech x]=-ccssech X-cotgh x
X

Com o uso do conceito de primitiva, verificam-se as integrais das
funcdes hiperbdlicas:

[senh x dx =cosh x+c
[cosh x dx=senh x+c
[tgh x dx=In(cosh x)+c

coth x dx=In(senh x)+c
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[ j (1-tgh®x)dx =tgh x+c

cossech®x dx =-coth x+c

[sech x-tgh x dx =—sech x+c
[ cossech x.cotgh x dx= —cossech x+c

E evidente que os graficos de senh x, tgh x, cotgh x e cossech x
passam pelo teste da reta horizontal, mas os gréficos de cosh x e sech
x ndo passam. No ultimo caso, restringir x como ndo-negativo torna as
funcBes invertiveis. Os graficos das seis funcdes hiperbdlicas inversas
seguintes foram obtidos por reflexdo em torno da reta y = x (com restri¢cdes
apropriadas).

Funcdo inversa do seno hiperbolico: ao analisar o gréfico da funcéo
y = senh x, vé-se que cada valor de y, na imagem, corresponde a um Unico
valor de x no dominio. Assim, pode-se definir a sua funcgao inversa.

A fungdo inversa do seno hiperbdlico, chamada argumento do seno
hiperbdlico, é denotada por arg senh e definida como:

y=argsenh x <> x=senhy

Tem-se D(arg senh x) = Im (arg senh x) =N
O gréfico da fungdo arg senh pode ser visto na figura 10 e ele é
obtido, fazendo-se uma reflexdo do grafico da fungdo senh x sobre a reta

y =X :

Figura 10. Representacdo grafica da funcao inversa do seno hiperbdélico
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Funcdo inversa do cosseno hiperbolico:

Para definir a inversa da funcdo cosseno hiperbdlico, precisa-se
restringir o seu dominio, pois como se pode ver na figura 11, a cada valor de
y na imagem, exceto y =1, correspondem dois valores de x no dominio.

Seja f: [0,+0)—[1, + =), a funcdo dada por f(x) = cosh x. A sua
funcdo inversa é chamada argumento do cosseno hiperbdlico e é denotada
por arg cosh x. Simbolicamente, para y > 0, escreve-se.

y = arg cosh x <= x = coshy
Tem-se D(arg cosh x) = [1, + «) e Im(arg cosh x) = [0, + ).
v

y=rcosh x

1 v=arg coshx

1

Figura 11. Representacdo grafica da fungdo inversa cosseno hiberbolico.

Inversa das fungdes tangente hiperbdlica, cotangente hiperbdlica e
cossecante hiperbdlica:

Para definir as inversas dessas funcgdes, ndo se necessita restringir os
seus dominios, pois a cada valor de y, na imagem, corresponde um Unico
valor de x no dominio.

As funcdes inversas da tangente hiperbdlica (arg tgh x), cotangente
hiperbdlica (arg cotangh x) e cossecante hiperbdlico (arg cossech x) sdo
definidas nas figuras 12, 13 e 14.

y=argtghx <> x=tghy
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(chamado argumento do seno hiperbolico).

i
1.

Figura 12. Representacdo Grafica da funcgdo inversa da tangente
hiperbdlica y = arg tgh x
y = arg cotgh x {<=> x = cotgh x

¥

y=rcotghx

Figura 13. Representagdo grafica da funcdo inversa
da cotangente hiperbdlica.
y = arg cossech x ¢<=» x = cossechy



152  Disc. Scientia. Série: Ciéncias Naturais TecnolGgicas, S. Maria, v. 5, n. 1, p. 139-162, 2004.

7

v =atg cossech = cossechx

Figura 14. Representagdo grafica da funcdo inversa
da cossecante hiperbdlica.

Funcdo inversa da secante hiperbolica:
Para definir a inversa da funcdo secante hiperbolica, precisa-se
restringir o seu dominio.
Sejaf [0, +w) — [0,1] a fungdo dada por f(x) = sech x, a sua funcéo
inversa é denotada por arg sech x. Para Yy > 0, temos (Figura 15):
y = arg sech x {<= x =sechy

y=arg sechx

AL RS P AT T I A

1

Figura 15. Representacdo grafica da fungdo inversa da secante hiperbolica
y=argsechx e x=sechy.

Como as fungdes hiperbdlicas sdo expressas em termos de X, podem-
se demonstrar as funcBes hiperbdlicas inversas em termos de logaritmos
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naturais. Isso decorre do fato de as fungdes hiperbdlicas serem definidas
em termos da funcdo exponencial, que admite a fungao logaritmica natural
como inversa. A seguir, sdo apresentadas essas expressdes que aparecem,
frequentemente, na integracéo.

As seguintes relagdes valem para todo x do dominio das funcGes
hiperbdlicas inversas dadas:

senh™*x =1In (x ++/% +1), x qualquer;
cosh™*x=1In (x ++/ X2 —1), x21;

1. ( 3\
tgh™*x = =In| | . :
g 2 -l<x<1;

)

1, (
cotgh 1X:E|n|K )|’ |X| > 1
(o )
sech 'x =In| L 0<x =1
\ J
cossechllen( ) W’Xio
\ J

Pode-se usar o teorema da diferenciabilidade de funcdes inversas
para estabelecer a diferenciabilidade das funcdes hiperbdlicas inversas. O
teorema diz “suponha que a fungdo f seja invertivel e diferenciavel em um
intervalo 1, entdo f* é diferenciavel em qualquer ponto x, onde f’(f (X))

#0”. Assim, definem-se as derivadas das funcdes inversas e a integragao
das mesmas.
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dr 4 df I Yot
dx dXL J X + X2+1\ ) X2 +1
dr .47 .t 11
dXL J dXL J X + Xz_]_\ ) ‘\/Xz—l
dr 7_d [ T A e N G Y |
_|_ J_— o I - 2’|X|<1
dx dx | L —-X
i[ ]_ al ( \—l (Y () l—( Y 1
dx T &l I ] 17 s
dr ~d[ o [ V(= Y1
S O

( )

M v 0 |

a0 -4 | I

\ J

1
- |x| ‘/1+x2 >0

As formulas de diferenciacdo obtidas para as derivadas das fungdes
hiperbolicas inversas permitem obter algumas férmulas correspondentes a
integracdo, como:

[ dx :senh1x+c:In(x+\/x2+1)+c

1+ x?

[ dx - :cosh1x+c:In(x+\/x2—1)+c

—X

;

:
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tgh'x+c, |ﬂ<1
dX _ _l 1+ X
[ - = ==In|—{+c
1-x —X
cotgh'x+c,  [x>1
[L:_sech’l|x|+c:—|n‘ B ‘+C, 0<|X|<1
XV1- x> \ )
[d—X:_cossech’1|x|+c:—|n‘ ST ‘+C, x=0

Xv1+ X2

CABOS PENDENTES

Este problema foi proposto, inicialmente, por Leonardo da Vinci e
Galileu interpretou o erradamente, supondo ter encontrado outra aplicacdo
da parabola na curva de suspensdo de uma corda ou cadeia (catenaria)
flexivel. Galileu resolveu o problema da Ponte Pénsil: a forma de um
cabo sem peso, suportando uma carga, uniformemente distribuida,
horizontalmente, figura 14.

Em 1690, James Bernoulli chamou a atengdo sobre esse problema,
e um ano depois, ele era resolvido por Leibniz, Huyghens e Johann Ber-
noulli, irmdo de James. Foi Leibniz que deu 0 nome de catenéria & curva
ocupada pelo cabo.

Anos depois, Johann Bernoulli escreve uma carta para um amigo,
cheio de satisfacdo por ter resolvido o problema da catenaria antes de seu
irmdo. Um trecho da carta diz “Os esfor¢cos de meu irmao nao tiveram
sucesso; eu fui mais feliz, pois tive a habilidade (digo isso sem presuncao,
porque deveria eu esconder a verdade?) de resolver o problema e reduzi-
lo & retificagdo da parabola. E verdade que isso me fez trabalhar durante
uma noite. Isso representou muito naqueles dias e para minha pouca idade
e experiéncia, mas na manha seguinte, transbordando de alegria, corri até
meu irmdo, que ainda estava lutando, miseravelmente, com o n6 gérdio sem
chegar a lugar nenhum, sempre pensando como Galileu que a catenéria era
uma parabola. Pare! Pare! Disse-lhe eu, ndo se torture mais, tentando provar
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a identidade de uma catenaria e de uma parabola, pois isso € inteiramente
falso. A parabola serve na construcéo da catenaria, mas as duas curvas séo
tao diferentes que uma ¢ algébrica e a outra transcendente”.

Figura 16 - Ponte pénsil (fonte: www.visaonet.com.br).

A funcéo cosseno hiperbdlico pode ser usada para descrever a forma
da catenaria, pois, & primeira vista, o cabo aparenta a forma geral de uma
pardbola, mas tal ndo é o caso (figura 17), pois deseja-se encontrar a solu¢do
da catendria.

¥

NP4
palla A AL, K
@ (b)

Figura 17 - Introducdo do sistema de coordenadas
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Vejamos quando se introduz um sistema de coordenadas com origem
no ponto mais baixo da curva, e com a curva situada no plano xy, sendo o
eixo dos y perpendicular a curva a ser considerada.
Evidentemente, quando atingir o equilibrio, o cabo ficara todo ele,
contido em um plano, o plano vertical que passa por suas duas extremidades,
como se observa na figura 18.

¥
T
T Toen &
d V Toos &
= O 1 % =

Q

Figura 18 - Representacdo gréafica da anélise de um ponto da corda.

Seja P(x,y) um ponto qualquer da corda. Ao analisar-se um ponto
da corda, observa-se que existem trés forgas que atuam sobre ele: a forca
da gravidade que o empurra para baixo, e mais duas forcas provenientes
dos outros pontos adjacentes. Essas duas forcas sdo, em parte, dirigidas
para os lados, mas também integram uma componente vertical, porque
0s pontos adjacentes ndo estdo exatamente no mesmo nivel que o ponto
em observacao. Essas trés forcas conjugam-se para produzir uma forca
resultante, que atua sobre o ponto. Considerando o arco OP, segmento ete
que estara em equilibrio devido a acéo das forgas,

* T é a tensdo que atua, tangencialmente, em P e forma um angulo © com
0 eixo-X.
* H é a tensdo da corda no ponto O, atuando horizontalmente.
* Q € 0 peso do trecho OP da corda cujo comprimento é s, que age
verticalmente, em sentido contrario do eixo-y.

Deve assumir-se que todos 0s pontos da corda tém a mesma massa,
porque se um ponto fosse muito mais pesado que 0s outros, ndo obteriamos
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uma catenaria. Isso implica que, “se” houvesse uma forca resultante,
que atuasse sobre o ponto, ele aceleraria na direcdo da forga resultante,
afastando-se da sua localizacéo atual. No entanto, vamos assumir que a
corda estd imovel e atingiu uma forma estavel, o que implica que todas as
forcas resultantes que atuam sobre cada ponto séo iguais a zero.

A forca de tensdo € variavel ao longo da corda. O fato de essa ser
flexivel expressa-se matematicamente, dizendo que a forga de tensdo tem
sempre a dire¢do tangente a curva. 1sso, porque nao ha forgas internas, a
corda ndo oferece nenhuma resisténcia para curvar-se na dire¢do da tensao.
A soma dessas trés forgas, que agem sobre o trecho considerado da corda,
énula (H+T +Q =0).

Ao decompor essa equagdo de equilibrio sobre os dois eixos,
obtemos:

-H+Tcos© =0
-Q+Tsen© =0

Dividindo membro a membro estas equagdes, temos: tg © = Q/H

Como Q = ps, p é 0 peso por unidade de comprimento e s é 0
comprimento do arco OP, entdo: tg©@ =p/H.s

Observe que p e H séo constantes, entdo p/H = K = constante.

Sendo tg © = dy/dx, obtém-se: dy/dx = K (1)
Logo, diferenciando ambos os membros de (1), temos:
2
d i} _ Kﬁ
dx dx

Por outro lado, como

2
é — 1+(@j
dx dx

conclui-se que y devera satisfazer a equagéo diferencial

2 2
d y—K 1+[@]

el dx
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Esta equacdo é considerada a equacéo diferencial da catenaria.

o d .
Com o uso de um artificio, tomamos d_y = p, 0 que nos leva a
X

equacéo

d—sz 1+p2

dx

Isso resulta em uma equacéo diferencial de primeira ordem com
variaveis separadas:

P _ ki, )

Ji+p?
Com integracdo de ambas as partes da equacao (2), obtém-se:

i

Ao resolver a equacédo do lado esquerdo, tem-se:

_[Kd 3)

dp
J r___1+p2 —ln(p+«/l+p2]
In(p++/1+ p?) =kx+c

Para x=0, temos p(0) =y'(0) =0, logo, c=0 e In(p++/1+ p?)=kx;
entdo a solugdo sera da forma

p+w/1-|—p2 =~

ou ainda,

1+p* =™ -2p\1+p* - p*.

Jox
como V1+ p° =€ = ptemos:
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2 2kx =3
l+p°=e™ =2p(e” —p)-p

zpekx :eZch ___1

2

2kx
e -1
zp: kx
e

2p=(* -1e™

ekx _eka
p= 5
Portanto, p = senh (kx)
dy ekx _e—/or )
Como temos — = p esendo p = ————, assim,
dx 2
d ekr _e—kx
2oL @
dx 2

Integrando ambos os lados de (4) tem-se:
d 1 . ok
J.d_i::EJ‘(ek —e™)dx
1 1 kx 1 —kx
X)=—j—e +—e " |+c
y(x) Z(k I ) |
1 kx —kx
X)=—\ +e C
=5 )e

2 — A2k k 2
1+p =e™ -2pe“-p)-p

Para, y(0) = 0, temos

y(O)zEII; eOJreO)-w1

¢ =-

1
k
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Logo, a solucdo geral seré& da forma:

Y@= et )

1{ e +e™
x)=—| ———~1
y(x) k[ 5 J
ekx+eka

E como cosh(x)=——— |
tem-se: 2

Y= (coshlh) 1), )
(equacdo da catenaria)

A solugdo y(x) dada por (5) nos diz que um cabo flexivel e
inextensivel, suspenso em dois pontos e sujeito a seu préprio peso toma
a forma do gréfico do cosseno hiperbdlico e essa curva leva o nome de
Catenéria.

E certo que o cabo € infinitamente flexivel, ou seja, que nio é
necessaria nenhuma forca para verga-lo. Se houver alguma rigidez, obter-
se-4 uma forma diferente da catenaria ideal.

CONCLUSAO

As funcdes hiperbdlicas surgem em movimentos vibratérios,
dentro de sélidos elasticos e, mais genericamente, em muitos problemas,
nos quais a engenharia mecénica €, gradualmente, absorvida pelo meio
ambiente. Elas também ocorrem quando um cabo flexivel e homogéneo €
suspenso entre dois pontos.

Neste trabalho, o objetivo foi demonstrar como determinar a forma
exata da curva assumida por uma corda flexivel de densidade uniforme, que
é suspensa entre dois pontos: a importante curva denominada catenaria.
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