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TRANSFORMACOES GEOMETRICAS
E APLICACOES!

GEOMETRIC TRANSFORMATIONS AND APLICATIONS

Verenice Puntel?
Rosane Rossato Binotto®

RESUMO

Neste trabalho fez-se um estudo, por meio de pesquisa bibliografica,
das transformagdes geométricas no plano, as isometrias e as homotetias,
e algumas de suas propriedades. Elas sdo importantes, pois permitem
encontrar caminhos diferentes para a resolugio de determinados problemas
de construgdes geométricas e para a ampliagio ou redugiio de figuras.

Palavras-chave: transformagio geométrica, isometria, homotetia,
congruéncia e semelhanga.

ABSTRACT

In this work, was made a study through bibliographical research about
geometric transformations in the plan, isometries and homotheties, and some
of its properties. The isometric transformations are important because allow
to find different ways to resolve some problems related to the geometric
constructions and to the enlargement or reduction of figures.

Keywords: geometric transformation, isometry, homothety, congruence
and similarity.

INTRODUCAO

As transformagdes geométricas no plano sdo fungdes bijetoras que
associam a cada ponto do plano um outro ponto do plano. Como principais
exemplos de transformagdes geométricas, tem-se as isometrias ¢ as
homotetias. Elas podem ser estudadas com o objetivo de resolver problemas
de construgdes geométricas. Mo caso das homotetias, elas podem ser
utilizadas também para a ampliagiio ou redugdo de figuras planas. Alguns
exemplos dessas construgdes podem ser encontrados em Rezende & Queiroz
(2000) e Wagner (1998).
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Além de estudar as isometrias no plano para resolver problemas
de construgdes geométricas, também se pode estuda-las com o objetivo
de classificar as figuras quanto & existéncia ou nio de simetrias (GAY,
1998). Enquanto Mortenson (1995), estudou, especialmente as isometrias,
explorando a no¢do de movimento gue as figuras podem ou ndo possuir,
sendo que, as translagdes e as rotagdes descrevem esta nogdo, ja as simetrias
e as reflexdes ndo, Estas descrevem a idéia de reflexdio em torno de um
espelho. Porém Lima (1996), descreveu um texto cujo objetivo era o de
classificar as isometrias e analisar as compostas destas transformagdes.

DESENVOLVIMENTO

ISOMETRIAS

As isometrias, no plano, sfo transformagdes geométricas que
preservam a distincia Euclidiana entre dois pontos, ou seja, se ¢ um plano,
€ uma isometria entiio para quaisquer dois pontos A e B de o tem-se

AB= d(ABFTAB)y=d(T(A),T(B))=A'F",
emque A'=T(4) ¢ B'=TB)

Desse modo, duas figuras sdo isométricas se elas possuem a mesma
forma e as mesmas dimensdes, isto €, sdo congruentes,

Figura 1.

Propriedades: S¢ja @ um plano dado. Toda isometria T2 & —» a tem as
seguintes propriedades:

I) T leva pontos colineares em pontos colineares. Conseqilentemente, T
transforma retas em retas.

Demonstraciio:

Consideram-se 4, B ¢ C pontos colineares tais que B esta entre A ¢
C. Entdo AC = AB + BC. Sejam A°, B" e (" as respectivas imagens desses
pontos pela isometria 7. Tem-se entéo

AB=A'B" . BC=B'C'=BC ¢ AC. (*)
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Figura 2.

Se A°, B' e " nio fossem colineares, entdo eles determinariam o
tridngulo 4°B’C" e desse modo, ter-se-ia A'C" <A'B” + B°C". Segue de (¥*)
que AC < AB+ BC o que contraria a hipotese de AC = A8 + BC. Portanto,
AC=A"+BC ed, B, C sio pontos colineares.

IT)preserva medidas de dngulos. Conseqilentemente, preserva
perpendicularismo de retas.

Demonstragiio:

Considera-se um angulo # com vértice O ¢ sua imagem &' = T{# ),
um dngulo com vértice O". Sejam A e B pontos, um em cada ladode e A4°
e B’ pontos, um em cada lado de 8, tais que T(d)=A", B)=B".

Figura 3,

Como T é uma isometria, segue-se que J4=0"4", OB=0'B" ¢ AB =
A'B" Dessa forma, os tridgngulos AOB e 4" B’ siio congruentes, assim os
angulos # e # "também sdo congruentes.

I1I) preserva paralelismo de retas.
Demonstragio:

Sejam r e s retas paralelas e suas respectivas imagens Tir) =" e
T(s) = 5°. Supde-se por absurdo que as retas »* e " sejJam concorrentes no
ponto Ocom O =A" =B sendo A" =T(A), 8" =T(B),AecrebB s lsso
contraria a definigiio de isometria, visto que 4 e B sdo pontos distintos do
plano, Portanto »* e s sdo retas paralelas.
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Figura 4.

IV} A transformagdo inversa T"':a—a da isometria T ¢ ainda uma
Isometria.

Demonstragiio:

Sejam X e ¥ pontos distintos do planoaemque T(X)=XeT( Y
=Y. AssimT' (X )=X eT'( ¥ )=V Dessaforma
dXY)=d(T'(X)LT'(VDed X,V )=d(T(X),T(Y
))-
Comod( X, Y)=el T(X), T(Y)) porhipotese, entdo d{ X, V" )=
adl T'"({ X" ), T'( ¥ ) Logo I':a—a é uma isometria.

Y) Seja § :o—ro outra isometria no plano, entiio a composta S» T :a—sct
também é uma isometria.

Demonstragio:

Sejam X'e ¥ pontos distintos do plano a, entdo
. d(Se TNX), S T(Y ) =d(S[TX)], S[TCY))=d(T(X), T(Y))=
X, Y)

Logo Se T :a—a € uma isomelria.

Definicdo: Duas figuras F e G, no plano Euclidiano o, sfo congruentes
se existe uma isometria T :o—a tal que & € a imagem de / por essa
isometria.

As Unicas isometrias no plano sdo: a identidade, a simetria em torno
de um ponto, a reflexiio em torno de uma reta, a translagio, a rotagio em
torno de um ponto e a reflexdo com deslizamento, As outras isometrias
que surgirem nada mais sio do que compostas destas que nfio geram
transformacgdes novas,
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Identidade:

A identidade / :o—a tal que /{ A4 ) = A4, para qualquer 4 de «, ¢ uma
isometria.

Simetria em torno de um ponto:

Seja 4 € o um ponto fixo. A simetria em torno de 4 € a transformagao
geométrica § :o—a assim definida: S (A4 )=A, e, para X € o, com X #
A,S (X)=X éosimétrico de X relativamente a 4. Em outras palavras,
A ¢ o ponto médio do segmento de reta XX°.

Para provar que §_ ¢ uma isometria, basta notar que dados X, Y € a,
comS (X)=XeS,(Y)=Y ostridngulos AXY e AX"Y" sfio congruentes,
¢ portanto,

Y X

X' Y
d(X, N=XV=X'Y=d(X",Y").

Figura 5.

Reflexdio em torno de uma reta:

Seja r uma reta pertencente ao plano a. A reflexdio em torno da reta
r ¢ a transformagdo geométrica R a—a em que:

a) R (A)=4A,VAere,
b)R (A)=A",V A & r, tal que a mediatriz do segmento 44" ¢ a
retar.

A reflexiio em torno de uma reta r € a transformagio que deixa fixo
todos os pontos da reta e leva cada ponto 4 do plano no seu simétrico A’
em relagdo ao eixo de simetria r.

Para provar que R ¢ uma isometria, é necessario verificar dois
Casos:

1V Os nontos X ¢ ¥ estio do mesmo lado da reta r.
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Demonstraciio:

Sejam Ye ¥ pontos distintos pertencentes ao mesmo lado da reta por
r. Sejam R (X=X e R (X)=X". Tem-se que X'}’ ¢ o segmento simétrico
do segmento XV relativamente 4 reta r. Consideram-se os segmentos X4 e
X'4 " paralelos a r, com 4 e A’ pertencentes ao segmento ¥,

Figura 6.

Os tridgngulos retingulos XAY e X'A°Y" tém os catetos X4=X'4 e
YA=Y'A" e, portanto 0 mesmo ocorre com as suas hipotenusas AY=X"}"
Logo a reflexdo R_¢ uma isometria.

I} Os pontos X ¢ Y estiio em lados opostos da reta r.
Demonstracio:

Sejam X e Y pontos pertencentes a lados opostos da reta r. Sejam
R(X=X"e R(Y)=Y". Consideram-se 4, B e C os respectivos pontos de
intersecdo de XY, XX e YY" com ». Assim, 4B élado comum aos tridngulos
XAB e X'AB, e mais XB=X"B logo AX=4X" Analogamente, verifica-se que
AY=AY".

Figura 7.
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Dessa forma, os trifingulos AXX" e AYY' sio isdsceles, ¢ como r
¢ a mediana relativa as bases desses dois tridngulos, entfio » também € a
bissetriz dos dngulos XAX e Y'dY. Logo, XAB=X'ABe YAC=Y'AC. Por
outro lado, XAB = YAC, pois sdo dngulos opostos pelo vértice. Entio XAR
FX'AB = YAC + Y'AC. Mas como as respectivas somas sio suplementos do
angulo XAY' entdo X', A e ¥’ sdo pontos colineares. Portanto, X'V = AX"
+ AY' = XV = AX + AY ou seja, d( X, V)=d(R1{X), Rn(})). Logo, a reflexfio
R € uma isometria.

Rotagio em torno de um ponto:

Seja ( um ponto no plano a e # um dngulo, 0° = # < 360°, A rotagdo
de centro O e dngulo # ¢ a transformagdo geométrica p, 1 @ — o que deixa
fixo o ponto (J e leva o ponto X de @ no ponto X' =p__ (X) tal que OX=0X"
e a medida do ingulo orientado (OX, OX") € igual a 0.

Para verificar que a rotagdo ¢ uma isometria, consideram-se dois
pontos X e ¥ pertencentes ao plano a diferentes de 0. Sejam X" =p_ (X) e
Y'=p,, [“Y] Comoﬂos dngulos X'OY e X'OY tém a mesma bissetriz, segue-
se que XOY = X'0Y' . Ainda, OX = OX" e OY=0Y", entdo os tridngulos
XOYe XOY' sido congruentes.

Figura 8.

Portanto X'Y" = XY, ou seja, a rotagdo p,,, ' @ — o € uma
isometria.

Translacfo:

Sejam A e B pontos distintos do plano a A translagio T a — a é
uma isometria que ndo deixa ponto fixo ¢ associa o ponto X de & ao ponto
X'=T (X, tal que ABXX" ¢ um paralelogramo se 4, B, X'¢ X' "niio sdo
colineares. Se A4, B, X e X siio colineares X"'=T  (X) ¢ tal que XX~ cstd na
reta 48 e os segmentos AY " e BY tém o mesmo ponto médio.



54 Dise, Sciensia, Série: Ciéncias Maturais ¢ Tecnologicas, 5. Maria, v.4, n.1, p. 47-61, 2003,

Para verificar que a translagio T & —» & € uma isometria, consideram-
se dois pontos distintos X ¢ ¥ do plano « ¢ as suas respectivas imagens
X=T (X)e Y'=T (¥} Seja r, a refa que passa por X e ¥ e, 5, a reta que
passa por A e B. Se r € paralela s, entdo 7 restrita a r, € a translagio T
a —» @, logo dlX7, ¥7) = d(X, ).

Y ¥

Figura 9.

Se r e s sio retas distintas e ndo paralelas entdo XX e YY"’ sdo lados
opostos de um paralelogramo, logo, o mesmo acorre com XY e X'F",
Dessa forma, g{X”, ¥") = d(X, 1) e, portanto, a translagio T a—aduma
isometria.

Reflexdio com deslizamento

Dados um segmento A8 ndo nulo e » uma reta paralela a 4B, a
reflexdo com deslizamento, determinada pelo segmento A8 ¢ pela reta »
¢ a transformagiio R=T R a — a , que se obtém fazendo-se a translagio
T, seguir-se a reflexdo R (ou vice-versa). A reflexdo, com deslizamento,
assim como a translagdo T, nio possui ponto fixo. Tendo em vista que
a transformagio R ¢ a composi¢iio de duas isometrias, entio R € uma
isometria.

Na figura 10, tem-se X'=R(X) ¢ X" =T (X"

A B

--.-__'._______‘

Figura 10.
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Aplicagdes

Exemplo 1: Uma mulher mora na casa A, quer buscar dgua no rio r
¢ levi-la a casa B, do mesmo lado do rio conforme a figura 11, Deseja-se
determinar o menor caminho a ser feito, a fim de que ela possa executar
tal tarefa.

Solugido

Considera-se 8" = R(B), isto ¢, B ¢ o simétrico de B em relagio a
reta r. Seja P o ponto de intersegdo do segmento AB ' com a reta r.

Figura 11.

Tragando-se o segmento PB, obtém-se o tridngulo BPR congruente
ao trigngulo PB'R. Desse modo, PB = PB’. Seja (Q outro ponto qualquer
de r, conforme a figura 11. Entdo 0B = QB'. Assim,

QA+QB = QA+Q0B" > AB'=PA+PB'=PA+FB.

Portanto, o caminho 4-P-8 ¢ a menor distancia entre 4 e B, passando

por r.

Observacio

E interessante notar que esse exemplo é andlogo ao principio da
retlexio da lux nos espelhos planos. Segundo esse principio, se a luz deve
ir de uma fonte A a um espelho r e dai ao olho B de um observador, entiio
o dngulo de incidéncia ¢é igual ao dngulo de reflexfio.

Exemplo 2: Jogo de bilhar.

O retingulo ABCD representa uma mesa de bilhar, ¢ os pontos Pe O,
na diagonal BD, representam duas bolas. Desenhar a trajetoria da bola P que
deve atingir a bola 0 depois de chocar-se, sucessivamente e ordenadamente,
com os lados 4D, A8, Clr e BC.
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Solucio

Seja m a mediatriz do segmento 48, Consideram-se M e N pontos
arbitririos na reta m, conforme a figura 12, Sejam P’ e Q' respectivamente
os pontos simétricos de Pe Q em relagioa AD e BC. Ospontos R, 5, Te UV
sdo obtidos, respectivamente a partir das seguintes intersegdes: P'M com
AD, P’M com AB, NQ' com CD e NQ' com BC.

Figura 12,
Logo, a trajetdria a ser percorrida é P-R-5-T-U-0.

Exemplo 3: As isometrias sio utilizadas em outras dreas do
conhecimento como, por exemplo, na arte ¢ na arquitetura. A figura 13 é
a obra “Limite Circular IV" do artista alemdo Escher (1898-1972), onde
foram utilizadas rotacdes e reflexdes.

=g
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&} **&"‘il
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""iﬁf Lrla
ATEYm AR
Figura 13,
HOMOTETIAS
Definicio

Seja ¥ um ponto fixo do plano a e k # 0 um nimero real. A homotetia
de centro Ve razdo k € a transformagdo H @ — a que associa a cada ponto
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£ do plano a , o ponto P'= H_ (P)tal que V'P'= |k|VP, onde os pontos V, P
e P’ sdo colineares. O ponto P’ ¢ chamado de homotético de P na homotetia
H,, . Exemplos:

Ikll‘-"] |K|-l

Figura 14.

Em outras palavras, as homotetias so transformagdes geométricas
que niio preservam a distincia Euclidiana entre dois pontos, mas preservam
a forma.

Desse modo, duas figuras homotéticas so semelhantes e, em
particular, possuem os lados homologos (correspondentes) paralelos. As
homotetias sfio Gteis para resolver determinados problemas de construgdes
geométricas, entre esses, 0s que envolvem tangéncia.

Propriedades

Seja H, :a —a uma homotetia de centro V' e razio &, entdo valem
as seguintes propriedades:

I) Se V, 4 e B siio pontos nido colineares, entdio o homotético do
segmento A8 é o segmento 4 '8’ = k|48, paralelo a AB.

Demonstragio

Considera-se o segmento AB ¢ o seu homotético 48" na homotetia
dada (Neste caso, [k=1).

Figura 15.
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Tomando-se os tridngulos AVB e 4 VB "tem-se que FA "= [k|V4, VB’
= [k|¥B e {* é dngulo comum aos dois tridngulos. Logo, os tridngulos 4VB
e A'VE' sio semelhantes com razdo de semelhanga |k]. Portanto, A'B" =
|kl48 e A'B" ¢ paralelo a AB.

Para o caso, |k]>1 a demonstracio ¢ feita de modo analogo.

11} Se ¥V, A e B sdo pontos colineares, entdo o homotético do segmento
AB é o segmento 4B contido em AB e tal que 4 'B" = |k|4B.

A demonstragio dessa propriedade segue diretamente da definigio
de homotetia.

111} O homotético de uma reta » € uma reta " tal que: se  entdoa
reta ' € paralela a reta r. Caso contrario, ="

A demonstracio desta propriedade segue diretamente das propriedades
I) e IT} foram citadas.
IV) A figura homotética de um tridngulo A BC € um tridngulo 4 'B'C",
semelhante ao primeiro, cuja razio de semelhanca é dada por |&|.

Demonstragio

Seja Vo centro de homotetia, ABC um tridngulo dado e 4 'B'C" 0
seu homotético,

Figura 16.

Pela propriedade I), tem-se que 4B’ = [kAB, B'C"'= [lBC e A'C’
=kac,
ou ‘fl g . BHE = E—j . Logo, o ndngulo 4 "B 'C" ¢ semelhante ao tridngulo
ABC,

cuja razio de semelhanca é [&|.

V) A homotetia preserva dngulos,

A demonstragio desta propriedade segue diretamente da propriedade
IV) citada anteriormente.

V1) A transformagio inversa da homotetia /¢ a homotetia /| .



Dise, Scientia, Séric: Ciéncias Naturais ¢ Tecnolégicas, S. Maria, v.4, n 1, p. 47-61, 2003, 50

Demonstraciio

Como a transformagdo H,,, € uma bijego, entdo existe a transformagiio
inversa FF. Afirma-se que H'=H,,,, tal que VQ<a, tem-se H, ,(0) = 0'
com VQ'=37¥Q ¢ a homotetia inversa.

De fato,"Pea, tem-se

Hl'_inHl'_l.'i{F}=H1a_*[ Hp-li {Pl} H|-_* [F l} — P ”-r em quﬂ

VP '=|,,l| VPe VP =|kiVP’. Assim, VP"=|k|VP ’zikt,l—l VP=VP, isto é
H,.°H, . =identidade.

De modo andlogo mostra-se que /| o H, = identidade. Portanto,
segue o resultado.

Aplicagdes:
Exemplo 1: Ampliacio ou Redugio de Figuras

Se k& = 0, a homotetia é chamada de homotetia direta, e se k<0, a
homotetia é dita inversa.

Em ambos os casos, quando |[k] = 1, a figura homotética é uma
ampliagio da figura inicial; quando |4 = 1, a figura homotética é congruente
a figura inicial; e quando |k | < 1, a figura homotética ¢ uma reducio da
figura inicial.

O pentagono FA'B'C'D’ ¢ a ampliagio do pentigono VABCD, com
razdo k=1.

Figura 17.



60 Dise, Scientia. Séne: Cigncias Maturais ¢ Teenologicas, 5. Maria, vi4, nl, p. 47-61, 2003,

Exemplo 2: Dado um tridngulo ABC, inscrever nele um retangulo aureo®
tendo o seu lado maior contido no lado BC.

Solugio:

Considera-se um tridnguto ABC. Constréi-se um quadrado PORS em
seu interior, de modo que o lado PQ esteja contido no lado BC do trifingulo
e 0 vértice § pertenga ao lado AB. Seja M o ponto médio do segmento PO.
Com centro em M e raio MR, traga-se um arco encontrando BC no ponto
N. Seja O o ponto de intersegiio da reta paralela 8C passando por § com a
reta perpendicular a BC, passando por N. O retingulo PNOS é um retdngulo
aureo (por construglio),

Para inscrever esse retingulo no tridngulo ABC, considera-se a semi-
reta com origem em B e passando por O, sendo V o ponto de intersecdo
desta semi-reta com AC. Para encontrar os outros vértices do retangulo
considera-se a homotetia de centro B e razdo ® . O retingulo XYWV éo
retingulo dureo inscrito no tridngulo ABC.

A
X v
s
/
71
1 / \
,,-"’/ /
B PYM @ N w C
Figura 18.
CONCLUSOES

As transformacdes geométricas estudadas, isometrias e homotetias,
possuem wm amplo campo de aplicagdes. Na geometria, essas transformagdes
sio utilizadas para resolugio de problemas de construgdes geométricas, na
ampliagiio e redugio de figuras como foi comprovado pela fundamentagio
tedrica. J4 na arte e na arquitetura, as simetrias de rotacfio, de reflexfio ¢ de

¥ Um retingulo dureo & um retdngulo no qual o quocients entre seus lados € o numero durco

[ 5= 1372 ouosen inverso,
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translagio, bem como a composta dessas fornecem beleza e harmonia aos
trabalhos.

Além disso, notou-se que figuras isométricas possuem a mesma
forma e as mesmas dimensdes, ja as figuras homotéticas possuem somente
a mesma forma.
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