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AS EQUACOES DIFERENCIAIS NO ESTUDO DE
OSCILACOES'!

DIFFERENTIAL EQUATIONS IN THE STUDY OF
OSCILLATIONS

Eliana Baggio?
Orildo Luis Battistel®

RESUMO

Neste trabalho nds aplicamos o formalismo das equagdes diferenciais
ao estudo das oscilagtes, especificamente nos casos do oscilador harménico
simples e oscilador harmédnico amortecido. Para estas situagoes, de inimeras
aplicaches, realizamos desde uma descrigio qualitativa e conceitual até uma
abordagern mais formal em termos das equagbes diferenciais de 2% ordem
resultantes, suas solucdes ¢ interpretagdes fisicas pertinentes,

Palavras-chave: Equagies diferenciais, Oscilagbes, Oscilador harménico
amortecido.

ABSTRACT

In this work, the formalism of differential equations is applied to the
study of oscillations, specifically in the cases of the simple harmonic oscil-
lator and the damped harmonic oscillator. For situations in which there
are several applications, it is carried out from a qualitative and conceptual
description to a more formal approach in terms of the resulting differential
equations of second order, their solutions and pertinent physical interpre-
tations,

Key words: differential equations, oscillations, damped harmonic oscilla-
tor.

INTRODUCAOD

As aplicaghes das equagdes diferenciais no munde moderno sio in-
contdveis. Na medicina, na quimica, na engenharia, na ecologia, na econc-
mia, entre outras, ¢ necessario muitas vezes se resolverem certas equagies
diferenciais para se determinarem, por exemplo, o crescimento de uma po-
pulacio, a dinfmica de reagies quimicas, a disseminaciao de uma epidemia,
et
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A formulagio de modelos mateméticos €, em determinados casos, de
extrema importancia, pois permite avaliar-se um certo processo desenvol-
vendo estratégias de controle, determinando viabilidade econdmica, riscos e
beneficios, por exemplo. Estes modelos constituem-se de abstracoes mate-
miticas do processo real, apresentando-se na forma de um sistema de equa-
coes cuja solugio, dado um conjunto de dados de entrada, ¢ representativa
da resposta do processo. Quando as varidveis variam no tempo, estes mode-
los sdo ditos dindmicos e resultam, em geral, em um conjunto de equacdes
diferenciais que especificam relagdes entre as grandezas estudadas,

Apesar do enorme progresso da computacio cientifica com a cons-
trugio de algoritmos numéricos para a solugio de equagbes diferenciais,
o dominio dos métodos analiticos para solucionar essas equagies, mesmo as
mais elementares, é asinda de grande importéneia, visto que no momento
da implementagio dos processos computacionais ¢ sempre necessirio uma
verificagio preliminar avaliando-se cascs limites, validade de aproximacies,
ete. Além disso, a construgio de um mode-lo complexo, pode ser feita
como uma combinagio de modelos mais simples, cujo tratamento analftico
permite, por exemplo, economia no tempo de computagio.

Uma abordagem mais completa sobre o assunto, incluindo uma re-
visdo sobre equagbes diferenciais ordinarias de 1* e 2% ordens discutindo as
técnicas de solugio das mesmas, sobretudo o papel das condighes iniciais
¢ apresentado em BAGGIO (2001). Na que segue utilizamos este forma-
lismo matemdtico no problema especifico do estudo das oscilagies em fisica.
Tratamos o problema do oscilador harménico simples e a seguir o problema
do oscilador amortecido. Damos énfase & interpretagio fisica das condigdes
iniciais interpretando as solugbes obtidas 4 luz das téenicas matemdticas
desenvolvidas,

MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES

Uma particula movimentando-se de forma alternada em sentidos opos-
tos caracteriza urn fendmeno fisico que denominamos oscilagio. Situagoes
do cotidiano revelam uma variedade de movimentos oscilatérios, tais como:
o movimento de um péndulo de um relégio, des pistdes no motor de um
carro, das cordas de instrumentos musicais, na Lransmissio de rddio e tele-
visdo constituidas de cscilagies eletromagnéticas. Estudaremos a seguir as
oscilagies mecinicas que descrevem um movimento harmanico simples e um
movimento harménico amortecido.

O protdtipo mais utilizado para esse estudo ¢ o denominado sistema
massa-mola, constituido de um corpo de massa m preso 4 extremidade de
uma maola movendo-se sobre uma superficie horizontal lisa. Para tratarmos



Disciplinarum Scienfic Série: Ciéneiss Exatas, 5. Marin, v.3, 0.1, p. 178-190, 2002 181

este movimento inicialmente & preciso estabelecer o funcional do lado direito
da equagio
Py

moy = F | [ u(t), dt] (1)

que ¢ a lei de Newton expressa em termos de uma equagio diferencial
(NUSSENSVEIG, 1996), onde y(t) representa a posigio do objeto no ins-
tante ¢, medida a partir da origem de um dado sistema de referéncia. Ou
seja, precisamos conhecer a expressio da forga que atua sobre o corpo
quando oscila preso & mola.

Esta relacio ¢ estabelecida por um importante resultado denominado
Lei de Hooke, Trata-se de uma evidéncia experimental comprovada em
priticas simples de laboratdrio de que a forga devida & mola & proporcional
ao deslocamento do corpo em relagio & posigio de equilibrio da mesma (a
posigio “normal” da mola, onde ela nao estd comprimida ou distendida),
ol sejas
F = —kz, (2)
onde, k & uma constante de proporcionalidade denominada constante eldstica
da mola. Ela nos informa sobre as propriedades de “dureza” da mesma. Es-
crita na forma k = F/z, lemos: “quantos Newtons de forga & necessdrio fazer
sobre a mola para distendé-la de 1,0 m".

O movimento do corpo preso & mola pode entao ser analisado como
o8 problemas de dinamica em mecinica cléssica. Uma vez que no caso do
gistema massa-mola a forca é dada pela lei de Hooke, temos:

-
Utilizando a relagio a = §F = “i* , podemos escrever:
d’z
FTIF + kx =10, {4)

5 apropriado definir-se aqui uma constante w tal que w = k/me
reescrever a equagio acima na forma:

dr
) +wlr =0, (5]

que & a equacio diferencial do oscilador harmdnico simples. Antes de proce-
dermos & busea da sua solugio vamos fazer uma andlise daquilo que procu-
FaIreis.
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Primeiramente, dentro do cardter determinfstico da mecinica cldssica,
sabemos que tendo determinado a posicio e a velocidade de um corpo num
determinado instante, as equagoes da cinemditica e as leis de Newton séo
capazes de nos fornecer a posigio e a velocidade deste corpo em qualguer ins-
tante posterior. Isto nos dd um poder de predigio muito grande a respeito
de um determinado sistema e, quando somes capazes de fazer predicbes
acerca do comportamento futuro dele temos a sensacio de que temos uma
deserigio completa deste sistema. | isso que buscamos em geral nos pro-
blemas de fisica ou no estudo de um fendmeno fisico qualquer. No caso
do sistema corpo-mola queremos exatamente isto: Sermos capazes de fazer
predigbes a respeito dele. E como se estivéssemos de costas para o oscilador
e mesmo assim podermos saber a posigio, velocidade, aceleracio, energia
cinélica, energia potencial eldstica, enfim, tudo!

Devemos ter claro que a solugio da equacio diferencial nos fornece
a posicio do corpo num determinado instante, ou seja, =(t) & a “fungdo
hordria” do oscilador. Analogamente ao que fazemos nos problemas de
cinemdtica, a partir da equagao hordria podemos obter, por relagies deriva-
tivas, a velocidade em fungio do tempo, a aceleragiio, ete. Sendo assim, de
posse de um relégio e sabendo como o sistema inicion o seu movimento pode-
mos saber como todas as grandezas fisicas associadas evoluem no tempo.

Repare que as condigbes iniciais nio podem ser “adivinhadas”, elas
precisam ser fornecidas diretamente ou entdo algum meio de obté-las deve
ser dado. BEsta situagio acontece da mesma forma ao nivel matemdtico.
Nao & possivel resolver uma equagio diferencial completamente sem que
alguma condi¢io seja dada para determinar as constantes que aparecem.
Aqui vemos novamente a intima relagio entre a situagio fisica ¢ o problema
matemditico.

Retornemos agora & equagao diferencial, eq.{5). Por se tratar de uma
equacio diferencial de 2* ordem com coeficientes constantes podemos re-
solvé-la partindo de que x = ™ é solugio e, realizando as derivagies, obte-
mos a equaciko caracteristica na forma:

rl+w?=0, (6)
que possui rafzes complexas
+4 —dw :
e
rg = '—"’;E = —iw (7)

de modo que a solugio geral serd uma combinagio de exponenciais ¢~ o
e~ Algumas combinagies desse tipo sio muito bem conhecidas, sobre-
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tudo as seguintes:
el | —iwl
%ﬁ-—-— = coswt (8)
gt _ g —iwt

= 9
R senwl (9

de modo que as fungdes

{ zy(t) = senfwt) (10)

za(t) = cos(wt)
sio duas solugtes particulares da equagio diferencial considerada.

Poderiamos ter encontrado a solugiao intuitivamente, visto que procurd-
vames por fungies que derivadas duas vezes fossem proporcionais a elas
préprias com sinal trocado multiplicadas por w?. A validade destas solugdes
pode ser verificada por substituigio direta na eq.(5).

A solugiio geral serd entio uma combinagio linear das duas, isto &
x(t) = cisen{wt) + cacos(wt), (11)

onde ¢ e o3 sio constantes. Esta forma geral pode ser posta numa outra
mais simples e mais adequada para aplicagbes se usarmos a seguinte relagao
trigonométrica:

cos(a + B) = cos(a)eos(F) — sena)sen(F). (12)

Assim podemos escrever a solugio z({t) na forma costumeiramente en-
contrada na literatura:

z(t) = Acos(wt + §), (13)

eom A e § constantes.

Para verificar isto usemeos a eq.(12) encontrando:

Acos(wt + &) Acos(d)cos(wt) — Aszen(8)sen(wt)

cysen(wt) + cacos(wi), {14)

de modo que ¢f = —Asen(d) e cg = Acos(d). Isto signifiea que podemos
assumir a eq.(13) como solugio geral da equacio diferencial do oscilador
harménico simples. A constante § leva em conta a combinagio linear em
sence e cossenos e tem um significado fisico importante, como veremos a
sepuir. Quanto & constante 4 que [oi estrategicamente introduzida, sem
quebra de consisténcia, ji que o produto de uma constante por uma dada



184 Disciplinarum Seiendio. Sérke: Cidncios Exalas, 5. Maria, v.3, n.1, p. 1759190, 2002

solugao continua sendo solucio da equagiao diferencial, tem também um
significado fisico elaro, estando relacionada & amplitude do movimento.

A constante w & wma caracteristica fixa de cada sistema, uma vez que
estd relacionado com a massa do corpo e com a constante eldstica da mola
que se supdem nao mudem durante o processo. Para descobrirmos clara-
mente o significado fisico de w, adicionemos a ¢ na eq.(13) uma quantidade
2w fw. Desse modo:

2t 4 27 fw) = Acos (wi + § + 27). (15)
Usando a eq.(12), com o = wt + & ¢ 8 = 27, obtemos:

it +2rfw) = Acos(wt+ 8)eos(2n) = Acos{wt +8) = z(t) (16)

Isto significa que a fungao se repete em intervalos regulares de t = 2x fw,
uma vez que () = ={f 4 27 /w), ou seja, o corpo, cujo movimento é descrito
pela “funcio hordria” z(t), passa pelo mesmo ponto a cada 27 fw. Ao tempo
no qual um determinado fendémeno se repete damos o nome de periodo, de
modo que;

2n
T= = (17)

Desta relagio e da relagio entre periodo e frequéncia, T = 1/, podemos
eSCrever:
w = 2. (18)

De modo que identificamos w & frequéncia angular do M.H.S.

O significado fisico de A pode ser facilmente encontrado se observarmos
o intervalo de valores assumidos pela luncio cosseno:

=1 < cosfwt +4) < 1. (19)

Isso significa que a fungio z(t) varia entre —4 e 4, ou seja, A representa o
valor maximo que a mola se comprime ou se elongse durante o movimento.
A este valor miximo da elongacio damos o nome de Amplitude do movi-
mento. Como j4 comentamoes anteriormente a amplitude é determinada
pelas condigbes iniciais do problema, ela representa “o guante a mola &
elongada, ou comprimida, anles de sollarmos o corpo”.

Para entendermos o significado fisico da constante § facamos o grifico
de um dado sistema corpo-mola variando somente o valor desta constante,
para lacilitar usemos: § =0e § = 7/2,

Como podemos ver na fig.(1), temos apenas um deslocamento das eur-
vas em relagio ao eixo vertical. Uma vez que trata-se do mesmo corpo e da
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Figura 1 - Grificos da posicio x(f) do corpo presc a uma mola
considerando-se dois valores distintos da constante de fase §.

mesma mola, podemos dizer que o que muda é a posigao inicial do corpo e o
sen sentido de deslocamento neste instante. Isto mostra que 4§ leva em conta
“o momento em se que aperta o cronémelrs’ para se comegar a analisar o
movimento. No primeiroe grifico nds “aperfamos o erondmetre” quando o
corpo estava na posicio A, ou seja, com a mola elongada ao miximo; no
segundo grifico “apertamos o cromdmeire” quando o eorpo passava pela
posicio de equilibrio vindo para & esquerda e assim por diante.

Em linguagem de ondulatéria dizemos que as figuras do primeiro e do
segundo grifico estio defasades de /2, por a constante & é chamada
de “constante de fase" e o argumento do cosseno na eq.(13), wt + 4 & de-
neminado fase.

Podemos concluir entao que para termos uma descrigio completa do
M.H.5. devemos conhecer as condigdes iniciais do problema, identificando
as constantes A e § que aparecem na solugao x(t).

MOVIMENTO OSCILATORIO AMORTECIDO

No sisterma massa-mola que estudamos anteriormente desprezamos qual-
quer Lipo de atrito que pudesse interferir no movimento do corpo enquanto
preso na mola, Na pratica este movimento idealizado nao pode ser verifi-
cado, & ndo ser em certas condigies de laboratdrio bem especificas. [sto sig-
nifica que no easo real o oscilador tende a ter as suas oscilagoes amortecidas
durante o movimento, indicando que parte da energia do sistema serd dissi-
pada, sendo convertida em outra forma de energia, como ealor, por exemplo.
As formas de dissipacio da energia podem ocorrer em diversos momentos,
podendo estar associadas & resisténcia do fluido no qual o corpo se desloea,
atrito entre a superficie do corpo e uma mesa, por exemplo, ou alé mesmo
algum atrito nas proprias espiras da mola. Consideremos o caso onde um
corpo preso a uma mola oseila imerso em um liguido. Neste caso, devido &
viscosidade do liquide, teremos uma forca contriria ao movimento que opoe
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alguma resisténcia ao movimento do corpo. A lforma dessa resisténcia varia,
a principio, de acordo com propriedades do liquido, temperatura, forma do
corpo on outros efeitos especificos, Para muitos liquidos verifica-se que esta
forga depende diretamente da velocidade do corpo, podendo-se representar
a forga resultante que atua sobre ele em um dado instante por

F = —kz — p‘%‘ (20)

ande p é uma constante de amortecimento, earacterfstica do movimento,
cujo valor pode ser estimado experimentalmente. O termo —kz é a forga da
mola sobre o corpo ja estudada anteriormente.

Nesse caso a sepunda Lel de Newton adquire a seguinte forma:

d*z  pdx 2
F{'HE‘FMJE—U (21}
onde w} = £ ¢ a frequéneia angular do movimento na auséncia do amorte-
cimento.

A eq.(21) & também uma equacio diferencial de 2° ordem, homogénea
com coeficientes constantes, cuja solugio segue o8 mesmos passos descritos
nas seches anteriores, Dessa forma investigamos sua soluciao a partir de
z({t) = €™, com a busca pelo valor do parimetro v que fica determinado
pela seguinte equacio caracteristica:

e + %r-{-—wﬁ =, {22]
cujas raizes siao:
_ _r 2N e
= 2m T (21':-1) “o
IR I OV A S
3 2m (Em) “o @)
ou ainda
iy | 5 tiw (24)
re | - —iw
em que

W= \Iﬂwg - (%)? (25)

esté relacionado com a nova frequéncia de oscilagio. E fécil verificar que na
auséncia de amortecimento (p = 0) recobramos o caso ideal nio amortecido,

Da andlise do valor de w obtemos as trés possibilidades para as rafzes
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da equagao caracteristica, determinadas pela comparacao entre os valores
sob o radieal da eq.(23):

® Se £ > wp, teremos rafzes complexas na eq.(23) e dizemos que o
amortecimento & suberitico. As duas solugoes particulares sio:

2y (1) = el=af it
i) g (26)
To(t) = et TN,
sendo a solugiao geral escrita como uma combinagio linear das mesmas:
2(t) = e~ Tt (e €™t + epe ™). (2

As constantes ¢ e ¢ estdo relacionadas as condigdes iniciais. E ficil

ver que
0} = g0 = ¢
{ z(0) =x9 =1y (28)

z'(0) = vp = —gke) + wen.

Caso o corpo seja largado do ponto de elongagao méxima, parado, e af
seja “apertado o cronémetro”, teremos:

o =4
29
{c-z---ﬁﬂ- =

As exponenciais ¢ ¢ e”™“* podem ser novamente expressas em termos

de senos e cossenos ¢ dessa forma a solugio eq.(27) pode ser escrita em uma
forma mais compacta como

z(t) = Ae~ #="cos(wt + 4).  (30)

O fator Ael= 7% & considerado como amplitude do movimento lenta-
mente variavel e as exponenciais decrescentes indicam a envoltdria das os-
cilaghes. O comportamento dessa solugao para valores apropriados de p, m
e k & mostrado na fig.(2).

e Se - < wo, as rafees sdo reais e distintas e neste caso o amorte-
cimento ¢ denominado amortecimento supercritico. Suas solughes particu-

lares sao: .
xy(t) = el AN 31
Zalt) = (-, i
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x(t)

Figura 2 - Forma da solugio para um movimento com amortecimento
suberitico,

em que #=1/(7%)" — (wo)?.

A solugio geral:
z(t) = r:u:l_{f;_'s}:] +qg|h{ﬁ"ﬁ]l] (32)

consiste em uma soma de duas exponenciais decrescentes. A segunda, no
entanto, decai mais rapidamente que a primeira, de modo que para termpos
grandes o decaimento é como el~(#%#)t]. Neste caso de amortecimento
observa-se que as oscilagdes ndo sio mais periddicas, prevalecendo o amor-
tecimento. Esse comportamento é mostrado na fig.(3).

® Se &= = wy, as rafzes r| e rp Na equagio eq.(23) sio iguais, descre-
vendo um amortecimento denominado amortecimento eritico. Neste caso,
determinamos inicialmente uma tiniea solugio particular:

2, (t) = e~ Tt (33)

Através do método de redugio de ordem (BAGGIO, 2001), obtemos
uma segunda solugio para encontrar a solugio geral. Procedendo dessa
forma obtemos:

z(t) = e ™=t{ey + cat) (34)

na qual as constantes podem novamente ser determinadas pelas condicies
iniciais do problema. A forma dessa solugio estd também mostrada na
fig.(3}.
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() i ._ amort. supercritico -

bamort. eritico —

Figura 3 - Forma da solugio para movimentos com amortecimento eritico
e supercritico.

CONCLUSAO

Em diversas dreas do conhecimento sio necessdrias formulacies de mo-
delos matemdticos para o estudo de um determinado processo que possi-
hilite uma compreensao adequada do mesmo. Estes modelos constituem-se
de abstractes matemdlicas do processo real, apresentando-se na forma de
um dado sistema de equagbes, cuja solugio, a res-posta do modelo, per-
mite inferir o valor de determinadas varidveis, fazer extrapolagies, enfim,
dominar-se até onde possivel o processo em estudo.

As equagdes diferenciails desempenham nesse cendrio um papel ex-
tremamente importante, visto que os modelos dindmicos, em todas as dreas,
siio cxpressos em termos de equagdes diferenciais, ordindrias on parciais. Em
fisica, no estudo da mecanica clissica, este & certamente o caso, UMa Vez
que a segunda lei de Newton, a equacio mais fundamental, & uma equagao
diferencial de segunda ordem.

Concluimes entio que os métodos e téenicas formais, desenvolvidos
para tratar-se as cquagoes diferenciais, aplicam-se perfeitamente ao estudo
de oscilaghes, com ou sem amortecimento. Vimos que a formulagio coerente
do modelo tedrico necessita do conhecimento de certos resultados empiricos,
uma vez que ele deve representar de forma mais coerente o fendmeno real
ao qual se destina. A Lei de Hooke é um desses resultados. Da mesma
forma alguns parametros, como a constante elastica da mola e o coeficiente
de amortecimento precisam ser avalindos por experimentos fisicos, incorpo
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rando a0 modelo dados reais,

As condigoes iniciais possuem também uma realidade fisica estando
relacionadas aos valores de certas grandezas fisicas nos contornos do pro-
blema. A sua interpretagio, desse modo, permite entender de modo mais
claro o praprio procedimento de solugao das equagies diferenciais. A aplica-
a0 em problemas especificos certamente fortalece o nosso entendimento de
aspectos formais do céleulo diferencial e integral.
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