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SOBRE UM MODELO DE VIBRACOES DE UMA
CORDA DE UM INSTRUMENTO MUSICAL!

CONCERNING A MODEL OF CHORD VIBRATIONS OF A
MUSICAL INSTRUMENT

Moisés Antonio Basso®
Eleni Bisognin®

RESUMO

Meste trabalho estuda-se o modelo matemdtico que descreve as pe-
quenas vibragdes transversais de uma corda eldstica presa nos extremos. A
solugio deste problema ¢ obtida pelo método de Fourier ¢ sdo analisadas
as principais propriedades e caracteristicas das ondas sonoras produzidas
pela vibracio de uma corda eldstica de um instrumento musical ao ser de-
dilhada.

Palavras-chave: equacio da corda vibrante, método de Fourier, ondas
SONOTAS,

ABSTRACT

The mathematical model studied in the present work describes the
short transversal vibrations of an elastic string fixed on its ends. The solu-
tion to the problem is achieved by using the Fourier method and by analy-
zing the main properties and features of the sound waves produced by the
vibration of an elastic string of a musical instrument while being touched,
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INTRODUGAO

Virios fendmencs fisicos sio modelados pela equagio das ondas. De
acordo com (BOYCE & PRIMA,1999), o estudo das ondas aclsticas das on-
das em dgua, das ondas eletromagnéticas e das ondas sfsmicas sio exemplos
de fendmenos modelados por essa equagio.

Mo caso das vibragtes mecanicas, de acordo com (FIGUEIREDO,1977),
considera-se o problema das pequenas vibragbes transversais de uma corda
elistica, presa nos extremos, ao ser deslocada de sua posigio de repouso ao
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longo do eixox. Se a corda for movimentada num determinado instante e de-
pois for solta, ela vibrard livremente no plano vertical desde que os efeitos de
amortecimento, como a resisténcia do ar, sejam desprezados. Esse fendémeno
acontece quando se dedilha uma corda de um viclao, de um violino ou qual-
quer instrumento musical de cordas, conforme {FIGUEIREDO,1977)e ED-
WARDS & PENNEY(1993), e essas vibragoes produzem as ondas sonoras
que sao percebidas pelo ouvido humano.

Neste trabalho, é analisado 0o modelo matemdtico que descreve as vi-
bracies transversais de uma eorda fexivel com extremidades fixas, posta a
vibrar a partir de um deslocamento de sua posicio de equilibrio. E deduzida
a equagio que rege este movimento e sua solugao ¢ obtida utilizando-se o
método de Fourier. Por dltimo sio analisadas algumas propriedades re-
lativas as ondas sonoras e 4 percepcio destas caracteristicas pelo ouvido
humano.

DESENVOLVIMENTO

Para deduzir a equacio das ondas em um espaco unidimensional, na
forma em gue ela se aplica is vibragoes transversais de uma corda ou de
um ecabo elistico, considera-se uma corda perfeitamente fexivel e eldstica,
esticada entre dois suportes fixes, mantidos em um mesmo nivel horizontal e
supondo que a corda coincida com o eixo x, com extremidades localizadas
em x =0ex = L, conforme figura 1.

X=l,

Figura 1 - Corda eldstica presa nos extremos.

Se a corda for posta em movimento em um instante { = 0, ela vibrara
livremente em um plane vertical se os efeitos de amortecimento, como por
exemplo, a resisténcia do ar, forem desprezados. A fim de determinar a
equacio diferencial que rege o movimento da corda vibrante, consideram-se
as forgas que atuam sobre um pequeno elemento da corda, de comprimento
Ax | situado entre os pontos x e Az conforme figura 2.

Vamos admitir que o movimento da corda seja pequeno e que o movi-
mento se verifique no plano zy de modo que cada ponto da corda se mova
perpendicularmente ao eixo x, isto é, as vibragoes sio verticais. Denota-se
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Figura 2 - Elemento deslocado da Corda Eldstica.

por u(z.t) o deslocamento vertical do ponto x em um instante t. Seja 1'(z,t)
a tensao na corda, na diregio tangencial, e seja a(x,t) a massa por unidade
de comprimento.

E aplicada a Lei de Newton F = ma ao elemento Az da corda. Esta lei
afirma que a resultante das forgas que atuam em virtude da tensio nas ex-
tremidades, deve ser igual ao produto da massa do elemento pela aceleragio
do seu centro de massa,

Como nio hé aceleracio horizontal, as componentes horizontais obede-
oem A seguinte equagio,

T(x + Ax,t) cos(f + Af) —T(x,t) cosf =0 (1)
em que se conclui que a componente horizontal da tensio independe de
x,isto &, é fungio 56 do tempo.

Levando em conta as componente verticais das forgas tem-se:
T(z + Az, 1) sen(8 + A8) — T(x,t) send = pAzuy(2,1) (2)
em que # & a coordenada do centro de massa, ¥ < & < x + Ax.

Ao se indicar a componente vertical de T por V', a equagio (2) é escrita
COMmo:

V ) — Vi(z, .
(z+ ﬂmﬂtx} (=, 1) — puee(®, 1)

Tomando o limite com Az — 0 resulta £ — =z, e, portanto,

Va(z,t) = punlz,t) (&)
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Por outro lado, ao se indicar a componente horizontal da tensio por H
resulta,
Vix,t) = H(t) tg(8) = H(t) us(z,t) (4)

portanto, a equagao (3) pode ser escrita na forma

(Huz)y = pug

Hupy = puy
na qual, i independe de .

Para movimentos pequencs, podemos substituir H = Teos# por T,
entdo a equacdo (5) assume a forma:

nzun = U {5]

em que a® = E‘ isto é, a depende da tensio e da densidade da corda.
A equagiio (6) é denominada equagio das ondas unidimensional.

Se a corda possui comprimento L, e estd fixada nas extremidades, ela
satisfaz as condigdes,

u(Dt) =0 e w(L,t)=0¢t2>0, (6)

as quais sio denominadas condi¢des de fronteira.

A posicio inicial da corda no instante ¢ = 0 ¢ a velocidade inicial da
corda determinada pela funcéo g, sio determinadas por,

u(z,0)=f(z) 0<z<L (M)

ulz,0)=g(z) 0<z<L (8)

Tem-se entio o seguinte problema de valor inicial e de contorno,

%%_a*z%; D> Lit>0;

u(0,t) = u(L,t)=0; (9)
u(z,0) = f(z); Decz<L

u(x,0) = glz); D<z<l

o qual descreve o deslocamento u{z,t) de uma corda vibrante, com extre
midades fixas, posigao inicial f(x) e velocidade inicial g(z).
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A solugio do problema (10} é obtida utilizando-se o método de sepa-
ragio de varidveis.
Escrevendo a solugiio u(z, t) na forma:
ulx, t) = X(z)T(¢L) (10}
ohtém-se de {10), as equacdes diferenciais ordindrias de 2*ordem da forma:

X' 4AX =0 (11)

T + 2T =0 (12)
em que A é uma constante positiva,
Das solugdes de (12) e [13) e, considerando-se as condigbes iniciais e de
fronteira, resulta que, para cada n, as solugdes de (10} sio da forma,

at
gz, 1) =Ch scunzzmam'u-t = Kﬂsmﬂseni (13)

L L L

e, pelo principio da superposicio, obtém-se a solugio:

al
ulz,t) = EC SmEcﬂsm;M + K,.senﬂzrsenni

(14)

Para determinar as constantes C,, e K, sao analisadas as condigbes
iniciais, isto &
u(z,0) = flx) e wulz,0)=g(x)
portanto
nrx

u(z,0) = Ec“am— = f(z)
n=1

em que as constantes O, sio os coeficientes da série de Fourier em senos
para a fungio f{x), em [0, L], isto &,

2 nrx
Eﬁ f{z}seanx n=12 (15)

Supondo que a série possa ser derivada termo a termo em {, entao a
condigio u,(z,0) = g[x) implica

u(x,0) = Z K, E—“;E.aenﬂ = glx)
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logo,
nwa 2 b nrx
— K, == —dr
T K T £ glz)sen T
da qual se obtém:
9 L
K, = f g(zjsm$dz (16)

TERT 0

Conclui-se entao de (16) e (17) , que a fungio ufx,t) dada por (15)
¢ a solugio do problema (10} satisfazendo as condighes de fronteira ¢ as
condigdes iniciais

A CORDA DEDILHADA

Diversos instrumentos musicais sio constitufdes por cordas vibrantes,
com suas extremidades fixas. Por exemplo, as cordas de um violino, de um
violdo, ete. Ao perturbar-se uma corda vibrante a perturbaciio se propaga
para o restante da corda, e, a0 mesmo tempo a vibragio provoca uma pe-
quena alteragio na pressio do ar, propagando-se come uma onda sonora
pelo do ar e nosso ouvido € sensibilizado por essas ondas, &s quais se da o
nome de sensacoes sonoras,

Considere, para eada n, as fungdes,

gz, t) = C, sf*nﬂzxtns m::t + H’,,sen.ﬂL sennwal L
dadas por (15), as quais sio solugdes da equacio de onda ¢ satisfazem as
condigoes de fronteira, u(z, 0} = u(z, L) = 0. As fungbes u, sio chamadas
ondas estaciondrias no sentido que os pontos x tais que 2= = Kr, K =
0,1,2... resulta que sen™= = ), portanto, esses pontos permanecem para-
dos e sio denominados nés da onda estaciondria. O comprimento de onda
é a distancia entre dois nds.

Ezcrevendo
Ca
=VOI+E] e O=ardgr” (17

entiao pode ser eserita na forma:

wat w
gz, t) = ansen[T + 05 sennl‘x

(18)

nmE

portanto as ondas estaciondrias sio os graficos da funcio senEE cuja am-
plitude varia com o tempo, e dada por o, ... ... oy



Para cada ¢ fixo a configuragao da corda & descrita por uma sendide.
Os grificos abaixo nos mostram as trés primeiras ondas estaciondrias,
Para n = 1 temos a primeira onda estaciondria, ou modo fundamental de

vibracio, dada por

m(z,0) = aysen( T+ 0,) sen(Z5)

N,

0 L x

Figura 3 - Primeira onda estaciondria.

Se n = 2, temos a segunda onda estaciondria e, se n = 3, temos a ter-
ceira onda estaciondria como mostram as figuras (4) e (5) respectivamente.

Figura 4 - Segunda onda estaciondria.

Figura 5 - Terceira onda estaciondria.

Ohbserva-se também de (19) que o movimento de cada ponto z fixado

da corda, a fungio u,(x,t) obedece a uma lei sencidal de amplitude A =
an sen™fE e perfodo T, = % e freqiiéncia dada por wy, = 2¢. Assim, a

[reqiléncia de vibracio de todos os penles da corda é a mesma. A reqiléncia
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fundamental ou primeiro harménico = = 37 = ﬁﬁ esta relacionado

com a altura do som produzide por um instrumento de cordas.

A freqiiéncia da vibragio é o nimero de vezes que a corda vibra por
segundo, quanto maior a freqiiéncia de um som , mais agudo ele serd. A
freqiléncia de vibracio de uma corda depende do material da corda e da
tensao com que ela estd esticada. Quanto maior a tensio na corda, maior é
a altura do som.Do mesmo modo, quanto menor € o comprimento da corda
mais alto é o som .isto €, a altura do som aumenta na razido inversa do
comprimento da corda.

Analisa-se a seguir,o modelo que descreve o movimento de uma corda
flexivel, presa nos extremos e posta a vibrar ao ser dedilhada |, devide a um
deslocamento da posicio de equilibrio.

As configuracdes da corda sio aquelas deseritas pela fungio u{x,t) a
qual ¢ solucao do problema de valor inicial (10) cujas condigbes iniciais sio
descritas por

B ba, D<z<k
flz)= { WL-z), §<az<l (19)
g(z) =0
&
1
E,‘}f_ L o y=1(x)
il L/ L
2

Figura 6 - Corda Dedilhada.

O grafieo da Figura 6 mostra uma corda de violine ou de violdo |, de
comprimento L ao ser dedilhada no ponto é—

Considerando as funcoes f e g definidas em {20), a solugio do problema
(10) é dada por (15) com K, = 0e €, = 3L gen®® n=12...... Assim
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o n-ésimo harménico & dado por,

4hL nwat i nTT
—— COS—— SEfl— SEN
mint L 2 I

uy(z,t) = n=12._ {20}

Observa-se que como a corda foi dedilhada em = = £ os harménicos
pares permanecem mudos. O primeiro harménico nunca é mudo.

A configuraciao de u(z,t) ¢ a superposicao desses harmdnicos.

CONCLUSAO

O modelo da corda dedilhada exemplifica o comportamento das solugoes
da equacio da corda vibrante , presa nos extremos e conhecem-se as condigbes
iniciais. Essa andlise das solugdes nos dao informacgdes sobre as vibragoes
das cordas dos instrumentos musicais.As ondas sonoras captadas pelo ou-
vido humano séo o resultado dessas vibragoes.Os resultados obtidos desse
estudo da corda vibrante podem ser aplicados a outros problemas modelados
pela equacao das ondas.
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