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RESUMO

Este projeto teve como objetive fazer um estudo do que é um mo-
delo matemidtico, sua importincia; o que ¢ modelagem matemitica, quais
05 passos a serem seguides e o estude de modelos matematicos, Foi rea-
lizado um estudo do modelo matemdético relacionado ao acimule de dro-
gas terapéuticas no organismo. Observaram-se as condigies ¢ as hipiteses
para a construgio desse modelo com a finalidade de desenvolver a capaci-
dade para entendé-lo e poder aplicd-lo, por analogia, a outras situagoes.
FEstudou-se também um problema biolégico, de crescimento celular no qual,
para ser melhor entendido, combinou-se o método experimental com a teo-
ria matemitica,
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ABSTRACT

This research was carried out with the aim of realizing what a mathe-
matical model is and its importance; what a mathematical modeling means,
the steps to be followed and the study of mathematical models. A study of
the mathematical model related to the accumulation of therapeutic drugs
in the organism was conducted. The conditions and hypotheses for building
up this model were observed for the purpese of developing the capacity to
understand it and, by analogy, be able to apply it to other situations. A
biological problem of cellular growth was also studied and it could be better
understood by combining the experimental method with the mathematical
theory.

Key words: differential equations, proportional quantities, mathematical
models, variation rate,

ITrabalho de Iniciacio Clentifica (PROBIC = UNIFRA).
*Curso de Licenciatura Plena em Matematica - UNIFRA.
A alaborador.

A0rientador.



134 Disciplinarum Scientin. Sérim Cifncias Exatas, 5. Maria, v.3, n.1, p. 133148,

INTRODUGCAO

O trabalho dos matemaéticos, no presente ciclo de desenvolvimento,
sido o de captar as possiveis situactes problemas do plano mental abstr
relacionando-as com as idéias de quantidade, forma, bem como represe
los e operacionalizd-los no plano mental concreto, por meio do simbaoli
algébrico e de operaches matematicas. A modelagem matemaética comn
no estabelecimento de um conjunto de ferramentas que permite fager |
andlise tedrica de uma dada situacio. Aspectos externcs desses mods
como sistema de representacio decimal e os algoritmos para implementa
das operacgies matemdticas, constituem uma das invengoes cientificas 1
bem sucedidas da histéria da humanidade (BASSANESSI et al., 1988).
sim séo construfdes os modelos matemdticos, os quais evoluem através
tempos e acabam, &s vezes, substituidos por outros mais abrangentes e
cagzes,

Este trabalho teve como objetivo estudar modelos mateméticos e a
lidade das aplicagdes e modelagio matemdtica no ensino. Como justificat
o trabalho surgiu a partir da necessidade de se desenvolverem estratégi
se obterem solugbes para melhor compreensao de situagdes problemas
razao principal é procurar aprender algo a respeito de fendmenos fisi
quimices, biologicos e outros que surgem no mundo real, transformand
em equacies mateméaticas.

METODOLOGIA

Este trabalho teve como metodologia a revisio bibliografica do tipo
menéutica. Foi realizado um estudo de modelos mateméticos, observa
suas aplicagbes e simulagbes com a finalidade de desenvolver a capacid
para entendé-los e aplicar, por analogia, a outras situaches.

MODELOS MATEMATICOS E SUAS APLICACOES NO |
SINO

AS LEIS E LINGUAGEM A MATEMATICA

As leis do universo estao em grande parte escritas em linguagem mat
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como a taxa, na qual, a quantidade = = f(t) varia em relagio & varidvel
independente “f", entdo é natural que equagbes envolvendo derivadas se-
jam, freqiientemente, usadas para descrever o universo em mudanga. Uma
equacio que envolve uma fungio desconhecida e uma ou mais de suas
derivadas ¢ chamada uma Equagdo Diferencial

Neste trabalho, tratou-se de modelagem matemdtica envolvendo equa-
goes diferenciais, sob o ponto de vista da matemdtica aplicada. O estudo
da modelagem por meio de equagbes diferenciais tem duas metas:

l.descobrir & equacao diferencial (modelo matemdtico) que descreve
uma situagio fisica especifica;

2.achar a solugio apropriada dessa equagio,

A obtengio de um modelo matemdtico pressupde a existéncia de um
procedimento que interpreta os simbolos e operagoes de uma teoria matemé-
tica em termos da linguagem utilizada na descricho do problema estu-
dado (BASSANESI et al.,1988). Assim, com uma interpretagio adequada,
transpde-se o problema para a matemdtica, na qual, serd estudado pelas teo-
rias e técnicas préprias desta ciéncia. Isso pode ser observado em exemplos,
como a difusio de calor.

DIFUSAC DE CALOR

A lei de resfriamento de Newton pode ser formulada dessa maneira: a
taxa de variagio temporal da temperatura T(t) de um corpo, sem fonte in-
terna, ¢ proporcional & diferenga entre T e a temperatura A do ambiente em
volta. Que simboloes e operagoes matemédticas devem usar-se para descrever
eata lei fisica?

Para responder a esta questio, observa-se que as idéias-chave sio taxa
de variacio e proporcionalidade. A taxa de variagio é a derivada T°(¢), que
é proporcional & diferenca T(t) — A. Logo, existe uma constante positiva k
de modo que

& = —K(T - A) m
= .
Observa-se que, se T > A, entao 4T < 0, de modo que a temperatura T'(t)
¢ uma fungio decrescente de t, e o corpo estd esfriando. Por outro lado, se
T < A, entio % > 0, de maneira que T cresce. Isto também justifica o
sinal negativo na equagio (1).
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Assim a lei fisica é traduzida em uma equagao diferencial. Dados os
valores para k e A, encontra-se uma formula explicita para T(t) e, entao,
pode-se predizer a temperatura do corpo no futuro.

Verifica-se que cada funcio da forma T(t) = A + Ce™** ¢ uma solugio
da equacio diferencial 4L = —k(T — A).

Mesmo se conhecendo o valor de k, a equacio diferencial % = =k(T -
A) tem infinitas solugdes diferentes, da forma T{t) = A 4 Ce™™F, uma para
cada escolha da constante arbitrdria ©. Isto é tipico de equacies diferenciais
em geral.

APLICAGAD DO MODELO

Como exemplo de aplicagio do modelo Difusio de Calor, pode-se citar
o resfriamento de uma xicara de café (BOYCE et al., 1997). A temperatura
de uma xicara de café obedece & lei de Newton de resfrismento. Se o café
estd a uma temperatura de 90°C logo depois de coado, um minute depois, a
temperatura diminui para 85°C em uma cozinha que se encontra & tempe-
ratura de 25°C, determina-se o tempo que o calé levard para chegar a uma
temperatura de 65°C aplicando-se a solugio da equagio diferencial (1),

De fato, de T{t) = A + Ce™ ™, tem-se:

90 = T(0) = 25 + Ce~ kP
85 =T(1) =254 Ce ¥,

Segue-se daf que C = 65 e que e * = 0, 9200, de modo que

k= l’ﬂ%‘ = {1, 08338. Com este valor de k a equacio diferencial em (1)
& % = !n‘—;}j‘i{'f‘ — A) = —0,08338(T — A) e, com valor de & = 65,
A = 25°C tem-se a solugio particular T{t) = 25 = 65e~ 008380 qun 5o
tisfaz as condigies dadas. Dai, pode-se predizer a temperatura num tempo
futuro; por exemplo, o tempo, para a temperatura do café chegar a 65°C,
serd obtido resolvendo-se a equagio 65 = 25 4 657998 o shtendo-se,
aproximadamente, £ = 6, 0§ minutos.

A condigio T(0) = 90°C é chamada de condigio inicial porque, fregiien-
temente, escrevemnos equacoes diferenciais para as quais £ = 0 & o ponto de
partida. A figura 1 mostra uma quantidade de solugdes pars temperatura
ambiente igual a 25°C. Os grificos de todas as solugdes de 5T = —k(T'—25)
de fato enchem completamente o plano bidimensional, sem que dois deles se
interceptem. Além disso, a selegio de qualquer ponto no eixo 17 é andloga
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determinacio do valor T(0). Como exatamente uma solugio passa por cada
ponto desses, vé-se neste easo que uma condi¢io inicial T(0) = Ty pode
determinar a finica solugio coerente com os valores dados.

AT
T>A
— E: A
T. //;.‘ -
4 t

Figura 1 - Representacio griafica da Lei de Resfriamento de Newton (BAS-
SANEZI et al., 1988), A constante A representa a temperatura ambiente
(T = 25°C).

Nesse modelo matemitico, a temperatura do corpo s6 atinge a tempe-
ratura ambiente A para { — +o00; entretanto, na realidade, a temperatura
ambiente & atingida num tempo finitol

Observa-se também que com k = 0,08338, A = 25°C e 1" = 85°C,
a taxa de variagio é T° = 0,08338(85 — 25) = =5, isto significa que a
temperatura estd decrescendo a uma taxa de 5 graus por minuto. Contudo,
¢ possivel que nenhuma dessas solugies esteja em perfeita concordéncia
com toda informacio conhecida, Em semelhante caso, deve-se suspeitar
que a equagio diferencial (Modelo Matemdtico), representando o fenémeno
fisico em questio, pode ndo descrever, adequadamente, o mundo real. As
solucies da equacio (1) sio da forma T(t) = A+ Ce ™, em que k ¢ uma
constante positiva. Entretanto, pode ocorrer que, para nenhuma escolha
das constantes k e O, a fungio T'(t) descreva, precisamente, o aumento ou
decaimento da temperatura em relagio i temperatura ambiente. Nesses
casos, deve-se considerar uma equacio diferencial {mais complicada) que
leve em consideragio os efeitos, por exemplo, da oscilagio da temperatura
ambiente. Isso nio deve ser encarado como uma falha do modelo citado
anteriormente, mas como indicio sobre que fatores adicionais devem ser
considerados no estudo sobre difusio de calor.

Essa breve discussio sobre a difusao de calor, ilustra o processo crucial
de modelagem matemética, que envolve:
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1"juma situagio (problema) do mundo real a ser matematizada (por
exemplo, o problema de resfriamento de um corpo citade anterior-
mente);

2%}a formulagio do problema real em termos mateméticos por meio de um
processo de abstragio, identificando e selecionando varidveis essenciais
e formalizando em linguagem natural a situagiao (problema) real: a
taxa de variacio da temperatura, no exemplo citado anteriormente;

3%)a construgio do modelo matemdtico (equagio ou fungio) quando se
substitui a linguagem natural por uma linguagem matemética:
‘% = —k(T=A), T(0) = Ty, no caso do exemplo citado anteriormente;

4")a andlise matemdtica pela resoclugio da equagio obtendo-se a solugio
do problema matemdtico resultante: T(¢) = A + Ce~**, no modelo
citado anteriormente;

5%)a interpretagao dos resultados matematicos feita no contexto da situa-
cao real original, que & numa comparacio entre a solucio obtida via
resolucio do modelo matemético ¢ o8 dados reais (¢ a validagio do
modelo): Quando t — oo, T — 25°C, no modelo apresentado anteri-
ormente;

6%)a interpretacio questionando se o modelo pode ser usado para pre-
visdes da temperatura T para cada instante £, Se nao puder, entio,
modifica-se o modelo até obter um grau de aproximacao aceitdvel.

Assim, pode-se dizer que nesse modelo da difusio de calor, o problema
¢ determinar o tempo que levard o corpo para atingir uma determinada
temperatura, ol até mesmo o tempo que levard o corpo a aproximar susa
temperatura da temperatura ambiente, Pode-se tambeém dizer que um mo-
delo matemdtico consiste em uma lista de varidveis (T e ¢) que descrevem
& situacio dada, com uma ou mais equacdes relacionando estas varidveis:
4L = —K(T - A), T(0) = Ty, que sdo conhecidas ou que se assume serem
verdadeiras. A andlise matemdtica consiste da solugio destas equagies
{aqui para T como uma funcao de ). Finalmente, aplica-se este resultado
matemdtico para responder A questdo original do problema.

O estudo de problemas e situactes reais, que usa a matemdtica como
linguagem para sua compreensao, simplificacio e resolucio, ¢ para uma
possivel previsiao ou modificacio do objeto estudado, faz parte do processo
que se convencionou chamar de modelagem matemdtion,

Conforme foi dito, qualquer fendmeno nao pode ser ,em geral, repre-
sentado de maneira exata, com toda sua complexidade, por uma equagio
matemdtica ou um sistema de equagdes. No entanto, se trabalharmos com
as varidveis essenciais do fenémeno observado, o modelo matemdtico, que
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simula tal fendmeno, poderd levar a solucbes bastante préximas daquelas
observadas na realidade.

Muito freqgilente, obtém-se equagies que envolvem as variaghes das
quantidades (varidveis) essenciais presentes num problema e obtém-se mo-
delos diseretos. No entanto, considerando-se que essas variaches sao ins-
tantaneas, o fendmeno se desenvolve continuamente e as equactes matemati-
cas sio denominadas equagoes diferenciais.

MODELO PARA CALCULO DA ACUMULAGAO DE DROGAS TERA-
PEUTICAS NO ORGANISMO

Um problema fundamental em farmacologia é saber como cai a con-
centragio de uma droga no sangue de um paciente (BASSANEZI et al.,
1988). O conhecimento deste fato permite estabelecer qual a desagem a ser
administrada e o intervalo de tempo em que cada aplicacio deve ser feita.

O modelo mais simples é obtido quando supomos que a taxa de variagao
da concentragio é proporcional & concentraciao da droga na corrente sangiif-

nea. Em termos matemdticos temos: %’f = —ky, na qual & = 0 & uma cons-

tante encontrada experimentalmente, a qual depende da droga. E necessério
o sinal negativo, pois a quantidade de droga y presente na corrente sangiiinea
decresce com o tempo. A constante k € chamada de taxa de decaimento re-
lativo.

Supondo-se que seja dado ao paciente uma dose inicial gy, absorvida
pelo sangue instantaneamente, no instante ¢ = 0 (o tempo de absorcao
da droga &, geralmente, muito pequeno, quando comparado com o tempo
entre as aplicagoes das doses), entio a expressao ¢ obtida resolvendo-se o
problema de valor inicial: % = —ky, (0} = go.

y' + ky = 0& uma equacio diferencial linear (separdvel) de 1* ordem.
Usando o método de fatores integrantes, obtém-se o fator de integracio
I-l[f-j — e PtME _ o[ kde ke

Daf, voltando na equacio y*  ky = e, temos ﬂ%ﬂ = 0. Portanto,
e*ty = ¢ ou y(t) = ce ™, e pela condigio inicial, obtémese: yy = ¢, e como
solugio particular y(t) = yoe**.

Caso nao fossem dadas outras doses ao paciente, uma simples andlise
da expressio para y, permite concluir que y decresce com o passar do tempo,
tendendo a zero quando ¢ cresce muito. Isso pode ser observado na figura
2.
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Figura 2 - Decaimento da concentracio de droga na corrente sangiiinea dao
paciente que tomou apenas uma dose,

Supondo-se que outras doses sejam administradas ao paciente, apds
decorridos intervalos de tempo T, entdo, no instante § = T, a quanti-
dade residual de droga, na corrente sanguinea, é dada pela expressio ) =
wyoe~*T. Dai, aplicando-se num instante T, uma segunda dose da droga
com a mesma quantidade yp, tem-se que y(T_) = woe ** representa o
quanto de droga existia no sangue instantes antes da 2a dose e, y(T') =
woe~ T + wp & a quantidade de droga no sangue, imediatamente apds, a
aplicacio da segunda dose, que também representa a dose inicial y(1") =
Yo = woe*® + yo, no instante ¢ = T. Portanto, para T < ¢t < 2T, y(t) =
Yoe *t=T) oy seja, 1"[2 = (g + we *)e =T} Analogamente, ter-
se-d Ry = (g + woe T )e *T-T) = 9o ¥ | yoe~ 2T representando
a quantidade residual de droga no sangue deeorrido um tempo t = 2T,
w(2T) = woll + e * e T + yp = woll + e *7 + =21, no instante apos
a aplicacio da 3* injecio de quantidade yy da droga. Para 27" < ¢ < 37T,
ter-se-d y(t) = yo(1+e T e T )e~ K21} Generalizando, determina-se
y(t) = (wo E}‘=ﬂe‘j”'}e‘*[“f“"}”'] para (n — 1)T <t < nT.

Dessa forma, depois da n-ésima aplicagio, existird no sangue uma quan-
tidade de droga y(nT) = yo(l + e *7 + e 2T 4+  + e ™T), & uma quan-

tidade residual no instante ¢t = nT igual a Ropy = yo(l + e ¥ 4 ... 4
ek = ek T 4 | 4 ype—(n+IET,

A tabela 1 apresenta uma série de equagdes que descrevemn a acu-
mulacio de uma determinada droga ne organismo administrada segundo
um intervalo regular de tempo (AGUIAR et al, 1988). Como 1+ e %7 4
e Ty e ™ T ¢ q soma de uma progressio geométrica de (n+ 1) termos,

com o primeiro termo igual a 1 e razio igual a ¢ *7, tem-se: y(nT) = R, =
= in T P . e i 1)ET

w. . Entio lim, oo By = limy o0 0 2 5fer— = —B4r, re-

sultando daf o nivel de saturacio da droga que serd expresso por y, =

oo
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Tabela 1 - Equagtes que descrevem a acumulagio de uma determinada
droga no organismo administrada segundo um intervalo regular de tempo
[AGUIAR et al, 1988).

Daose (i) Concentragio [y, — 1) Concantracio residual (Ry)

1 - Ry = yoe =T

5 WT) = yo + goe—*T Ry = yoe~T + yoe-2*T

q y[.:y‘-l} =ya + HE_kT + we-ﬂ-'r Ry = wz—k.'r + ruﬂ—'.!k.'l’ + WE—IH.T
" vinT) = o + ... + goe—™T Rasr = woe™®T 4 ya=intDeT

A figura 3 representa doses residuais, apds sucessivas injecoes de droga
no organismo para um mesmo periodo tempo.

“:r

¥e

¥o

i i i i H .

T 2T 31 4T ST t

Figura 3 - Aumento da concentragio de determinada substincia no sangue
apds a administragio de sucessivas doses até atingir a concentragio limite
vs (AGUIAR et al, 1988).

Pode-se observar qgue:

aleonhecido o valor de g (quantidade de cada dose) e o nivel de saturacio
Ys, entio pode-se determinar o periodo de aplicagio T. De fato de

Ys = T-2%r, tem-se

L . L L (T I
Ys Vs ke

bjtendo-se y, e T, pode-se obter qual deve ser a dosagem yp, pois de
¥s = 7oy resulta: yo = y,(1 — e~ *7),

Assim, eoncluiv-se ¢ estudo do problema sobre dosagem de drogas e
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periodos de injegio. No modelo resultante de absorgio de drogas a que se
chegou, fizeram-se hipdteses simplificadoras: a taxa de variagao € propor-
cional & concentragao da droga na corrente sangiiinea, e a absorcao da droga
se d4, instantaneamente, em relagio ao prazo entre as aplicagdes. Com isso
construiu-se o modelo matemitico:

W= _ky 0<t<T
¥(0) = yo.

e obteve-se a solucao

y(t) = (w0 Y e e M-I (a 1T <t <nT
3=0

Esse modelo permite prever que, quando n — oo, y(nT) = R, — y, =
—Hi  deverd ser o nivel de saturacio da droga. Se isso for coerente com
Aa&m experimentais, o modelo matemético se diz vilido. Se néo for, entdo o
modelo deve ser modificado e melhorado. Isto &, o modelo, ao ser revisado,
deve permitir fazer previsoes do nivel de saturacio para cada periodo de
tempo T. Se néo puder, procura-se-4 outro “mais rico”, que certamente
serd mais complexo, mas, mais coerente com os dados experimentais. Deve-
se buscar a discussfo com profissionais da drea da sadde para aperfeigoar o
modelo e acrescentar outras consideracbes importantes que, numa primeira
tentativa de construciac do modelo, por motivos pedagdgicos, foram omiti-
das.

A figura 4 apresenta um diagrama sobre tomada de decisio na busea de
validagao do modelo para solucionar o problema real de dosagem de droga
(BASSANEZI et al., 1988),

Desintegracao Radioativa Um nicleo atdmico € constituido de prétons
e de néutrons. Os miclecs de um dado elemento com nimero diferente de
néutrons sio chamados isétopos do elemento. Estes podem ser estdveis
ou instdveis. Os micleos dos isdtopos instdveis estao em niveis energéticos
excitados e, eventualmente, podem dar origem & emissiio espontinea de
uma "partfcula”, passando, entdo de um nicleo {pai) para outro (filho) em
nivel energético menos excitado ou fundamental. Essa particula pode ser
alfa (um nicleo de Held), elétron, pésitron (elétron positivo), que pode estar
ou nao acompanhada de féton de radiacio gama. A esse fendmeno dé-se o
nome de decaimento nuclear, ou desintegragio radioativa.



Disciplinarum Scientia, Sdrio; Cilneios Exates, 5. Maria, v.3, n.1, p. 133-148, 2002 143

Ecolta dis vardvets ClCRCHIS - @0 08
Prebierng sl urma hagmges sanenl: A b e
eangea de s ] i
erogm ¢ periode T — A
PR, - ST S——]
rudsriancamonic o relacls so prare
R
0 oo maensdiicg ekl
frodde st undhes i ks
previalies domivel de | SO pROmac o
asheragha pas eads == by
pertosda de splicacta * Sepode, fim. *
n W = ry
tEik
alnlads do modciy Felupho matomte
Quandoa =% vm, [k =T, A i sty
PP — “""-“'é' W
mé_‘_-ll__-:l‘_r * W Tircsl

Figura 4 - Diagrama de bloco apresentando as etapas relacionadas & busca
de possiveis solugdes de um problema real de dosagem de droga e periodos
de injeciio (BASSANEZL et al., 1988).

O tempo necessirio para que o nimero de dtomos (ou a massa) ra-
dioativos, inicialmente presentes, em certa amostra, decaia & metade é de-
nominado de meia-vida Ty, A meia-vida dos dtomos radioativos pode
variar de segundos a muitos milhdes de anos. Entretanto, a meia-vida dos
radioisétopos com aplicagiao na biologia e medicina deve estar dentro de um
certo intervalo de tempo limitado. Por exemplo, a meia-vida do Iﬁ‘, usado
no estude do funcionamento da tiredide, ¢ de 8 dias, enquanto que a do
Dés, empregado na investigacio respiratéria, ¢ de 2,1 minutos e a do Uﬁ”',
utilizado na pesquisa de comportamento metabdlico de proteinas, aglicares
e gorduras, é de 5760 anos.

A atividade de amostra radioativa é medida pele nimero de desinte-
gracao por unidade de tempo. Essa compreensio resultou de experimentos
realizados por Rutherford, Becquerel, Royds, Vilard, ¢ Madeame Curie, en-
tre o final do século dezenove e o infcio do século vinte, Desde essa época
era sabido que a atividade é proporcional ao nimero de dtomos radioa-
tivos presentes em cada instante. Para essa afirmacio, tem-se a seguinte
formulaciio matemdtica [PESSOA et al, 1978): se N = N{i) ¢ o nimero
de dtomos radioativos na amostra no instante ¢, e Ny, a quantidade inicial
destes dtomos, isto & N{0) = Ny, entao, % = — AN, onde A >0 é a cons-
tante de desintegracgio {usa-se o sinal negativo porque o nimero de dtomos
diminui com o passar do tempo e, dai, 4 < 0).

A soluciio ento, para encontrar a expressao N(t) = Nge™, é resolven-
do-se o problema de valor inicial: 4¥ = —AN, N(0) = N,.
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Tem-se que N = "—ffm, em que o A é o niimero de massa do elemento

radioativo e N4 é a constante de Avogadro, que vale 6,02210%mols ™', e
8 razio ’—iéé constante para cada elemento ¢ mede o mimere de dtomos

em um grama deste elemento. De N = Ham resulta 2 - Radm o
entao, substituindo-se na equa.n:a.u = AN, ter-se-d “-n-';-' = —Am. Assim,

em termos da massa do material ra.dloatwo a lei da atividade pode ser
expressa por: mt) = mpe ™, na qual A é uma constante determinada
experimentalmente e my a massa inicial.

Se apds um tempo ty, verifica-se que determinado elemento decaiu uma
porcentagem o da quantidade original entdo, mg — a%(mg) = mge™, ou
seja, (1 = {&)mg = moe " = (1 — &) = e, ¢ assim, —At; =
In(l - Gloud= .Iﬂil—m]

Calcula-se fy9, que é a meia-vida do material radioativo mq, pela

equagio 2 = mge™*1/2, obtendo-se ¢y, = '“2

A constante de desintegracio A caracteriza os niecleos radioativos e
representa o tempo de vida desses elementos.

Seja uma fonte de ouro radioativo (Au'"®), com meia vida de 2,7 dias,
inicialmente eom 100210° dtomos.

Sabendo que ty;; = %2 pode-se achar a constante de decaimento de
Aul . Tem-se ) = I“z = A= E = A = 0,257. Como sao conhecidos

Nog = 1002105 e A = (] 25? substlt.umd&sc esses valores na equacao dife-
rencial N(t) = Nue_“, resulta: N(2,7) = 1002105056727 = N(2,7) =
50210°. Portanto, passados 2,7 dias, a fonte radioativa terd 50210° dtomos;
apds 222, T dias, 25z10° dtomos; apés 322, 7 dias, 12, 5210° 4tomos e assim
por diante {Hgura 5).

Mdrnero de dtormos
-

O 1 Z 3 4 % & T B 8 g 11 12
Tempo de decaimanto (diss)

Figura 5 - Decaimento do Au!®® (OKUNO et al., 1982).
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MODELO PARA CRESCIMENTO CELULAR

O crescimento celular & um problema bioldgico e, portanto, deve ser re-
solvido por experimentacio. [sso nao exclui o uso da modelagem matemitica
na otimizacio dos procedimentos laboratoriais pertinentes ao problema.

A modelagem, para crescimento celular, pode ser realizada por meio do
uso da equagio diferencial. Supondo-se que a massa da eélula seja fungio do
tempo, isto é, m = m(t) e que mg = m(0) seja sua massa inicial no instante
t = 0. Supondo-se ainda que a razao de crescimento da massa celular seja
proporcional 4 massa presente em cada instante, na linguagem matemdtica
tem-se: 47 = km, em que k > 0 ¢ a constante de proporcionalidade. Esta
equacio estd sujeita & restrigho m < M, pois quando a célula atinge um
determinado tamanho, ela se divide.

A solugio geral da equagio diferencial proposta é m(t) = Ae*!. Usando
como condigao inicial mg = m({0), obtém-se a solugio particular m(t) =
maet, com m < M.

Assim, a célula tem um crescimento exponencial até se dividir, isto &,
enquanto mee* < M, o que implica que £ < {In(;L).

Entretanto, o crescimento de uma planta ou animal nao é tao sim-
ples como descrito no problema, haja vista que a divisio celular ndo é um
processo eontinuo.,

Mo infcio, supde-se que existia apenas uma quantidade mg de células
meristeméticas (aquelas que se reproduzem por divisio), responsiveis pelo
crescimento de uma planta. Se as células provenientes da divisio de uma
meristematica também forem meristemdticas, o processo de divisio conti-
nuard e o modelo que descreve esta situagio serd dado por d—a-? = 7m, com
mo = m(0).

Agora, ao se supor que as oflulas originadas da divisdo de uma meris-
temdtica terd probabilidade p de serem meristemdticas e (1 — p) de serem
indivisiveis {diferenciadas), entdo Tornley propis o moddelo:

dm

& Inp Jeommg = m(0). (2)

=m(l + n3

A parte fundamental, neste modelo, consiste em determinar o com-
portamento de p = p(t), e uma primeira aproximagio pode ser dada por
% = —km, em que k é a Ltaxa de diferenciagio das células, e p(0) = 1, ou
seja p(t) = e
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Substituindo-se esta funcio em (2), tem-se 42 = ym(1 — 5, e re
vendo-se o PVI, obtém-se

m(t) = mge(1~ i)

Fazendo-se uma anélise mais aprofundada desta funcio, concluimos
o maximo valor de m ocorre quando 1 - 1:—"; =0, isto é, t+ = 22 També
partir de %’,’l = 0, obtém-se 0s o tempo £ = t+ |1 £ (vt} /2|que sio por
de inflexdo da curva-populagio das células meristeméticas, como mosti
grifico abaixo.

k===

my

0
I
I
I
1

1
1
[
1
il

'I'-

Figura 6 - Populagio meristemética (BASSANEZI et al., 1988),

A produgio de células diferenciadas depende do valor (1 — p(t)) e
populagio n = n(t) é dada pela equacio

dm {np
& - ’rm{1+£ 2]

que ¢ a diferenga entre o crescimento normal das meristeméticas e o cre
mento com diferenciacio,

Usando o valor de m = m(t) obtido anteriormente, tem-se:

dn _ (1Mo
dt " s

Integrando-se essa equacio tem-se que

)t ezply(1- 5000, n(0) =

’T“’T]u'z Y2 o f(= ,‘Fh}uz

n(t) = mo{l — exp[y(1 - %}] B
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Uma andlise qualitativa da funcio n é mais simples, considerando que

2
dn ~0set=0o0ut— tooe ¥ =0 quandot =ts = 75

Conforme figura 7, o crescimento de uma planta se estabiliza depois de
algum tempo.

Figura T - Populagio de células diferenciadas (BASSANEZI et al., 1988).

DISCUSSAO E CONCLUSAQ

O emprego de modelagem matemdtica, na representagio da concen-
tragio de droga na corrente sangilinea de um paciente, tem despertado o
interesse e curiosidade para saber se 0 modelo pode ser usado em situagoes
concretas, Nesse sentido, tem-se dedicado em dar continuidade acs estudos
buscando dados que possam confirmar aproximacoes aceitdveis destes com
o8 que se obtém com o modelo,

Embora a equacio diferencial que modela o fendémeno da radioativi-
dade seja bastante simples, a dificuldade maior esti em realizar as conta-
gens, objeto dos radioquimicos. A equagio diferencial oferece uma melhor
compreensao do processo do que a sua solugio (BATSCHELET, 1978).

Com este trabalhe, percebeu-se com clareza, que a modelagem matemé-
tica contribui, significativamente, no estudo de tépicos das ciéncias exatas,
fisicas e naturais, entre outros.
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