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AS INTEGRACOES DAS FUNCOES ESCADA!
STEP INTEGRATION FUNCTIONS

Michele dos Santos Zeilmann?
Adilc¢io Beust®

RESUMO

No presente trabalho, o objetivo foi realizar um estudo critico e introdutorio
sobre a nocdo de integral seguindo Lebesgue, pela analise da construgdo feita
por Riesz. Num primeiro momento, apresentaram-se alguns conceitos basicos
como a no¢ao de “conjunto de medida nula”, a propriedade “quase sempre” e
outros e, também, foram estudados os fundamentos da integral de Riemann. Na
etapa seguinte, estudou-se a formula¢do do método de Riesz, considerando o
espago vetorial das fungdes escada, em que se definiu a nogao de integral. Entre
outros resultados importantes, foram demonstrados dois lemas fundamentais
que sdo os alicerces do método utilizado. A partir dai, foi obtida a classe das
sucessoes crescentes de fungdes escada cujas integrais sao limitadas, e, as quais,
provou-se que sao convergentes. Foi definido também uma colecdo de fungdes
limites de sucessoes e estendeu-se a no¢do de integral a essas fun¢des. Numa
ultima etapa, por inclusio da diferenca de seus elementos, a nova cole¢ao obtida
foi ampliada a fim de se obter uma extensdo da nog¢do de integral. Essa nova
classe obtida € a classe das funcdes integraveis a Lebesgue e a integral definida
na nova colecdo € a integral da Lebesgue.

Palavras-chave: fun¢des escada, método de Riesz, integral de Lebesgue

ABSTRACT

The present work has as its main purpose to do a critical and
introductory study about the integral function according to Lebesgue, through
an analysis of the construction done by Riesz. In a first moment, some basic
concepts such as the notion of “null measure set”, the property “almost
always” and others were presented as well as the foundations of the Rieman
integral. Among other important results, two fundamental concepts which
are the basis of this method were demonstrated. From this point on, the class
of growing successions of the step function whose integrals are limited, was
obtained; this class of successions has been proved to be convergent. It was
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also defined a collection of the successive limit functions and the notion of
integral was extended to these functions. In a last step, by including the
difference of its elements, the new collection obtained was widened with the
purpose of obtaining an extension of the notion of integral. This new class
obtained is the function class integral to Lebesgue and the integral defined in
the new collection is the Lebesgue integral.

Key words: step functions, Riezs method, Lebesgue integral
INTRODUCAO

A integral de Riemann foi proposta em torno de 1854, pelos trabalhos
de Cauchy e Riemann e, basicamente, consiste em aproximar a area de uma
regido abaixo do grafico de uma fungdo f( f(x) =0 ), pela soma das areas de
varios retangulos, ou seja, a funcdo /¢ aproximada por fungdes escada do
tipo: ¢ (x) =c ,parat <x<i,emquea=1<t,1,<..<t =b.

b n
E, assim, tem—sej ¢ (x)dx = 241_1 c, (-1t ), tal que o supremo do conjunto
b
{J. ¢ : ¢ funcdo escada} ¢ denominada de integral de f.

Entretanto, a partir de 1950, Henri Lebesgue e outros matematicos
comegaram a perceber algumas desvantagens ou limitagdes na integracao de
Riemann. Assim, ha uma certa limitacdo no rol de fungdes que podem ser
integradas a Riemann, por exemplo, a fun¢do

l,sexe QN[0,1]
fw{@%ermmﬂ

ndo ¢ integravel a Riemann, pois o supremo das somas inferiores € zero € o
infimo das somas superiores ¢ um. Outra limitagdo ¢ que a passagem do
limite para dentro da integral ¢ valida somente em casos especiais e, tam-
bém, que o limite de uma seqii€éncia de fun¢des integraveis ndo ¢
necessariamente integravel. Desta maneira, a integral de Riemann apresenta
muitas desvantagens nas aplicagdes, pois surgem nos diversos ramos das
ciéncias, fung¢des que descrevem um fenomeno e que ndo sdo integraveis a
Riemann.

Entdo, para lidar com estas questdes, Lebesgue desenvolveu uma nova
forma de integracdo. Esta integral difere da de Riemann em dois pontos
principais:

- A forma de medir foi alterada e isto possibilitou a inclusdo de novos
conjuntos (ndo somente intervalos) na definicao de fung¢do escada.

- A maneira de aproximar fun¢des por meio de funcio escada foi
modificada, e o conceito de funcdo escada se tornou mais geral.
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Portanto, ao longo desse trabalho dar-se-4 énfase ao estudo da inte-
gral de Lebesgue pelo método de Riesz, em que surgem duas conseqiiéncias
bastante uteis. A primeira € que se 0 < f{x) < g(x) e g € integravel a Lebesgue,
entdo ftambém o €; e a outra € o teorema da convergéncia dominada.

CONCEITOS BASICOS

Para melhor compreensdo do trabalho, serdo enumerados nesta se¢ao
alguns conceitos e notagdes matematicas que serdo, frequentemente utiliza-
dos, no decorrer do texto, a fim de facilitar a leitura do mesmo.

a) Um dado conjunto £ tem medida nula quando para todo € > 0,
existe uma familia enumeravel de intervalos abertos [/ ]k € N, tal que:

HEcU 1 1> ou seja, I, € um recobrimento de E; (i1) Zk_l amp(l) < €,
em que amp(l,) € a amplitude do intervalo /..

Se um conjunto £ tem medida nula, entdo um subconjunto £’ < E
também tem medida nula.

b) Diz-se que uma propriedade P(x) vale “quase sempre” em x € (a,b)
a menos de um conjunto de medida nula.

¢) R(a,b) denota a classe de todas as fungdes limitadas e integraveis a
Riemann num intervalo (a,b), na qual, valem as seguintes propriedades: (1)Se
u,ve R(a,b)e a, Be R, entdo o + Pv € R(a,b);

(i1) J-b[ocu @)+ Bvx)]de= OCJ.bu (x) dx + ﬁJ‘bv (x) dx.

d) um conjunto E € dito espago vetorial quando seus elemantos sdo
chamados de vetores, no qual se definem duas operagdes: (i) Se u, v s@o
vetoreseu,ve E,entdlout+ve E;(ii)Seaxe Reve E,entdo o € E.

e) seja £ um subconjunto de um dado intervalo (a,b), seja, E < (a,b).
A fungio x g(a,b) — R, definida por:

XE(x) =1,xe Ec(ab)
Xy X (1)=0,x¢ EC (ab)

¢ a funcdo caracteristica de E.

f) Teorema de Borel-Lebesgue: Seja F'um subconjunto fechado e limita-
do da reta. De toda familia (A1), A € L, de abertos taisque Fc U Ae L e
o(au+ Bv)=co@(u)+ B @(v)paratodo par de vetores u, v € E e todo par de
escalares o, S € R sdo chamadas funcionais lineares.

h) Dada uma funcdo u: (a,b) — R, definem-se as partes positivas e
negativas de u, da seguinte maneira: u" =u v e u = (-u) v 0, em que 0 € a fungdo
nula.
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(1) Uma série Z _, u, converge uniformemente se, e somente se dado

€> 0 existir n, (dependendo apenas de e) tal que | Z;_n uj(x) | < &, para todo
xe Aetodos m<n>n,

INTEGRAL DE RIEMANN

A nocao de integral de uma fungdo como calculo de uma area surgiu
no século XVII, juntamente com o Teorema Fundamental do Célculo,

que afirma que F'(x) = J f (@) dt,isto é F'(x) =f(x), sendo F (x) uma primitiva

de f (x). Esta igualdade era valida somente para fun¢des contimuas num
dado [a, b] e a nogdo clara de continuidade s6 apareceu no século XVIII,
mas so esta exigéncia ndo foi suficiente.

Foi ai nesse contexto que, aproximadamente no ano de 1852, Riemann,
um estudante de doutorado apresentou o seguinte problema: “Em que condi-
cOes uma certa funcdo ¢ integravel?” E, a partir dessa pergunta, foi possivel
definir a integral e seus critérios de integrabilidade:

Seja u: I — R uma fungdo limitada e continua num dado intervalo
(a,b) e D uma decomposi¢do de /, tal que: ]\4] = sup [u(x): x € [xj_l, xj]} €o
supremo de u(x) e m, = inf {u(x): x € [xj_l, xj]} ¢ o infimo de u(x), e ainda,

k k
s D)= 24 _m(x-x_)éa soma inferior de u(x) ¢ SuD) = 24 M(x )
¢ a soma superior de u(x).

b b
Dai, é possivel deﬁnirJ u(x)dx e J u(x)dx como sendo a integral inferi

a

or ¢ a integral superior de u(x), respectivamente.

b b
Assim, se s(u,D) < S(u,D), tem-se que J u(x)dx < J u(x)dx e u(x) ¢

a a

b

b b
integravel quando: J u(x)dx :J u(x)dx= J u(x)dx, que € a integral de Riemann

num dado intervalo (a,b).
Ainda, para Riemann, € considerada a cada decomposi¢ao D de (a,b),
tal que S(u,D)* - (u,D) < &, a soma:
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k
S= 2,-_1 [A u(x,, + D),
tal que Aj =X, - X, em que:

b

Lu(x)dx = A:l{{nizlfzmj}_mS =L.

A partir dessa analise, € possivel escrever o seguinte resultado devido
a Riemann:

“A condi¢do necessaria e suficiente para que uma funcio u:(a,b)—>R
seja integravel a Riemann em um dado intervalo (a,b) € que u(x) seja conti-
nua quase sempre em (a,b)”.

Assim a propriedade mais importante das fungdes integraveis a
Riemann € que se # € R(a,b) e x € (a,x) entdo u ¢ integravel em (a,x) por
Rieman, ou seja, a restri¢do de u a (a,x) € R(a,x). Entdo € possivel construir

a nova fun¢do w:[a, b] » R tal que w (x) = J u(t)dt. E, ainda, diz-se que a

funcdo v:[a, b] — R ¢ integral definida de u se v é dada por v(x) = w(x) + ¢, em
que ¢ € uma constante real arbitraria. Dai, obtém-se que u € R(a,D) as integrais

indefinidas de u sdo obtidas por v(x) = J u(t)dt + c.

Sabe-se que se u ¢ uma fung¢ao continua em (a,b), entdo toda integral
indefinida v, de # ¢ uma primitiva de u, isto €, v’(x) = u(x) para todo x €
(a,b). Reciprocamente, se u ¢ continua em (a,b), uma fun¢do v:[a,b] — R é
primitiva de u se e somente se, v ¢ uma integral indefimida de u. Este resul-
tado ¢ bem conhecido por ser o Teorema Fundamental do Célculo, pois no
espago C(a,b) das fungdes continuas em (a,b), ele nos d4 uma relagdo har-
moniosa e simples entre a derivacao e a integracdo no sentido de Riemann.

Entretanto, se a fungo u de R (a,b) ndo for necessariamente continua,
entdo pelo resultado devido a Riemann, u é continua quase sempre em (a,b)
e o que afirma € que as integrais indefinidas de u sdo derivaveis quase sem-
pre em (a,b) e, mais detalhadamente, nos pontos de continuidade de u, tem-
se, v'=u. Desta forma, conclui-se que as integrais indefinidas de , quando
se entende por “primitiva de u” toda funcdo v que satisfaz v’(x) = u(x), para
todo x € (a,b). Logo, esta defini¢do de primitiva na forma anterior ¢ muito
exigente e a que sera adotada € a que segue:
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DEFINICAO

Seja u:(a, b) — R uma fungio continua. Diz-se primitiva de u, toda a
fun¢do v:[a, b] — R derivavel quase sempre em (a, b) e que satisfaz v’ =u
quase sempre em (a,b).

O exemplo, a seguir, mostra que a reciproca nao ¢ verdadeira, existem
primitivas de # € R (a, b) que sdo integrais indefinidas de u.

Exemplo: Seja v a fun¢do definida por:

_4[1se0SxS3
v(x) = |25e3<x<5

Nota-se que v ¢ uma primitiva da fun¢do u identicamente nula em
(0,5), mas ndo e 'uma integral indefinidade « pois as integrais indefinidas de
u sdo as fungdes constantes em [0,5].

Contudo, observa-se que o conjunto das integrais indefinidas de u €
R(a,b) esta contido no conjunto de suas primitivas e, assim, dentre as primi-
tivas de u, como caracterizar as que sdo integrais indefinidas? A resposta a
esta deficiéncia e outras de Integral de Riemann ¢ que motivou a defini¢do da
integral de Lebesgue, o que sera feito a seguir, pelo método de Riesz, a partir
das fung¢des escada.

INTEGRAL DE FUNCAO ESCADA

Com o aparecimento de fungdes mais gerais, exigindo formulacdes
mais fracas que as de Riemann, surgiu a possibilidade de estudar a
integrabilidade da soma de uma série convergente através da integragao ter-
mo a termo. E, assim, ¢ fundamental a no¢do de fun¢do escada a fim de
introduzir um estudo sobre a integral de Lebesgue, a qual tem como alicerce,
neste trabalho, dois lemas fundamentais, resultados propostos por Riesz.

DEFINICAO

Diz-se que u:(a,b) — R é uma fungio escada, se existe decomposi¢do
D em (a,b) tal que u € constante em cada subintervalo /= (x, , x,), com
k=1,2,....nde D.

Exemplo: A fungio u:]-2, 2[ — R definida por:

k-1°

u(x) = klim 1
T 1k

¢ uma funcao escada.
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A decomposicdo D ndo ¢ determinada univocamente para cada u € é
sempre possivel ser refinada, acrescentando novas subdivisdes aos /_de D,
associadas a u

Se um numero finito de pontos de um intervalo (a,b) for retirado,
ainda ¢ possivel obter uma fun¢do escada, conforme o lema a seguir.

LEMA

Se u e v sdo duas fungdes escada definidas em um intervalo (a,b),
entdo existe uma decomposi¢io D desse intervalo (a,b) associada simultane-
amenteawueav.

DEMONSTRACAO

Sej am D, e D, decomposi¢des associadas a u € a v simultaneamente.

E possivel considerar D = D, + D, por acréscimo a D, dos pontos de
D,, e vice-versa.

Portanto, D esta associada simultaneamente au e a v.

Com base no lema, descrito anteriormente, define-se S (a,b) ou S,
como a classe das fung¢des escada definidas num intervalo (a,b) que é um
espago vetorial real.

Se u e v sdo fungdes escada definidas num intervalo (a,b), entdo u v v
e u A v também sdo fungdes escada. Logo, S, € um reticulado vetorial real.

Desta forma, a fim de obter essa classe de fungdes escada, serd defini-
da a integral em §,

INTEGRAL EM §,

DEFINICAO

Sejau € S, e D uma decomposi¢do de um intervalo (a,b) associada a

u € seja ¢, um valor constante assumido por u em intervalo / = (x_, x,) de D.

n
Logo, o nimero real Zﬁck(xk -x, ) € a integral de u em (a,b) isto ¢€:

J-u = J.ju(x)dx = Zk:lck(xk -X,)

Agora é preciso provar que a integral de uma fung¢ao escada definida
em S, ndo depende da decomposigdo D considerada, na proposi¢do a seguir.
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PROPOSICAO

Se u € S, entdo a integral de u em (a,b) ndo depende da decomposi-
cdo D de (a,b), associada a u.

DEMONSTRACAO

Sejau € S (a,b) e sejam duas particdes associadas a u, tais que T, =
la=x<x <x,<..<x =b},m,={a=y,<y <y,<..<y =bj

A integral de u com a particdo 7w, € I, = ZH clx, -x,_).

Fazendo m =7, U ©t, em cada intervalo (x,_, ,x,), de T, € possivel

k-17
k

Zn(k) =X

. k k k
encontrar pontos de 1, de maneira que x, | =z <z, <z, <..<
observando que:

k2

k k k k

ko k ko k
X = X — (Zn(k) - Zn(k)-l) T (Zn(k)-l - Zn(k)-Z) Tt (Zz - Zl) T (Zl - Zo)

tem-se:

I = Zkzlck(xk -X, )= Z G Z

P

n(k) n(k)

. (z,-2,)= ZHZ;H clz,-z,)=1In

Esta integral de u com a parti¢ao . Analogamente, € possivel mostrar
quel,=1.

Assim, I =1, ou seja, a integral ndo depende da partigo.

Agora, serdo enunciados e demonstrados dois lemas fundamentais para a
constru¢ao da defini¢ad de integral de Lebesgue apresentada por Riesz.

Estes lemas serdo indicados, no texto, como Primeiro Lema Fundamen-
tal e o Segundo Lema Fundamental e, para a compreensdo destes dois lemas,
serdo consideradas as seguintes observagdes:

(DSeax e Ref e Reu,ve S, entéoj.(au+ﬂv)=.[au+j,3v=

b
o |u+ B |v,istoé, u— |u, é uma aplicagdo que acadau € SoeuSv:>J. u

b b ¢

< I v, significa que o funcionamento linear u — J u>0ems§S,.

(2) u < v significa que existem decomposi¢des D, € D, de (a,b) associa-
das, respectivamente a # € a v tais que u(x) < v(x), para todo x € (a,b) distintos
dos pontos de divisdade D, + D,. Pode-se admitir z(x) < v(x) uma vez que, se

forem alterados os valores de uma fung¢ao escada em um numero finito de pon-
tos, sua integral nao se modifica.
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PRIMEIRO LEMA FUNDAMENTAL
Seja (1) uma sucessdo decrescente de fungdes escada ndo negativas
b
em um intervalo (a,b). Se {ZZO u, =0, quase sempre em (a,b), entdo lkzzzo J-auk =0.

DEMONSTRACAO

Seja E, = {x: u,(x) € descontinua} e £ = UH E, € enumeravel. Logo,
E tem medida nula .

Seja F o conjunto de todos os pontos em que a sequéncia (u,) ndo
converge para zero € que possui, por hipotese, medida nula.

Assim, tem-se G = E U F e G tem medida nula.

Dai, dado £> 0, existej =(j ),em que j € um recobrimento enumeravel
de G, tal que:

iclU e 2 amp(j ) < € M > sup{u (x); x € (a,b)}
n=1 n=1 2M
Seja p € (a,b) - G entdo %{me u(p)=0.

Logo, existe um nimero natural m, que depende de p ¢ &, tal que
u(p)=__¢€ :
2(b - a)
Como p ¢ G, u, € continua em p e, como u ¢ uma fung¢do escada,
existe um intervalo aberto /(p), para todo x € I(p), tal que u (x) < _€& .

2(b-a)
Como a seqiiencia (u,) € decrescente, para todo k > m, tem-se u,(x) <
u (x)<__&
2(b-a)

Sendo I = {I(p); p € (a,b) - G}, vem que: [ U G ¢ uma familia de
intervalos abertos que cobre [a,b].

Dai, pelo teorma de Borel-Lebesgue, existe uma familia finita de in-
tervalos /U j que ainda cobre [a,b], dada por {G, ©,, ..., G, I(p,), I(p,), ...,
Ip)yeoc.e Gellp) e 1L

Seja k = U%ll(pi),j = U_Sl o, e §=jN[a,b], entdo:

b b
0<[u=]non)=m
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b

b
pois, x, +x, = 1, e ainda M= j uX, + J Uy,
Dai,

e h oo
<u, 2
ausz = U, n:1< u,

ux.< € (b-a)=¢
2(b-a) 2

Ya

b
portanto, 0 < J u < et éeu

a

RECIPROCA DO PRIMEIRO LEMA FUNDAMENTAL

Seja (u,) uma seqiiéncia decrescente de fungdes escada ndo negativas.
b
Se lim | u, = 0, entéo klifzz u,= 0 quase sempre em (a,b).

k—oo a

DEMONSTRACAO

Para cada x, tem-se que I{Ti u (x) = u(x), pois u,(x) € uma sequéncia

numérica decrescente e limitada por zero.

E suficiente provar u(x) = 0 quase sempre num intervalo (a,b). Para isso,
sera considerado o conjunto Ej = {x € (a.b): u(x)> 1/j} como sendo o conjunto
de pontos em que u # 0.

Portanto, sera provado que, para cada j € N, o conjunto £, tem medida
nula. Dai, como u (x) 2 u(x), tem-se E cA,,onde 4 = {x€ (a,b): u(x)> l/xj.

Como u, ¢ fungdo escada, entdo 4, € uma unido finita de intervalos disjuntos
I,L,..,1

oy s I
Seja § = U I
A1

Como u,(x) = u (x)x,, entdo:

b b s
J u,(x)dx 2 j u (x)x,(x)dx = 1/j Z amp(]p)
a a Jj=
b
e como /im | u, =0, entdo dado € > 0, existe k € N, tal que para todo k> k,

k—ood g

b
tem-se J u, <E.

a
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Logo, dado £> 0, para k suficientemente grande, vem que:
b s s

€> j u, > 1/j Z 1amp(lj) = Z lamp(]/.) <gj
a J= Jj= p

¢ como Ej C UH I, Ej tem medida nula.

SEGUNDO LEMA FUNDAMENTAL
Seja (u,) uma sucessdo de fungdes escada em (a,b), crescente e tal que
a sucessao das integrais (Juk) tenha um majorante finito, isto ¢, existe M tal

que Juk < M, para todo k € N. Entdo, a sucessdo (u,) converge para um
limite

finito # quase sempre num dado intervalo (a,b).

DEMONSTRACAO

Considere (u,) um seqliéncia positiva, pois L.ll.(x) Su,(x) <. S u ().
Dai, a sequéncia (u ) = u, - u, também € positiva.
Seja E, = {x: [im u,(x) = oo }. E necessario mostrar que € tem medida
k—>o0
nula:
Dado € > o, tem-se os seguintes conjuntos: E, = {x: u,(x) > M/e}, e

aindaE, CcE, _cC..CE_ e E cCcU E .
€ 2,e ke 0 =1 ke

Como as u, sdo fungdes escada, para cada k, o conjunto £ __ ou €
vazio, ou ¢ a unido de intervalos disjuntos contidos em (a,b).
Denota-se por m, . a soma das amplitudes desses intervalos, tal que:
ity

M>Ju —Z c(x

k, . k k . A .
em que c,¢ o valor de u, no intervalo (r;-x,)) de uma parti¢do associada a u,.
Se E, . # 0, entdo € possivel separar o somatorio acima em dois outros

9 29 9
;. k
somatorios 2 e Z , €m que, em Z, tem-se c,> M.
£
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b H] ’
M>J.uk=2=2 +Z >]\_4mk8
a 8 ’

oo

Dai, € possivel concluir que: m, <&, E, , U E _ e¢E temmedidanula.
£ kg =1 ke 0
Sabe-se que, no espago vetorial S, a integral € uma funcional linear e,
assim, este podera ser estendido a um espago vetorial contendo S, que sera
o espago vetorial das funcdes integraveis a Lebesgue.

DEFINICAO

Chama-se S| (a,b) ou S, o conjunto das fungdes definidas em (a,b)
que sdo limites quase sempre de sucessdes de fun¢do em § satisfazendo as
condi¢gdes do Segundo Lema Fundamental, ou seja, a fungéo u: (a,b) > R e
S, se € somente se, existe uma sucessio (u,) crescente de S, tal que a suces-

sdo das integrais (Juk) tem majorante e ;gi’f u,(X) = u(x) quase sempre em x €

(a,b).
Partindo dessa defini¢do, sera definida a integral em S .

INTEGRAL EM S,

Sejau € S, ¢ () uma sucessdo de fungdes em S, satisfazendo o
Segundo Lema Fundamental. Sendo esta sucessdo (u,) crescente, vem que

(J- u ) € crescente € Como J.uk tem majorante, ela converge, isto, ¢, lim Juk
k—>o0

existe e € finito, e, este limite serd a integral de # em (a,b), como elemento de
b

b
S, ouseja, u = J u(x)dx Zklim J u (x)dx.

Para afirmar que a integral em S, esta bem definida, deverdo ser con-
sideradas as seguintes observagdes:

1- A integral em S, ndo depende da sucessio (u,).

2- Parau € §, a integral de u como elemento de S, coincide com a
integral de u como elemento de S,.

A préxima etapa sera estender a integral definida em S, a nova classe
S, mostrando que ¢la esta bem definida e que preserva a ordem.
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PROPOSICAO

Sejam as fungdes u e v € S, definidas pelas sequéncias () € (v,) de
S, satisfazendo o Segundo Lema Fundamental. Se u < v, quase sempre

b b
num intervalo (a,b), tem-se lim J u, < lim J u,.

DEMONSTRACAO

Seja uma fungdo de (,) € seja (u, - v,), com k € N, uma sequéncia
decrescente que converge quase sempre para u, - v, isto €, ;{TZ (u, -v)(x)=

u (x) - v(x) < u(x) - v(x) < 0 quase sempre em x € (a,b), por hipotese.
Portanto: {1_1)730 (w -v) =@ -v)=0.
Utilizando o lema, tem-se que kliizz (u -v) =0,mas,u -v <[u -v]

Dai, para todo £, tem-se:

) J’b
- < v

Ja,-vy<),-v]
rbh b b

u_-lim kalimJ[u -v]'=0
L B SN fk—>o0 a M
ob b

u <lim v,
Jg m fk—o0 a

quando m — oo;

b
lim _[ u <lim u,.
m—o¥a M fooo

COROLARIO

Se a fungdo u € S, ¢ u € limite das sucessdes () € (v,) de S, nas

hipoteses do Segundo Lema Fundametal, entdo /im j u,=lim J. v,, Ou seja,
a integral em S, esta bem definida. [ [

DEMONSTRACAO

Basta considerar v = u e v < u na proposi¢do anterior.
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PROPOSICAO

A integral em §|, quando € restrita as fungdes de S, coincide com a
integral em ..

DEMONSTRACAO

Sejau € S, I (u) e I (u) as integrais de u em §, € S, respectivamente.
Prova-se que seu € § entao I (u) =1 (u).

(u,) € uma sequéncia de fung:ées escada que satisfazem o Segundo
Lema Fundamental ekl_z;zq u,(x) = u(x) quase sempre num intervalo (a,b).

Considerando u, = u, vem que I,(u) = lim IO(thQ; lim [O(il_))m: I (u).

E preciso considerar também que S, ndo € um espago vetorial, tal que
scueve §,comu-vgS ¢S ¢chamado cone convexo, como afirma a
proposicdo abaixo:

PROPOSICAO
Sejaueve S A>0e R.tem-se: )u+ve S e (i) Aue s,

DEMONSTRACAO

(1) Seja (u,) e (v) seqii€ncias de fungdes escada de S, satisfazendo o
Segundo Lema Fundamental, sabendo que (u, +v,) € uma sequéncia de fun-
coes escada que também satisfaz o Segundo Lema Fundamental, convergido
parau +v,daiut+ve § e:

k—>o0 k—o0

b b
Ja(u+v)=klz)T L(uk+vk)—lzm u, + lim Ve —Ju+J

Logo,u+ve S§.
(ii) Seja (Au,) uma sequéncia de fungdes escada crescente, pois A =0,
limitada uniformemente e convergindo para Au, dai Au e S, e:

b b b
Jku=lim Au, = lim A u, =\ lim uk=kju=ku
a k—eo k—eo k—eo g a

Logo, Au e S,.

Como ficou estabelecido, a integral em S| esta bem definida. Entéo, €
possivel afirmar que as funcdes integraveis a Riemann coincidem com as
fungdes integraveis em S, como afirma a proposi¢do abaixo. Para isso, sera
considerado que R(a,b) = {f:(a,b) — R, integraveis a Riemann}.
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PROPOSICAO
Se u € R(a,b) entdo u € §\(a,b).

DEMONSTRACAO

Seja a particdo P de (a,b), tal que P= {a=x,<x <..<x =b}, em
que x, - X, = b-a ¢ seja uma sequéncia de func¢des escada da forma:

u (x) = inf [u(x)] para todo x € (xj_l, xj),j =1,2,..,n

b
(u ) € uma sequéncia crescente de fung¢des escada e J. u (x)dx =
a

su,P )< Jl;t(x)dx.

Logo, J u <M.

a

Assim, € preciso mostrar que /im u (x) = u(x).
n—yo0

Como u € R(a,b) em que u é continua quase sempre para todo x € (a,b).

Sejax, € (a,b) em que u € continua e u(x) - u (x,) <w(/ , x,), em que
I(x,) € o intervalo de P que contém x,.

Sendo u continua em x, € w(x,) = 0, entdo w(/ , x,) — 0 quando »
aumenta.

Dai, lim [u(x,) - u (x,)] = 0, quase sempre em (a,b).

OBSERVACAO

Nota-se que se u € R(a,b), entdo as integrais de u em R(a,b) € §|
coincidem, e que nem toda fung¢do de S, € uma fun¢do de R(a,b), ou seja, a
reciproca da proposicao anterior, ndo ¢ verdadeira, de forma geral conclui-
se que: S (a,b)  R(a,b) & S\(a,b).

A proxima etapa serd para definir a integral de Lebesgue-Riesz e de-
terminar as funcdes integraveis a Lebesgue e suas caracteristicas, aprimo-
rando a integrabilidade termo a termo da soma de uma série convergente.

DEFINICAO

L(a,b) € o subespago das fungdes reais geradas por S|, no qual L(a,b)
¢ um reticulado vetorial, ou seja, os elementos de L(a,b) sdo combinacdes
lineares finitas de elementos de .
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A partir desta defini¢do €, possivel determinar w € L(a,b), da seguin-
te forma:

PROPOSICAO
w € L(a,b) se, e somente se, w=u-vueve S,

DEMONSTRACAO

(&)comoueve S, entdo, por definicdo, w € L(a,b).

(=)Sewe L(ab),entiow=Av, +Ayv,+..+Av AheReve
S,paratodoi=1,2, .., n

Dai, tem-se que w. # 0 e € possivel separar w em duas parcelas, uma com

A.>0=u e outra com A, <0 = v, da seguinte forma: w = Zl.n Av.- Zm (-A)v.
Logow=wu-v. : ’

Convém observar que a forma de escrever as fun¢des de L(a,b) como
sendo a diferenca de fungdes de S|, ndo € unica.

Agora ¢ possivel definir a integral de w, da seguinte forma:

Sejawe L(a,b), w=u-veu,ve §,define-se a integral de w em

b b b
L(a,b) como sendo J w :J‘ u- j v, onde as integrais de u € v sdo definidasem S .
a a a

Para comprovar este fato, deve-se considerarw=u, -v, =u,-v,= ...
=u_-v ,pois aescolha de w como a diferenga de fungdes de S, ndo € unica.
Dai, u, +v,=u, + v, e integrando essa igualdade em §, tem-se que:

J-b b b b b b b b b
u +v =Ju+v :ju-Jv=ju-Jv=...=Ju-J-v=J.w
a(l 2) a(2 1) al al a2 a2 a a a

Logo, fica provado que a integral de w esta bem definida em L(a,b).

Ainda € necessario considerar algumas caracteristicas de L(a,b):

A Proposi¢ao abaixo mostra que a integral em L(a,b) ¢ aditiva e ho-
mogénea.

PROPOSICAO
b
A aplicacdo w — J w ¢ um funcional linear em L(a,b).

DEMONSTRACAO

Sejam w , w, € L(a,b), sendo:
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Hw,=u -v,ew,=u,-v,comu,u,v ev,eES,.
b ob b
L(Wl—i_wz) :,a(u1+u2)'Ja(V1 +v2)
ob J-b b b
=lu -\|v +J-u -J.v
i B B J2m )
ob b b b
:.a(ul 'v1)+Ja(u2_vz):jaW1+jaW2

(i1) Dado A € R tem-se que:

b b b b b
(a) SeA >0, tem—sejkw=kju—kjv=7hj(u—v)=kjw.

ab A a a 5 a b a 5
(b) Se L <0, tem—seJ?Lw=J— lewz-j [ lw=-I1l szxjw.
Assim, pode-se definir o espago vetorial L(a,b) como segue abaixo.

DEFINICAO

O espaco vetorial das fungdes integraveis a Lebesgue € denotado por
L(a,b) e a integral definida em L(a,b) denomina-se integral de Lebesgue.

A integral de Lebesgue, definida em L(a,b), ¢ uma integral definida
em S,. Isto €, se w € S entdo a integral de w como elemento de S, coincide
com a integral de Lebesgue de w. E, como R(a,b) C §, € a integral de Riemann
da mesma fun¢do como elemento de S, conclui-se que toda fun¢do integravel
a Riemann em (a,D) € integravel a Lebesgue e as duas integrais coincidem.
Contudo, ¢ w evidente que a reciproca nao ¢ verdadeira, pois nem toda fun-
¢d0 de S, € uma fungdo de R(a,b).

A proposig¢ao abaixo afirma que w € positiva quase sempre em (a,b):

PROPOSICAO
b
Sejaw € L(a,b) com w 2> 0 quase sempre, entdo J. w=0.

DEMONSTRACAO

Sejaw=u-v,ueve S.Comow=0,u-v=0,entdo u 2 v quase
sempre em L(a,b).

b b
Entao, J U= J V.
a a

b b b
Dai,Ju—ijO,vemqueJ.WZO.
a a a
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O coroldario, a seguir, afirma que L(a,b) € crescente quase sempre
num intervalo (a,b).

COROLARIO

b b
Sejam w , w, € L(a,b). Se w, 2w, quase sempre, entdo J w, 2 J w,.

a

DEMONSTRACAO

Basta considerar w = w, - w, e utilizar a proposi¢do anterior.
COROLARIO
Se w e L(a,b), entdo |Jw| SJ. lwl.

DEMONSTRACAO

Do fato que lwl € L(a,b) e como+w< |wl, conclui-se pelo corolario
anterior, que iJ.wSJ. |l e, logo, |Jw| SJ. lwl.

A proposi¢ao, a seguir, afirma que, em L(a,b), a integral é convergente.
PROPOSICAO

Se w € L(a,b), entdo existe uma sequéncia de fungdes escada (w ), com

limw (x) =w(x) quase sempre, com x € (a,b). E além disso /im J | w - wl=o0.

n—>co

DEMONSTRACAO
Sejaw=u-v,ueve §,. Portanto, existem sequéncias crescentes de
fungdes escada (u ) e (v), cujos limites sdo finitos, ou seja, limu =u e limv =v

n—co n—c0

Asequénciaw =u -v € constituida por fungdes escadae limw =w.

n—c0

Ainda:
b b b b b
J|wn-w| = j |(un-vn)-(u-v)| < j |un-vn| + J |vn-vn| = j(u-un)+

b
_[ v-v)—> 0
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b
Logo: limJ‘ |Wn-W| =0

n—oo

E importante salientar que, a partir de S, foi determinada uma classe S,
constituida de fungdes que sao limite quase sempre de sucessoes de fungdes de
S,» satisfazendo as hipoteses do Segundo Lema Fundamental.

Assim, na etapa seguinte, serdo enunciados alguns teoremas de conver-
géncia que facilitam a compreensao da integracdo termo a termo.

Inicialmente serd enunciado o Teorema da Convergéncia Mondtona ou
Teorema de Beppo Levi que garante que o mesmo método utilizado para cons-
tru¢do de S, for aplicado em L(a,b), ndo sera obtida uma nova classe de fungdes.

TEOREMA DA CONVERGENCIA MONOTONA
O Teorema da Convergéncia Monotona ou Teorema de Beppo-Levi é

valido para as sucessdes mondtonas cujas sucessoes das integrais € limitada,
por isto, pode ser escrito nas formas crescente ou decrescente.

FORMA CRESCENTE

Se (w ) € uma sucessdo crescente de fungdes de L(a,b) cujas suces
sOes das integrais (J. w ) sdo limitadas superiormente. Entdo (w ) converge quase
sempre para uma fun¢do w € L(a,b) e tem-se que wa =limw .

n—co

DEMONSTRACAO

Seja (u,) uma sucessdo crescente de fungdes de integraveis e supde-se
que existe uma constante 4 tal que Jun <A paratodo n. Seja a série u, + Zn: Vo
paracadan,v =u_ -u . A demostragcdo reduz-se a provar que a série acima

n n+l n
converge quase sempre para uma fungdo integravel v e que Jv = 2 Jvn, pois, se
n=1

este € o caso da sucessdo (# ) convergira quase sempre para a fungao integravel
n

u=u1+veju=Jul+Jv=limJu.
n—oo n
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n-1
Para cada n, tem-se que J. = J-u1 + ZH J.vk € portanto J.Z v = Ju -

=1k
Ju1<A-J 1=B

Sendo v _integravel, pode-se escreverv =U -V ,comU eV em S
n n n n n n 1

n

e dai admitindo U e V' ndo negativas, tem-se que J v L
E possivel afirmar também que (Z V') . €éumasucessido convergente
=1 " ke N

¢ limitada, ¢ ainda, para todo #, vale a igualdade JZ U= Jz v, T J. ‘. Ve

=1 k

conclui-se que a sucessao (JZ lﬁlle)n ¢ limitada. Assim, as séries Z U e Z V
convergem quase sempre para as fungdes U e V, respectivamente em S,. Entéo,

a série Z V.= Z Z V convergem quase sempre parav= U - }J que é uma

n= 1

funcdo integravel. Além disso, tem-se que:

Jvz_[u-_[Vz Zwlj(Un Y= J:ﬂ
"= =1
FORMA DECRESCENTE
Se (w,) € uma sucessdo decrescente de fungdes de L(a,b) cuja suces-
sdo das integrais (J‘un) ¢ limitada inferiormente, ento (u ) converge quase

sempre para uma fung¢do u de L(a,b) e _[u = lim J.un.

n—o0

DEMONSTRACAO

De forma anéloga, a demonstragdo da forma crescente.
Uma consequéncia da forma crescente de Beppo-Levi € a definicdo a

seguir.
DEFINICAO

Dadow e L(a,b) talquew=0¢ J w = 0. Entdo w = 0 quase sempre
num dado intervalo (a,b).
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Também com base no Teorema da Convergéncia Monotona, € possi-
vel enunciar o Teorema de Lebesgue, também conhecido por Teorema da
Convergéncia Dominada.

TEOREMA DA CONVERGENCIA DOMINADA DE LEBESGUE

Seja (w ) uma sucessdo de fungdes integraveis em um intervalo (a,b)
convergente quase sempre para a fungao w. Se existir uma funcao integravel
w, tal que |w | < w, quase sempre, para todo n € N, entdo u € integravel e

tem- sejw—lzmjw 1sto é:

n—seo

J limw (x)dx = llm fw (x)dx.

an—oo

DEMONSTRACAO

Pode-se supor que, para todo n € N, |un| < u,, em todo ponto de
(a,b). Com efeito, ¢ bastante, se necessario, redefinir convenientemente, as
fungdes u em conjuntos de medida nula; as fungdes obtidas serdo ainda
integraveis, suas integrais coincidirdo com a das # ¢ a sucessdo delas ainda
serd convergente quase sempre para #. Com essa hipdtese, ,{ZZZ infu € L(u,)

e, portanto ¢ integravel, mas, por h1potese lzm infu € L(u), eu= lzm inf, u,.
Tem-se J.vnS Ium < J-uo, m 2= n. De J.vn < juo, pelo Teorema da Convergénia

Mongtona, resulta que J u=Ilim])v ede J v < J u_, m2n,resulta que J u=
lim ) u .

Sobre o T.C.D ¢ preciso considerar as seguintes observagoes:

(1)Nao vale se for trocado L(a,b) por R(a,b), ou seja, ndo vale na
integracdo de Riemann.

(2) So vale para intervalos limitados.

Exemplo: Considere a fun¢do v definida em (0,1) por v(x) =+

Usando o teorema de Lebesgue, pode-se afirmar que a fungaov ndo € integravel.
Para isso, considere, para cada n a seguinte fun¢ao definida em (0,1):

[ 0,sex=> 1

u@=1 "
ln se 0 < x<n
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Entfo, as fungdes un sdo integraveis e /im u = 0. Alem disso, | un| <v,

n—o0

para todo n. Se v fosse integravel ter-se-ia, pelo Teorema de Lebesgue, que
1 1

lim J. u = | limu =0.Mas isto ndo € verdade, uma vez que para todo n

n—eo ¥ ()

0 n—oo
1

tem-se J.Oun = 1. Logo, v ndo ¢ integravel em (0,1).

Outro lema importante € o lema de Fatou, que apenas sera enunciado
e cuja demostracao utiliza o T.C.D.

LEMA DE FATOU

Seja (u,) uma sucessdo de fungdes integraveis e ndo negativas, con-
vergindo quase sempre para uma funcao u. Se existe uma constante c tal

que 0 < Jun < ¢, para todo n, entdo u € integravel e tem-se que 0 < ju <c.
Este lema também pode ser enunciado da seguinte forma:

LEMA DE FATOU
Seja (u,) uma sucessdo de fungdes integraveis ¢ ndo negativas, con-

vergindo quase sempre para uma fungdo u. Se existir /im inf J u_ ¢ finito,

n—»e0

b b
entdo u ¢ integravel e tem-se: J u < lim inf J u.
a n—o° a
Com base nos teoremas enunciados, € possivel construir a seguinte
defini¢ao:

FUNCOES MENSURAVEIS

DEFINICAO

Uma fun¢io u:(a,b) — R é mensuravel se u for limite quase sempre
de uma sequéncia de funcdes escada.

Sendo assim, pode-se afirmar que S, S, € L(a,b) sdo constituidas por
fungdes mensuraveis e, ainda, toda fungdo integravel e mensurdvel, de um
modo geral.
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E preciso salientar que a reciproca ndo ¢é verdadeira, pois por exem-

plo, a fung:ﬁo)lC ¢ uma fun¢do mensurdvel, mas nao € integravel.

Até agora foram consideradas as integrais somente para fungdes li-
mitadas num dado intervalo (a,b), entdo, com algumas modificagdes nas
defini¢des ja apresentadas, € possivel se obter todos os resultados para inte-

grais em intervalos nao limitados.
INTEGRAL EM UM INTERVALO NAO LIMITADO

A integragdo de fung¢des definidas em intervalos ndo limitados, isto é,
(a, =); (-0, b) ou (-o0, o) é muito semelhante a integra¢do em intervalos
limitados, em que a diferenca fica em dois topicos:

(1) O conceito de funcdo escada: uma funcdo ¢ ¢ escada em um inter-
valo I ndo limitado se existe um intervalo limitado j = (a,b), tal que ¢ € uma
escada para x € (a, b); (i1) Os resultados que exigem a integrabilidade de
funcdes constantes nao valem, pois as fung¢des constantes ndo sao integraveis
em intervalos ndo limitados como, por exemplo:

Se u(x) =1, x € (0,0) for integravel, entdo u(x) =y O (x) € integravel

1 1 n
e J.Oun(x) =ne, limu (x)=u(x). Dai, pelo T.C.D, tem-se Joldx =lim Jou(x)dx

n—oo

= [im n = oo,

n—o0

Com base na definicao de funcdo mensuravel, € possivel estender as
nog¢des de comprimento, drea e volume para conjuntos mais gerais, por meio
da defini¢do de conjuntos mensuraveis.

CONJUNTOS MENSURAVEIS
DEFINICAO

Seja A  (a,b) um subconjunto mensuravel, se sua fung¢ao caracteris-
tica y , for uma fun¢do mensuravel.

DEFINICAO

Seja 4 um subconjunto mensuravel de (a,b).Define-se a medida de 4,

b
como sendo W(A), da forma: (1) WA) = J X, (xX)dx, se ), € L(a,b); (i1) W(4)
= oo, s¢ ), & L(a,b). ¢
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Em outros termos, essa defini¢do afirma que, se um intervalo (a,b) €
limitado, todos os subconjuntos mensuraveis de (a,b) t€ém medida finita para
cada 4 c (a,b) € que y , € uma fun¢do limitada e, portanto, € integravel. Dat,
conclui-se que os subconjuntos de medida infinita s6 ocorrem quando o
intervalo (a,b) ¢ limitado.

Ainda desta defini¢do salienta-se que W(A) = 0 e que os conjuntos
mencionados, nesta etapa, sdo subconjuntos de um intervalo limitado(a,b).

PROPOSICAO

Sejam FE, F' conjuntos mensuraveis num intervalo (a,b), tais que £ C F,
entdo F - E € mensuravele W(F - E) = WF) - WE).

DEMONSTRACAO
Sejay,. . =X, - X, €ntdo, x . € X, S0 mensuraveis, x .. € mensuravel

[ 2 e = [ 3,00 - [ 0= ) - e,

Por exemplo, seja 4 = (a,b) - O; A é mensuravel, pois (a,b) ¢ Q sdo
mensuraveis e WA4) = W(a,b)] - WO-(a,b)]=b-a-0=>b-a.

Assim, pode-se escrever a seguinte defini¢ao.

DEFINICAO

Dada {E: i€ N} uma familia enumeravel de conjuntos mensuraveis e
E U:;El., em que £, € mensurével e £, C (a,b), entdo:(i) £ € mensuravel; (i1) Se
E.NE=¢ou seja, £, sdo dois a dois disjuntos, entdo: W(E); Zi_ilnfzy(Ei); (111)
SeE CE, ..., entdo: WE)= llzzzo W(E); (iv) Em qualquer caso, € possivel afirmar
que: m(E) < Z}_l] W(ED).

DEFINICAO
Dado E=( ) E, em que cada E, € mensuravel, entdo (i) € € um
conjunto

i=1

mensuravel; (i) £, c E, C £, C ..., entdo W(E) = lim W(E).
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E importante fazer as seguintes consideragdes:

(1) Os resultados das defini¢des acima valem para intervalos (a,b)
ndo limitados com as devidas adaptacdes.

(2) Esta ultima defini¢do ndo vale se o intervalo (a,b) ndo for limitado.

Sabe-se que o conjunto 4 de um dado intervalo (a,b) € unido de uma
familia enumeravel de intervalos abertos, dois a dois disjuntos. Como esses
intervalos sdo mensuraveis, A ¢ mensuravel e sendo o seu complementar
mensuravel, decorre que todo conjunto fechado € mensuravel.

Partindo das defini¢des anteriores, conclui-se que todos os conjuntos
obtidos, a partir dos intervalos abertos, sio mensuraveis e esses conjuntos
sao chamados de conjunto de Borel ou Borelianos.

Pode se afirmar também que existem conjuntos limitados ndo
mensuraveis.

Como conseqiiéncia da defini¢do de conjuntos mensuraveis, € possi-
vel definir a integral sobre esses conjuntos.

INTEGRAL SOBRE CONJUNTOS MENSURAVEIS

Dado E < (a,b), um conjunto mensuravel e u: £ — R uma fung¢io.
Diz-se que u € integravel sobre E se a fungad uX, for integravel sobre

b
(a,b) e define-se a integral como sendo: JEu = L”XE-

Desta forma, analisando, as defini¢cdes de funcdo mensuravel, conjun-
to mensuravel e de integral sobre conjuntos mensuraveis, neste trabalho con-
clui-se o estudo do método de Riesz para definir a integral de Lebesgue.

Contudo, ¢ importante salientar que € possivel mostrar a equivaléncia
das defini¢cdes de Riesz e Lebesgue. Entretanto, este ndo é o objetivo deste
trabalho e para tal indica-se a bibliografia em anexo.

CONCLUSOES

Apos realizar este trabalho, conclui-se que, considerando as id¢ias de
Riemann e pelo estudo do método de Riesz, tornou-se possivel definir um
novo conjunto de funcdes integraveis, por meio da generalizagdao do conceito
de fung¢des escada. Fundamentalmnte, os dois lemas apresentados neste tex-
to permitiram definir uma cole¢do de fungdes limites de sucessdes as quais
estendeu-se a nocao de integral.

Esta nova classe de sucessdes de funcdes determinam o espago das
funcoes integraveis a Lebesgue, que segundo Riesz, ¢ menos rigoroso e mais
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geral que o conceito de integral para Riemann como foi analisado no decor-
rer do trabalho.
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