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NUMEROS RACIONAIS E IRRACIONALIS E SUAS
REPRESENTACOES DECIMAIS'

RATIONAL AND IRRATIONAL NUMBERS AND THEIR
DECIMAL REPRESENTATIONS
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RESUMO

Esta pesquisa foi realizada com a finalidade de reunir, organizar e
ilustrar com exemplos simples, alguns resultados notaveis, € por vezes curi-
0s0s, sobre numeros racionais e irracionais e suas representacdes decimais.
Para isto foi efetuado um estudo em diversos trabalhos e publicagdes de
importantes matematicos da atualidade. Os resultados obtidos proporciona-
ram a verificac¢do da irracionalidade de V2 e de e, a demonstracdo de dois
teoremas sobre numeros racionais e a apresentacdo de um método para iden-
tificar nimeros irracionais por meio de polindmios.

Palavras-chave: numeros racionais e irracionais, representacao decimal.
ABSTRACT

With the aim organizing and illustrating with simple examples, some notables
results, and for its instance curious, about rational and irrational numbers
and their decimal representation, was made this research. For this, was
produced the study in many works and the publications of important
mathematicians of the present time. The obtained results permitted the
verification of the irrationally of V2 and e, the demonstration of the theorem
about rational numbers and still the presentation of one method to identify
irrational numbers through out polynomials.

Key words: Rational and irrational numbers, decimal representation.

INTRODUCAO

Observa-se que os primeiros nimeros surgiram, na antigiiidade, para
possibilitar as diversas operagdes de contagem que se mostraram necessari-
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as para o desenvolvimento da humanidade. Ja o processo de medicao das
grandezas ditas continuas conduziu-nos a no¢do de numero real e isso se fez
de forma tao significativa que o conjunto dos nimeros reais ¢ também co-
nhecido como reta real, ou simplesmente, reta numérica (LIMA, 1996).
Inicialmente, para representar quantidades inteiras de objetos, animais ou
qualquer coisa que se quisesse contar, 0 homem criou simbolos que, hoje,
s30 0s numeros naturais. Porém, estes numeros foram insuficientes no trato
de problemas que envolvem divisdes em partes iguais fazendo com que
surgissem as fracdes.

Com as fragdes surgiu uma grande crise nos alicerces do pitagorismo
envolvendo a descoberta dos segmentos incomensuraveis. Esta crise foi su-
perada com grande genialidade pelo sdbio Eudoxo com a teoria das propor-
coes, que quase dois mil anos depois, inspirou Dedekind a criar uma rigoro-
sa teoria para constru¢cdo dos numeros reais(LIMA, 1996).

Da necessidade de ampliar o conceito de nimeros para além daqueles
que podem ser representados pela razdo de dois numeros inteiros, com o
passar dos tempos, foram desenvolvidos estudos e descobriram-se diversos
resultados relativos a fracoes decimais e a niumeros racionais ¢ irracionais
que tiveram e ainda t€ém fundamental importancia no desenvolvimento da
Matematica.

FRACOES

Segundo AVILA (1985), define-se igualdade entre fracdes da seguin-
te forma:

DEFINICAO - 1: Diz-se que duas fracdes m/n e m'/n’', com n; n' 0, sdo
1guais se existem nimeros inteiros a € b € numeros primos entre si, p € g, tais
que:

m=a -p, n=a-q,

m’=b-p, n’=b -q.
Ou equivalentemente,

D‘,B
|

b
Mo mn=-m’n’.
n

Ex: 8 _4x2 4,12 4x3 _4 ,ouseja, 8 _ 12.

- __ = _ )y = _ L~ ___

30 15x2°15 45 15x3 15 300 15

No entanto, ao tratar-se de grandezas continuas de mesma espécie,
como o comprimento de dois segmentos de reta, esta equivaléncia ndo ¢
sempre verdadeira.
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No caso de m e n serem segmentos comensuraveis, isto €, existe um
segmento de reta a contido um nimero inteiro p de vezes em m € um nimero
inteiro g de vezes em n, diz-se que m esta para n na razao p/q, € assim, a
igualdade m/n = p/q tera significado unico e preciso.

Porém, ha quatro séculos antes de Cristo, descobriu-se que o ladoe a
diagonal de um quadrado sdao segmentos de retas incomensuraveis, ou seja,
ndo existe um segmento a que caiba um nimero inteiro de vezes no lado e na
diagonal de um quadrado.

O argumento € bastante simples e conhecido. Se houvesse um seg-
mento de reta a que coubesse n vezes no lado CD e m vezes na diagonal AD
do quadrado da Figura 1 entdo, tomando CD como unidade de comprimento,
amedida de AD seria igual am/n ( AD/CD =m/n =>AD = m/n uma vez que
CD ¢ 1). Pelo Teorema de Pitagoras teriamos (m/n)* = 1> + 12, donde m?*/n?
=2 ¢ m* = 2n*. Mas esta ultima igualdade ¢ absurda, uma vez que, na de-
composicao de m*em fatores primos, o expoente do fator 2 ¢ um niimero par
ou zero enquanto o expoente do fator 2 de 2r? é impar, igual ou maior que 1.
Desta argumentagdo pode-se concluir que V2 é um niimero irracional e se m
e n forem segmentos de retas incomensuraveis, igualdades do tipo m/n = p/q,
nunca ocorrerdo, ou seja, m/n nao poderdo ser representados pela razao de
dois inteiros e esta razdo serd, portanto, um nimero irracional (BEZERRA,

1995). A B

Figura 1- Quadrado de vértices A, B, C e D.

A descoberta dos incomensuraveis gerou, na €poca, uma enorme crise
nos alicerces do pitagorismo e, por algum tempo, em toda estrutura Matematica
Grega, pois baseado na defini¢ao de igualdade entre fragdes descrita anterior-
mente, fundamentou-se o Teorema de Tales, do qual depende toda teoria de
semelhanga entre figuras. Portanto, constatou-se novamente a necessidade de
ampliar o conceito de numeros para além daqueles que podem ser representados
pelarazao de dois inteiros (com denominador diferente de zero).

Mas, o sadbio Eudoxo, ainda quatro séculos a.C., desenvolveu uma
teoria das proporg¢des que superou esta crise sem a necessidade dos irracio-
nais. Ele definiu igualdade entre razdes da seguinte forma:
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DEFINICAO - 2: Dados quatro segmentos de reta A, B, Ce D, diz-se
que A esta para B assim como C esta para D (ou seja A/B = C/D) se, para
quaisquer que sejam 0s numeros inteiros m € n, entao:

nA > mB <=> nC > mbD;
nA = mB <=> nC = mD;
nA <mB <=> nC < mD.

Esta € a defini¢do essencial do livro V dos Elementos de Euclides, que
PITOMBEIRA(1994) cita com a seguinte redagdo, bastante semelhante:

DEFINICAO - 3: Dados A, B, C e D, quatro grandezas da mesma
espécie, diz-se que A e B tém a mesma razao que C e D quando, para todos
0s inteiros m € n, temos:

a) Se nA > mB, entdo nC > mD;
b) Se nA = mB, entdo nC = mD;
c) Se nA < mB, entdo nC < mD.

Esta definigdo serve perfeitamente para grandezas incomensuraveis e
comensuraveis € por ela pode-se demonstrar o Teorema de Tales e outros
resultados sobre figuras semelhantes.

Mais de dois mil anos depois, Dedekind, inspirado nos estudos de
Eudoxo, construiu uma rigorosa teoria dos nimeros reais. Dedekind perce-
beu que a definicdo de Eudoxo associa a cada razdo A/B um par de classes
de fragdes A € A, que ele chama de corte ¢ utiliza para definir nimero real.

Por exemplo, o corte que define o numero real (irracional) V2 & o par
de classes A e A assim descritos: A, € o conjunto das fragdes m/n tais que
(m/n)*<2, sdo as "raizes quadradas de 2 por falta", e A, constitui-se da fra-
¢des m/n tais que (m/n)*>2, sdo as "raizes quadradas de 2 por excesso".

Nao foi aprofundada a constru¢do dos niimeros reais, pois ndo fez
parte do objetivo deste trabalho.

REPRESENTACAO DECIMAL DE NUMEROS

O conjunto de todas as fragdes a/b, com a,b € Z e b # 0, compde o
conjunto dos nimeros racionais que, em reunido com o conjunto dos irraci-
onais, formam os reais.

Toda frag¢do ordinaria tem sua representagdo decimal obtida por meio
do algoritmo da divisdo prolongada, no qual, acrescentam-se sucessivos ze-
ros para continuar o processo de divisdo, por exemplo:
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700 |3

-6 2,33
10 — acrescenta-se um zero ao resto € con-
-9 tinua-se a divisao
10 — acrescenta-se mais um zero
-9
1

percebe-se que sempre sobra resto 1 que, com acréscimo do zero, fica 10,
que dividido por 3, dara 3 e restara novamente o 1, portanto a fragéo decimal
resultante serd a dizima periédica 2,333..., 2,3 ou 2, 3

Qualquer niamero racional tem representagao decimal, podendo ser
ou finita ou infinita . Mas quais sd3o os nimeros racionais que tém represen-
tacdo exata (finita)?

Conclui-se que somente aqueles cujo denominador € do tipo 2"-5” com
m, n € IN, pois assim, este nimero tera outra fracdo ordinaria igual cujo
denominador € uma poténcia de 10. De fato, se a/bcoma, be INeb#0¢é
tal que b =2"5" com m, n € [N, entdo podem ocorrer os seguintes casos:

1) Se b=2", entdo, 4 _ 4 ¢ como.d _ - tem-se d _ a-5"

b 2 2 2m5n b 107
O nimero obtido € com certeza uma decimal exata, uma vez que, para
chegar a ela, basta colocar virgulas no lugar correto.
2) No caso de b = 5™, basta fazer 4 - 2" _a.2" que também ¢ uma

decimal finita. Sm2m - 10m
3) Porém, se b=2"-5" com m e n # 0, procede-se da seguinte forma:
se n>m, entdo __a.5"" _ a.5""_ a.5"" ¢ novamente o denominador é

2n.5m . 5mm 275" 10"
uma poténcia de 10;
se n=m ¢ simples, tem-se a/10" ou a/10"; e por ultimo, se n < m, entdo faz-
se 26}’1 S%m;m = al.()z# ¢ novamente, tem-se a poténcia de 10 no denominador.

Fica assim provado que, se b =2" - 5", com m e¢ n € IN, a fra¢do
decimal gerada pela razao a/b sera finita.

Pode-se dizer que uma fracdo ordindria sé gerard uma fracdo decimal
finita se puder ser representada por uma outra fracao ordinaria igual em que
o denominador € uma poténcia de 10.

Como toda poténcia de dez tem somente dois fatores primos que sdo o
2 e 0 5, uma fragdo ordinaria terd sua decimal finita somente se o denomina-
dor for da forma 2" - 5" com m, n € IN.
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O que foi feito anteriormente foi a demonstragdo da seguinte proposi¢ao:

PROPOSICAO- 1: Uma fragio ordindria tera representagdo finita se, e
somente se, 0 denominador ndo tiver outros fatores primos alémde 2 e 5.

Mas um fato muito curioso e interessante ¢ que todos os numeros
racionais podem ser representados por uma dizima periodica (infinita), mesmo
aqueles que resultam em uma decimal exata. Vejamos o seguinte exemplo
sugerido por NIVEN (1984) que ilustra bem este fato (novamente utiliza-se
do algoritmo das divisdes prolongadas acrescentando-se zeros ao resto).

2,000000 \L

-14 0,285714
60
=56
40
-35
50
-49
10
-7
30
-28
2
No decorrer da divisdo os restos sao, sucessivamente, 6, 4, 5, 1, 3, 2.
Ao se chegar ao resto 2, completa-se um ciclo e reaparece a divisao de 20
por 7, gerando novamente o bloco periddico de digitos 2856714. Os restos
sdo todos menores que o divisor, portanto, havera necessariamente, uma
repeti¢do, dado que existem apenas seis restos possiveis (se o resto zero
aparecer, a decimal ¢ exata, mas também tera uma representacao infinita e
periodica como se descreve a seguir). Tem-se 2/7 = 0,28567142856714...
No caso geral a/b, se o inteiro a for dividido pelo inteiro b, os Gnicos
restos possiveis sdo 1, 2, 3,..., b-2 ¢ b-1. Portanto, como ha um numero
finito de valores possiveis para estes restos, pode-se ter certeza de que have-
rd repeticdo no desenrolar da divisdo. A repeti¢cdo ocorre com o aparecimen-
to, pela segunda vez, de um mesmo resto, isto acontecera sempre, mesmo
que seja preciso, talvez, efetuar muitas divisdes antes. Quando a repeti¢do
ocorrer, um novo ciclo se iniciard e o resultado sera uma dizima periodica.
E a mais curiosa de todas as dizimas periddicas é aquela que aparece
na igualdade 1 =0,999... pois, de certa forma, ela é quem garante que mes-
mo as fragdes decimais finitas possuam uma representacao infinita e perio-
dica (LIMA, 1983).
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Veja que, se 0,9999... =x, entdo 9,999... = 10x. Subtraindo-se as
duas igualdades como segue, tem-se:

~9,999..=10x
0.999..= «x
9 =9x => x=1.

Logo, 1=0,999... (ou seja, ndo existe uma fragdo ordinaria em que se
dividindo o numerador pelo denominador se obtenha a dizima periddica
0,999...).

Segue-se que: 0,1 =0,0999...

0,01 =0,00999...
0,001 =0,000999...

0,0000001 = 0,0000000999... .

Dessa forma, qualquer decimal finita pode ser representada por uma
dizima periodica ja que, por exemplo:

0,5=0,4+0,0999... = 0,5 = 0,4999...

0,698 = 0,697 + 0,000999... => 0,698 = 0,697999... .

Conforme NIVEN (1984), escrevendo uma dizima periddica de for-
ma generalizada (sem parte inteira, pois esta ndo desempenha nenhum papel

no processo) tem-se: x = 0,a a,...ab b,...b, ,multiplicando x, inicialmente
por 10°*, depois por 10° e subtraindo os resultados, obtém-se:

10°"x = a,a,...abb,.b+0,bb,.b,
10°x = aa,..at0,bb...b, e
(10"-10°)x = a,a,...abb,..b,- aa,..a_,

de modo que:

_ aa,.abb,.b-aa,.a,
1057- 10
que esta na forma inteiro sobre inteiro e, portanto, € racional.
Fica dessa forma demonstrado o seguinte teorema:

TEOREMA- 1: " a é racional se, e somente se, a tem representacao
decimal periddica" (BEZERRA et al., 1995).
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Observa-se que, na dizima periodica x = 0,a,a,...ab b,...b, , se s=0

teremos x — bb,..b, e, portanto, o denominador sera do tipo 99...9 com ¢
107-1

algarismos igual a 9. Também percebe-se que o periodo de x comeca no
primeiro algarismo decimal, ou seja, x = 0,6 b,...b, (sugestdo: teste, com
auxilio da calculadora, para alguns numeros aleatorios).

Se por outro lado s > 0 entdo obtém-se um denominador do tipo
99...900...0, que gerard uma decimal com alguns algarismos ndo peridodicos
seguidos dos algarismos periodicos.

Segundo LIMA (1987), estes resultados podem ser escritos € demons-
trados mais sucintamente, da seguinte forma:

1) Uma fracao ordindria irredutivel p/g, quando transformada em de-
cimal, gera uma fracdo decimal exata (finita) ou uma dizima periodica. O
primeiro caso ocorre quando g ¢ da forma 2"5” ¢ o segundo quando g ¢
divisivel por algum nimero primo diferente de 2 ou 5.

2) Quando o denominador g for primo com 10, a dizima periddica
gerada pela fracdo irredutivel p/g € simples, isto €, o periodo comega no
primeiro algarismo decimal.

3) Se o denominador ¢ for divisivel por 2 ou 5 e, além disso, por outro
numero primo, a dizima periodica gerada pela fragao irredutivel p/q ¢ com-
posta, isto €, a parte decimal comeg¢a com alguns algarismos nao periddicos
seguidos dos periodicos. O nimero de algarismos ndo periodicos € igual ao
maior expoente de uma poténcia de 2 ou de 5 pela qual q ¢ divisivel.

Para chegar a estes resultados, tomar-se-4 como ponto de partida os
dois lemas abaixo.

LEMA-1: Todo niimero natural g, primo com 10, tem multiplos cuja
representagdo decimal ¢ formada apenas por noves.

Demonstragdao: H4 uma infinidade de nimeros formados apenas por
algarismos 9 (9, 9999, 99...9, etc ). Quando divididos por g, estes numeros
deixam restos que vao de 0 a g-1, ao todo um niimero finito de restos possi-
veis. Logo, existem dois nimeros formados por nove que dardo o mesmo
resto. A diferenga entre esses dois nimeros €, por um lado divisivel por g e
por outro lado, um niimero formado por uma série de noves seguidos de uma
série de zeros. Tem-se entdo: 7-¢=99...900...0=99...9-10" :

Assim, g divide o produto 99...9-10™, como ¢ primo com 10", conclui-
se que ¢q divide.

LEMA-2: Todo nimero natural g tem um multiplo cuja representagao
decimal ¢ formada por uma série de noves seguidos por uma série de zeros.
O menor multiplo de g, desta forma, termina com um ntimero de zeros igual
ao maior expoente de uma poténcia de 2 ou de 5 pela qual g € divisivel.
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Demonstrag¢do: Tem-se g =2"5"q’, em que ¢’ ¢ primo com 10. Para
fixar idéias, suponhamos » > m. Entdo n ¢ o maior expoente de uma poténcia
de 2 ou 5 pelo qual q ¢ divisivel. Seja p 0 menor numero natural tal que
ng'=99...9. Entdo o menor multiplo de ¢ formado por noves seguidos de
zeros ¢€:

5""ng = 10"mq'=99...900...0 (com n zeros no final).
Destes lemas resulta imediatamente, o seguinte teorema:

TEOREMA-2: Toda fracdo irredutivel p/g ¢ equivalente a uma fra-
¢do cujo denominador tem uma das formas 10...0, 99...900...0 ou 99...9.
Ocorrem os seguintes casos:

1)  Seg=2", entdo p/q =n/10...0;

2) Se g for primo com 10, entao p/q=n/99...9;

3) Se g =295%¢"' onde ¢’ é primo com 10, entdo p/q=nr/99...90...0.

Nos casos 1 e 3, se o numerador # ndo terminar em zero, 0 nimero
de zeros do denominador € igual ao maior dos expoentes a ou b.

Demonstragdo: Basta multiplicar o numerador ¢ o denominador da
fracdo p/q pelo mesmo nimero escolhido de modo que o denominador tenha
a forma desejada , o que € possivel em virtude dos lemas anteriores.

Mas nem todas fracdes decimais infinitas sdo periodicas. A periodici-
dade so aparece quando se quer representar uma fragdo ordindria (niimero
racional) sob forma decimal. Existem outros numeros importantes na mate-
matica que tem sua representacio decimal infinita e nio periddica. E o caso
dos numeros e, e V2 que fazem parte do conjunto dos irracionais.

OS NUMEROS e, me V2

O numero 7 ¢ por defini¢do a area de um circulo de raio 1 ou o com-
primento do circulo de raio Y2(LIMA, 1983).

Inscrevendo no circulo de raio 1 poligonos regulares cujo nimero de
lados admite-se cada vez maior, as dreas desses poligonos apresentam valo-
res aproximados para a area do circulo, isto €, para o numero 7. Existem,
além deste, outros métodos bem mais sofisticados para obter o valor apro-
ximado de 7, mas desde o tempo de Arquimedes (cerca de 250 anos antes de
Cristo) se conhecem algoritmos que permitem determinar razdes que aproxi-
mam 7 com a precisdo desejada, porém a dizima obtida ndo terd periodo
pois m ¢ um numero irracional. Segundo informag¢des de
www.matematica.com.br, "Em tempos mais atuais, cinco trilhdes de casas é
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o recorde quebrado por um adolescente americano de 17 anos para o valor
de 7. Colin Percival, usando microcomputadores, completou a ultima etapa
dos célculos em setembro de 1998. Vinte e cinco microcomputadores, colo-
cados a disposi¢do de Percival por colaboradores em vdrias partes do mun-
do, auxiliaram-no a realizar os calculos. Comunicando-se com cada maqui-
na por e-mail, ele desenvolveu a tarefa distribuindo trabalho pela Internet.
Cinco meses foram necessarios para a conclusdo da faganha."

O namero e € outro numero irracional que tem extrema importancia
pois € inevitavel em diversas questdes basicas da Matematica. No célculo
diferencial e integral, por exemplo, que estuda a variacdo das grandezas, um
tipo de variacdo mais simples € comum ¢ aquela em que o crescimento (ou
decrescimento) da grandeza em cada instante ¢ proporcional ao valor da
grandeza naquele instante, como o que ocorre em calculos envolvendo juros,
crescimento populacional, desintegracdo radioativa, etc. Nestes casos e em
muitos outros fendmenos da natureza, o numero e aparece de modo natural e
insubstituivel.

Por exemplo, supondo-se um empréstimo a uma pessoa de 1 (um) real
a juros de 100% ao ano. Portanto, ao final de um ano, esta pessoa devera
pagar 2 (dois) reais, certo? Ha quem diga que ndo. De certa forma pode-se
chegar a conclusio que o justo seria se essa pessoa pagasse € reais.

Entende-se, em transagdes financeiras, que o juro € proporcional ao
capital emprestado e ao tempo decorrido entre o empréstimo e o pagamento.
Desta forma, se o devedor lhe pagasse seis meses apos o empréstimo, voce
receberia um real e cinqiienta centavos, pois a taxa de juros equivalente ao
periodo de meio ano € de 50%. No entanto, se esta pessoa estd com 1,5 reais
seus e demora mais seis meses, a juros de 100% ao ano, para pagar, entdo
vocé deveria receber (1,5)* = 2,25 reais, ¢ mesmo assim, poder-se-ia pensar
que ndo ¢ justo.

Acontece que, dividindo-se 0 ano em n periodos cada vez menores
(meses, dias, horas, etc), chega-se a conclusdo que, apds um ano, um real
aplicado a 100% ao ano, valeria: li_;}n (1+ 1/n)", ou seja, e reais.

3o

Porém isso so ocorre na teoria, pois voc€ ndo pode aplicar o seu di-
nheiro por um periodo de %2 segundo, por exemplo. Entdo, define-se, para
cada transacao financeira, um periodo » adequado a sua duragao.

Mas quanto vale exatamente e reais? Quase R$ 2,72 ou, mais aproxi-
madamente, 2,71828182846 reais. J4 que e ¢ um numero irracional, ndo
existe fracdo ordindria nem decimal exata ou periddica para representa-lo.
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PROPOSICAO-2: O niimero e ¢ irracional.

Demonstracao: Segundo LEITHOLD (1994), a série que representa o
numero e ¢ 1 + 1/1! + 1/2! + 1/3! + 1/4! + ... . Para demonstrar a
irracionalidade de e, primeiramente supde-se que e =1+ 1/2! + 1/3! + 1/4!
+ ... é racional, isto &, e = p/q onde p, g € IN, sdo primos entre si. Segue-se
entdo que

plg-(1+ 114 1204 130+ VAL + . +1Ugh) = 2, %

Agora, fazendo-se uma estimativa do segundo membro acima:

2 111, 1 e (L)
‘o0 g gtl (gt1)(gt2) q' \g+tl (g+1)

A expressao entre parénteses, no ultimo membro dessa inequagao, ¢

uma série geométrica da forma Z r", a qual, para 0 <r <1, tem soma igual
n=1

oo

a r/(1- r). Usando este fato obtém-se: 2 l' < l" 1
e J1qlq

Com esta estimativa, a desigualdade acima resulta em:

0<£-(1+L+—1+---+L)<i-L
q' q

e dai,
0o<q (P, L _ 1 1)1
q 12! g ) g

Observa-se que o membro do meio ¢ inteiro, pois ¢! cancela
todos os denominadores das fragdes ai presentes. Mas isso € impossi-
vel, pois sendo 1 <1, aultima expressao acima diria que o termo do meio

q

¢ um inteiro positivo estritamente menor que 1, o que €, por hipotese, uma
contradi¢do. Logo, o numero e ¢ irracional.

Se p =2, entdio \p é irracional como foi provado logo no inicio deste
trabalho. Prova-se, por absurdo, que \p ¢ irracional, se p > 1 é um niimero
primo qualquer. A irracionalidade dexr também pode ser demonstrada, para
1sto, basta o leitor consultar o livro Numeros Irracionais ¢ Trascendentes de
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FIGUEIREDO (1985). Apresenta-se a seguir um método bastante interes-
sante de identificar nimeros irracionais por meio de polindmios.

IDENTIFICANDO NUMEROS IRRACIONAIS ATRAVES DE
POLINOMIOS

Este método, descrito por TAMAROZZI (2000), utiliza-se do Teorema
das Raizes Racionais, enunciado abaixo, cuja demonstracdo detalhada en-
contra-se no livro Numeros: Racionais e Irracionais (NIVEN, 1984).

TEOREMA-3: Se o nimero racional p/q (p € g inteiros primos entre
si) € raiz do polinémio a x" +a_x"'+ ..+ ax + a, com coeficientes intei-
ros, entdo p € divisor de g, € g € divisor de a .

Partindo deste teorema, pode-se concluir que todas as raizes Va, ndo
exatas, de um natural a, sdo irracionais. Pois p(x) =x" - a é o polindmio cuja

raiz é %, e tem-se a = 1 € a, = -a; logo, se um niimero racional p/q € raiz
deste polindmio, segundo o teorema das Raizes Racionais, g € divisor de 1,
ousejag == 1,0 que mostra que p/gq ¢ um numero inteiro. Observa-se que,

.y n ~ s , . . .
por hipétese, Ya ndo é um numero inteiro o que nos leva a concluir que o
n,—
polindmio p(x) =x" - a ndo admite raizes racionais, ou seja, Va é um nimero

irracional sempre que Va ndo ¢ exata.

Se n=2 ¢ a>1 ¢ um nimero primo, tem-se casos particulares deste,
isto €, o polindmio p(x) = x"- a terd como raiz o niamero irracional

De forma anéloga, utilizando polindmios e o teorema anterior, pode-
se verificar a irracionalidade ou racionalidade de alguns niimeros reais espe-
cificos. Veja dois exemplos:

1 - O ntimero V5 - V3 & irracional.

Verificacdo: fazendo V5 - V3 = g ou, ainda, (5 )* (a + V3 ), obtém-
se a igualdade 2 - @*=2V3-q, a qual, ap6s mais um quadramento, mostra ser
a araiz do polinomio x* - 16x* + 4. Pelo teorema, as unicas raizes racionais
possiveis deste polindmio sdo +1 ,£2 e+ 4 como, por verificagdo direta,
estes niimeros ndo sio raizes, a =5 - V3 ndo pode ser racional.

2 - Surpreendentemente, 0 nimero a = \2-V5 + V2+v5 ¢ racional.
De fato elevando-se ao cubo ambos os membros da igualdade, obtém-se

@=4-3 275 +2+5)

Isto €, a é raiz do polindomio p(x) = x* + 3x - 4.
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E facil verificar que x = 1 é raiz deste polindémio e que o quociente da
divisdo de p(x) por (x - 1) é g(x) = x* + x + 4, que ndo admite raizes reais.
Portanto, x =1 € a inica raiz real de p(x). Logo,

V25 + 25 = 1

CONCLUSOES

Os numeros irracionais surgem da necessidade de medir grandezas que
sdo incomensuraveis com a unidade de medida adotada.

Analisando a representacdo decimal de um niimero irracional, percebe-
se que nao existe periodo, porém, apenas examinando o desenvolvimento deci-
mal de um nimero qualquer, nunca se pode garantir que ele € irracional mesmo
que, aparentemente, nao possua periodo.

No entanto, existem diferentes métodos para se identificar nimeros irra-
cionais e, para verificar sua irracionalidade, deve-se buscar apoio na Analise e
na Logica Matematica.

O conceito de dizimas periddicas e as justificativas dos calculos com elas
envolvem a idéia de limite e de série, que sdo de grande importancia para a
Matematica e que sdo abordados mais detalhadamente apenas nos cursos supe-
riores.
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