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RESUMO

Neste trabalho estudou-se o Método de Liapunov ou Método Direto
para a andlise qualitativa das solugdes de equagdes diferenciais ordindnias. O
método consistiu em estudar a estabilidade ou instabilidade de um sistema de
equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem pela construgiio e posterior
anilise de uma fungio auxiliar adequada chamada fungio de Liapunov. Os
resultados deste estudo foram aplicados, na segunda parte, no estudo do
compontamento assintotico das solugdes da equagio clissica de Van der Pol.
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ABSTRACT

In this work we consider the Liapunov's Method or Direct Method to
analyse the qualitative property of solutions of ordinary differential equations.
This method is related to the study the stability or instability of solutions of
ordinary differential equations of first order by construction and analysis of an
adequate function, named Liapunov's Function. In the second part, we apply
the results to study the asymptotic behavior of solutions of Van der Pol equation.
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INTRODUCAO

As equagdes diferenciais ordindrias, especialmente as nio lineares,
em geral ndo sio soliveis por métodos analiticos. Neste caso é importante,
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nas aplicagdes, considerar as informagdes qualitativas que se podem obter
através das respectivas solugdes sem resolver, realmente, as equagdes.

Existem virios métodos e técnicas distintas que permitem analisar o
comportamento assintotico das solugdes de equagdes diferenciais ordindrias
lineares e nio lineares. Um método cldssico e simples é o chamado Método
de Liapunov ou Método Direto. O método denomina-se direto, pois para
aplicd-lo ndo é necessdrio o conhecimento prévio da solugio da equagio
diferencial. Em lugar desse conhecimento, chaga-se a conclustes sobre a
estabilidade ou instabilidade das solugdes de equactes diferenciais ordindrias
pela construgdo e, posterior andlise de uma fungio auxiliar adequada, chamada
fungio de Liapunov.

Neste trabalho teve-se como objetivo, na primeira parte, fazer uma
descri¢io do método de Liapunov e, na segunda parte, aplicar os resultados no
estudo do comportamento assintético das solugdes da equagio de Van der Pol.

METODO DE LIAPUNOV

O método de Liapunov € utilizado para estudar a estabilidade de
sistemas de equagdes diferenciais ordindrias nio lineares. Uma vez que
as equagdes diferenciais, principalmente as ndo lineares, nio sio
facilmente soliveis a vantagem deste método € que, para aplica-lo, ndo
¢ necessdrio conhecer a solugas do sistema de equagdes diferenciais.

0O método tem motivagdo nos sistemnas fisicos conservativos em que:

(i) um ponto & estdvel se a energia potencial tiver um minimo
local. Caso contririo € instivel.

( ii ) a energia é constante ao longo de todo o movimento.

Um exemplo que ilustra estes dois principios € a equagio do péndulo
nio amortecido, que é um sisterna mecinico conservativo, governado pela
seguinte equagio:

d®* +gsenB =0. (1)
a1

O sistema de equagoes de primeira ordem correspondente é:

dx=y, dy=-g semx, (2)
. a1

ondex=0 ey=db .
dt
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A energia potencial U ¢ igual ao trabalho efetvado para elevar o
péndulo acima da sua posigdo mais baixa, isto é:

Ulx,y) = mgl{1-cosx). {3)

A energia total V, que ¢ a soma da energia potencial U e da energia
cinética ¥z ml* ( d6/dt ¥ € dada em termos de x e y por:

Vxy) =mgl(l - cos x) + Ya ml*y* . 4)

Os pontos criticos do sistema (2) saox=4nm, y=0, n=12273,..
correspondentes a 8 = tnm, (dO /dt) = 0. Fisicamente, espera-se que 0s pontos
x=0,y=0;x=%2n, y=0;..correspondentesa®=0, +2x, ..., nos quais a
massa do péndulo estd na vertical, para baixo, sejam estiveis; e que os pontos
x=1m y=0;x=%3m y=0.. correspondentes a O =+ m, + 3m; ... nos quais
amassado péndulo estd na vertical, para cima, sejam instiveis. Esta expectativa
estd conforme o enunciado (i), pois nos primeiros pontos 1] atinge um minimo
igual a zero, e nos dltimos pontos U atinge um médximo igual a 2mgl.

Sobre a trajetéria correspondente a uma solugio x = d (t), y =¥ {t) das
equagdes (2), V pode ser considerada fungio de t. a derivada de V{o(t), (1))
€ a taxa de variagio de V sobre a trajetéria. Pela regra da cadeia tem-se que:

(dVAD{e(n), Y0 =, [9(t), F(OIde(t) / dt] + ,, [o(0), F(OIdF(®) / dt
(dV/de) [§(t), ‘F(t)] = (mgl sen x) (dx / dt) + ml* y(dy / dt) (5)

onde x = &(t), y = "Fit).
De (2) tem-se que (3) transforma-se em:

(dV/dt) [¢(t), ¥(1)] = (mgl sen x)y — ml* y(g / Dsen x
(dV/ide) [o(t), F(t)] = 0.

Assim V € uma constante sobre qualquer trajetdria de sistema (2), o
que corresponde ao item (ii).
Considere-se agora o sistema autnomo geral

(dx / dt) = F(x,y)
(dy /dt) = G(xy)

e supondo-se que o ponto X = 0, y = 0 seja um ponto critico do sistema
estudou-se a estabilidade ou instabilidade das solucdes do sistema. Para
isso foi preciso de algumas definigdes.
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Definigio 1: Seja V uma fungdo definida sobre um dominio D que
contém a origem. A fungio V ¢ definida positiva em D se V (0,0) =0e V
(x,y) > 0 para todos os outros pontos em D. Do mesmo modo a fungio V é
definida negativa em D se V(0,0) = 0 e V(x.y) < 0 para todos 0s outros pontos
em D. Se forem trocados os sinais de desigualdade > e < por = ou < a funcio
V é, respectivamente, semidefinida positiva e semidefinida negativa.

O teorema de Liapunov, a seguir, permite concluir a estabilidade ou
instabilidade das solugdes de (6).

Teorema de Liapunov: Sejam x € W, W < 97, feCex'
=f(x) e f(x,) = 0. Seja V: U — R uma fungio continua definidaem Uc W
e seja diferencidvel em U = {x } tal que V(x ) =0e V(x) >0, x £ x_,

1. Se ,:, (x)=0em U - {x} entio x, € estdvel.
2. 8¢ {I, (x) < 0 entdo x € assintoticamente estivel.

3. Se y, (x)> 0 entéio x, € instavel.

Prova:

Seja p > 0 e considere-se a bola de centro x, e raio p (pequeno), fip
(x,) = U. Seja & Pp (x).

Seja o minimo de V na fronteira de fip (x ) e & > 0.

Considera-se U, = {x € Bp(x,)) / V(x) < a}. Como .:,. (x) =0 entdo

V ¢é decrescente ao longo das érbitas e assim, todasolugdo comegando em
U, ndo pode sair da bola fip(x ). Logo x € estivel.

Para provar (2) deve-se provar que se @(t) = (x,(t), ..., x (1)) descreve-
se as drbitas do sistema entiio:

(Vo) (1) = V (¢(1) = V(1) = 0, quando t — o,

Tem-se que .:, < (), dai V é decrescente e portanto existe lim. V(1) =L.
Suponha L > 0. Como ,:, : U — R € uma fungio continua e negativa

entio existe K > 0 tal que ;, =-K=<0.
Integrando de zero a { obtém-se:

Vit) -~ V(0) £ - Kt, ou seja,
Vi) = Vi) - Kt



Dise. Scientia. Série: Ciéncias Exatas, Santa Maria, v. 1, n.1, p.49-57, 2000 33

Para t grande V € negativa o que contraria a hipdtese de Vix) = 0.
LogoL=10.

Para (3) observa-se que sendo ,:,[n) =0 entdo V é crescente e portanto

toda solugdo comegando proximo de x, se afasta de x quando t — ==. Logo x,
é instivel

Exemplo:
O ponto critico (0,0) do sistema
dx 2
—_— ==Xk = R¥
dt
dy 2
— FTY ¥
dt

& assintoticamente estavel.

De fato, considera-se a fungio Vi(x,y) = ax? + bxy + cy?, e determina-
se 0s coeficientes a, b e ¢ de forma conveniente.

Tem-se que:

- dx dy
=V —+Vy2
v (xy)=V, p ¥ 1’

y 2ax +b g +(bx + 2¢ }__dy
3 = + — X+ .
v (xy) =( V) 3 2

.,:, (x,¥) = (2ax + by) (-x —xy?) + (bx + 2cy) -y —yx?),
v (%) = - 2ax? = 2ax?y? — bxy ~ bxy® — bxy ~ bx’y - 2cy? - 2cx?y?,
.,:,{x,y] = - Zax® - 2ax’y’ - 2ex’y? - 2ey? — 2bxy — bxy® — bx'y.

Deseja-se que o ponto critico (0,0) seja assintoticamente estivel entio

pelo teorema de Liapunov deve-se ter ,,:, (x.y)<0.

Assim, se for tomado b=0, a >0Dec >0 segue que ,:, (x,y)<0. Logo

o ponto critico (0,0) € assintoticamente estdvel.
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SOLUCOES PERIODICAS E CICLOS LIMITES

As solugdes periddicas t8m, muitas vezes, papel importante nos
problemas fisicos, pois representam fendmenaos que ocorrem repetidamente.
As trajetorias correspondentes a uma solugio periddica, no plano de fase,
sdo curvas fechadas. Em muitas situagoes, este tipo de solugio representa
um “estado final” para o qual tendem todas as solugGes proximas.

Hai sistemas que num primeiro momento, dio a impressdo de nido
possuirem solugdes periddicas. Mas a partir de uma anélise mais aprofundada
percebe-se a existéncia de uma curva fechada que atrai todas as solugies
vizinhas caracterizando, assim, uma solugdo periddica. Geralmente uma
trajetdria fechada, no plano de fase, tal que existem outras trajetdrias ndo
fechadas se espiralando na dire¢do da curva fechada, quando t — ==, &
chamada ciclo limite do sistema.

Se todas as trajetérias que comegam proximas a uma trajetéria fechada
(ambas por dentro e por fora) se espiralizam em diregiio a trajetéria fechada
quando t — ee, o ciclo limite ¢ estdvel. Se de um lado tendem para a curva
fechada, enquanto do outro espiralam para o infinito o ciclo limite € semiestdvel.
E se ambas as trajetdrias se espiralizam para o infinito o ciclo limite € instdvel.

A existéncia de trajetorias fechadas em determinados sistemas de
equagdes € garantida pelo teorema de Poincaré — Bendixson publicado em
1901. Na literatura atual encontra-se virios enunciados deste teorema. Um
deles ¢ o seguinte:

Teorema de Poincaré ~ Bendixson: Seja R uma regido fechada e
limitada do plano — xy que néo contém pontos de equilibirio do sistema.

Se ¢ (t) é uma solugiiotal que ¢ (D) € Red(t)e R, t20, entio a
drbita de ¢ (1) é fechada ou tende espiralando na diregdo de uma 6rbita
fechada do sistema, quando t — ==, Em ambos os casos o sistema tem uma
solugdo periodica em K.

Prova:

A prova deste teorema pode ser encontrada em CODDNGTON &
LEVINSON (1955).

APLICACOES: A EQUACAO DE VAN DER POL

A equagio de Van der Pol (1889 — 1959) tem a forma

2

d d
~x—-].|{1—12’] L—+x=ﬂ, =0 (7
dt dt

e descreve a corrente u em um triodo oscilador.
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0 sistema correspondente &

dx

—=y

dt

d

i =p{1~x2]|}r—x (8)

onde o dnico ponto critico € a origem.

A equagiio de Van der Pol apresenta uma solugiio periddica estivel
cujo periodo e amplitude dependem do parimetro .

Analisando as curvas das trajetdrias no plano de fase através do
software Diagrama de Fase, € possivel um entendimento sobre o
comportamento periddico.

Analisando-se as trajetdrias da equagio de Van der Pol fazendo o
pardmetro | assumir os seguintes valores:

1" Caso: u=0,2

Na Figura | observa-se que a trajetéria que principia na vizinhanga
da origem espirala para fora, no sentido hordrio. A outra trajetéria espirala
para dentro, também no sentido hordrio. As duas trajetdrias se aproximam
de uma curva fechada que corresponde a uma solugio periddica estdvel. O
ciclo limite tem a forma de um circulo.

Figura1 - 1° Caso: p=0,2
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2" Caso: =1
A Figura 2 mostra que as trajetdrias continuam a se movimentar no
sentido hordrio sobre o plano de fase, mas o ciclo limite € consideravelmente

diferente de um circulo.

Figura 2 - 2° Caso: p = 1

3 Caso: u=>5
J4 na Figura 3 observa-se que o movimento continua a ser efetuado
no sentido hordrio, ¢ o ciclo limite , agora, bastante alongado, principalmente

na diregiio do eixo y.

Figura 3 -3"Caso: u=35
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A presenga de um certo movimento periddico que atrai todas as
solugdes préximas, isto €, de um ciclo limite estdvel, ¢ um fendmeno
caracteristico associado as equagdes diferenciais niio lineares.

CONCLUSOES

O método de Liapunov descrito de forma simples neste trabalho € um
método que permilte além do estudo do comportamento assintdtico das
solugdes de equagdes diferenciais ordindrias, o estudo da estabilidade ou
instabilidade de solugdes de modelos ndo lineares descritos também por
equagdes diferenciais parciais.
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