Dise, Scientia. Série: Ciéncias Exatas, Santa Maria, v.1, n. 1, p.21-28, 2000 21

QUESTOES RELACIONADAS A CERTAS SERIES !
QUESTIONS RELATED TO CERTAIN SERIES

Ana Maria Coden Silva,
Alcibiades Gazzoni
RESUMO

Meste artigo féz-se uma apresentagio simples da série infinita ¥, 1/
n!, mostrando como se chegou a soma dessa série usando métlodos
puramente algébricos , como foi feito por Euler, e através de séries de Fourier.
Foram feitas ainda considerages sobre alguns procedimentos para se obter
a soma de séries, quando esta existe, ou constatar que para certas séries
nio existe soma, como € o caso da série harménica ( £ 1/n ), pois mesmo
somando um grande ndmero de termos, com o auxilio do computador, ndo
se consegue verificar sua divergéncia.

Palavras-Chave: séries infinitas, divergéncia, convergéncia, soma.
ABSTRACT

In this article, a plain presentation of the infinite series ¥, 1/n* was
done, demonstrating how we have arrived to the sum of this series, by using
purely algebraic methods, as it was done by Euler and also by the Fourier
series. Some considerations were done about procedures to obtain the sum
of the series, when this exists, or to observe that for certain series there was
no sum, as in the case of the harmonic series { 2, 1/n ), because even when
we sum a great number of terms, with the computer help, it is not possible to
observe its divergence.

Key Words: infinite series, divergence, convergence, sum.
INTRODUCAO
As séries infinitas receberam muita atencio a partir da segunda metade

do séc. XVII e disso resultou um grande nimero de descobertas. Entretanto,
mesmo 05 maiores mateméticos nio tinham nogtes claras sobre a questio
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da convergéncia, ou seja, ndo conheciam com rigor as circunstincias em
que uma adigio de infinitos termos daria ou ndo uma soma finita. Esta matéria
somente foi completamente esclarecida no séc. XIX, por Cauchy que, ao
fazé-lo, demonstrou que até génios como Newton e Euler haviam tratado do
assunto com muito descuido.

Em 1673, Oldenberg, através de uma carta, consultou Leibniz sobre a
soma da série

TR R S A (1)

Esta série parecia convergir rapidamente para 1,64493, mas este
ndmero ndo dava a idéia de ter qualguer relagiio com outros conhecidos.

Euler conseguiu descobrir o significado dessa adigio de infinitas
parcelas. Apoiou-se, para isso, na teoria das equagdes algébricas que, a
primeira vista, ninguém poderia imaginar que os temas tivessem qualquer
comrelagio.

Nesse artigo, procurou-se mosirar como encontrar a soma da série
(1) de formas diferentes e, a seguir, realizou-se consideracéies a cerca das
séries divergentes, exemplificando com o estudo da série harménica.

SERIE ¥ 1/n?

A série ¥, 1/n* é convergente. Para isso necessita-se verificar que a
série € crescente e limitada.

De fato, quaisquer que sejam os nameros naturais m e n, com 1<m-<n,
tem-se:

S": : e Sn=i_l-+2l.

I'E) 2 2
ik i kT ma k

2 l
Comao E*{ =0, resulta S > .
. ’

k=t
Agora, mostra-se que a série dada ¢ limitada superiormente.
Tem-se:

% L kY
é"_ngSH”!‘f‘

| . I 1
Mas a seqiiéncia 7 — _szrix € crescente e o rlrl_‘ﬂl ?dx =1,
! 1
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Logo,

Ysrsa,

k= K
Portanto, a série dada € crescente e limitada superiormente, o que

permite concluir que é convergente.
Sabe-se que se uma sériec é convergente entdo ela possui uma

o 1
soma. Mas qual serd a soma da série 2_1 ?
n=]

Para responder a essa questio pode-se ver que ndo existe uma dnica
maneira de fazé-lo. Por exemplo, pode-se obter tal soma pelo método de
Euler ou através da série de Fourier.

& 1
SOMA DA SERIE En—z

Inicialmente estudou-se como Euler, pela primeira vez, apoiado na
teoria das equagdes algébricas, obteve essa soma.
Segundo GABBI (1997), Euler ji conhecia as séries de poténcias.
Em particular sabia que
© 2 3 X

Senx = x— o+ =Ty (2)

Euler, concluiu que sendo 0, £, £ 2w, + 3w, + 4m, ... as raizes
da equagio sen x = 0, a equagdo de grau infinito ou o “polinémio
infinito™

9
X3 Xj J.’? X

BT TR TRAT]
tem as mesmas raizes e, pode-se escrever o produto:

senx = Ax(x—-THx+m)x -2 x+2m) -
= Ax(x* -m*)(x* =27 %)

x —=0

ou seja,

F. 2
X X
senx=8y1-—|1l-——}- ;
1( ﬂzI 2’11'3} , onde B é um valor a ser
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Efetuando-se as multiplicactes indicadas e igualando-se os coeficientes
das mesmas poténcias de x, com o desenvolvimento de sen x em série, resulta:

l_ 1[L+L+L+ ’
B=le 5= \p 2737,
L L $oo ot R 5 (3
. = — — e = . -
TP T SRR 6

Euler, sem empregar produtos infinitos, deu outra solugdo para a
questio acima.

Desembaracando a equagio (2) da raiz x = 0 ela se torna

1 x_z+£. £+._£3_ x_m+ _u
35 7t 9 1t e

Fazendo-se y = x* lem-se:

x Yy oy

o5 7 9 1t

As raizes dessa equagio sdo 1%, (2m)°, (3n), (4n)°... Dai, usando o

fato de que a soma dos inversos das raizes de uma equagiio algébrica de

grau n € o negativo da relagio entre o coeficiente do termo de 1° graua_ eo
termo independente a_e¢, indicando-se tais raizes por X, X,, ... , X ;... lem-se:

a,, [1 11 1 ]
Ll = ——F— =t |

a X Xy Xy X

n

]

1 +oee= 0,

Logo, aplicando-se esse resultado, na equagio anterior, tem-se:

1(1 1 1 1 1 3

3\ e ey @y ey

donde resulta (3).

Deve-se observar que os procedimentos de Euler ndo satisfazem o
rigor matemitico dos nossos dias; existe uma clara diferenca entre polindmios,
equagdes de grau infinito ¢ séries infinitas, de modo que propriedades
verificadas para os polindmios ndo sio vilidas, necessariamente, para séries.

Conforme AVILA (1986), uma outra maneira de se obter a soma da

o |
série z_g & recorrer ds séries de Fourier. Ou seja, com as técnicas do
=1

Cilculo e usando Anilise chega-se a soma dessa série sem recorrer &
equagio de grau infinito.
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A série de Fourier para a funglo f(x) = |x [, 0Sx <né,

T '_1_ o Cos(2n+ Dx y
T2 omS (2n+D)t @
Da Anidlise Matemitica sabe-se que esta série converge uniformernente

para todo x real. Dai, apds passar ao limite, com x =, a expressio (4) toma a
forma:

X

T 4

=—— ) —
i) 2 E"_u(2n+1]2'dand“eﬂhtém
)y S
“on+1) 8 (5)

i——-——l —1+i+i+
Mas o)y T3 T S

o 1 I 1 .
Agora, observando-se que, se § = E"_z =14+ —+—+ - entio,

n=l n 22 32
. 2" 1
S = =

+ —_
Sy & @enr ) @
Dai de (5) e (6) conclui-se que S = /6, ou seja,
I+ =+ ! S : & "
— b=t =t — = —,
2234 n* 6
que é o resultado desejado.

O que se viu acima mostra que o modo de se obter a soma da série
em questiio niio € inico ¢ pode ndo ser ficil expressi-la. Em outros exemplos
tal tarefa pode ser trabalhosa e mesmo assim obter-se valores aproximados
de tais somas, ou seja, ser impossivel de determind-las com precisio.

Em contrapartida, nem sempre é possivel verificar, através da soma de
um nimero suficientemente grande de termos, que uma série € divergente. E
para verificar esse fato féz-se uma andlise do que ocorre com a série harmdnica.

= |
SERIE HARMONICA E;

=]
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Uma caracteristica importante dessa série € que o termo geral tende

a zero, isto &,
a=1ln—0.

Numa primeira andlise tem-se a impressiio que a série harmibnica
deva ser convergente, e ndo divergente, afinal, os termos da série estdo
decrescendo para zero, de tal forma que se constata pouco crescimento nas
s0mas parciais.

Assim, quando se tem somado, por exemplo, n = 107 termos, esti-se
somando tdo pouco que se é inclinado a dizer que existe um mimero real
que representa a soma dessa série.

A demonstragio da divergéncia dessa série foi feita pela primeira
vez por Oresme aonde se v& a importincia do raciocinio l6gico pois, mesmo
com o uso docomputador ndo se teria indicios de que a série seria divergente.

No entanto, existem métodos que permitem obter uma aproximagio
para a soma parcial S, dos n primeiros termos, através da Férmula de
Euler-MacLaurin.

Segundo AVILA (1995), essa férmula permite substituir a soma parcial

da série 2 £ (n) pela integral I S (x)dx, que é uma expressio equivalente.
1 1

Considera-se f(x) como uma fungio definida no semi-eixo real positivo
e suficientemente regular para que as operagdes indicadas possam ser
efetuadas. Assim, indicando-se com fII o valor f(j) e integrando-se por partes,
tem-se:

! 1 4l
J f)dx=2(f; + f1)- Je-i-112pwpax

Efetuando-se a soma para j= 1,2, 3, ..., n -1, o termo j £'(x) do
integrando muda conforme j muda de valor. Para contornar esse
inconveniente substitui-se esse j por [x]. Entdo introduzindo-se a fungio

P,(x) = ( x - [x] - %)

e efetuando-se a soma, obtém-se;

$f(n}=]'f(x}fix+%{fl —f,}+Iﬂ{I}f'{x}dx. (7

Essa & a primeira versio da Férmula de Euler-MacLaurin, que se vai
aplicar ao caso da série harménica.

Substituindo-se f(x) = 1/x em (7), a reduzida da série harmdnica passa
a ser

P {x]

S,,:lngn+ +_.,

2 9, (8)

I
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A seqiiéncia S —log ntem limite com n—se=, e esse limite é denominado
constante de Euler-Mascheroni, e € denotado pory ;

_1 1R®  TRAM
“V_l_‘,!l x* dx ':I: x2 é,

O valor numérico aproximado de y & 0.57721.
Introduzindo-se a constante ¥ na expressdo (8), e aplicando-se o
Segundo Teorema da Média para Integrais, obtém-se:

1 1
Snzlﬂgn+£+y+n—zzﬂ(x)aix, )

onde ¢ & uma constante conveniente.

Essa formula permite determinar o menor valor de n para o qual a
soma parcial S atinja um certo valor fixado A, isto €, dado o nimero A,
precisa-se determinar n tal que

S, 2 A e S, <A

Como a fungio P (x) é peridica de periodo 1 e é dada por Pix)=x
- Y2, no intervalo 0 = x < 1, é ficil ver que

1
-Eﬂj-ﬂfx}dx‘-’-ﬂ. (10)
De (9) e (10) obtém-se:
1 1 1

lngn+g+}f > 3§, }lcgn+£—-§.

Substituindo-se n porn - 1 em (10), vé-se que S, >A e S <A, se
1 1

logn > loge*™” —— 1——]

ogn>loge Zn( ym

1 1
1 —_ Ay _ _
ogn—1)<loge En[Hn—l]'

Essas desigualdades dao critérios para a determinagiio de n em termos
de A eyecomum exame superficial dessas desigualdades pode-se constatar
que n estd préximo de e 47,

Exemplo:

Quantos termos somar para que S, atinja o valor 207

n=e* 7= g¥®-95711 = 272, 402.000 .
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Portanto, somando-se 272.402.000 termos, obtém-se soma apro-
ximadamente igual a 20. Dai, pode-se concluir que no caso da série har-
mdnica, mesmo com o auxilio do computador mais veloz que se possa
imaginar, somando termos muito rapidamente, nio se obtém informagies
que permitem concluir sobre a sua divergéncia.

CONCLUSOES

O problema de determinar se uma série possui soma ou niio despertou
interesse dos matemidticos desde antigamente. Mesmo antes de se saber,
com clareza, as condigdes que permitem concluir sobre a convergéncia ou
nao das séries, a sua soma foi calculada. Resultados interessantes de Andlise
foram estabelecidos, a partir do séc. XIX, e o aspecto formal e rigoroso
para a convergéncia das séries foi satisfeito. Em contrapartida, este trabalho
serviu para mostrar que, mesmo com os computadores de hoje, ndo € possivel
constatar que certas séries sdo divergentes e, assim, concluir sobre a
importancia do raciocinio l6gico na solugiio de cerlas guestdes em
matemdtica, como o que € usado para mostrar a divergéncia da série
harménica.
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