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RESUMO

Este artigo discute o papel dos registros dinamicos de representagao semiotica no processo de aprendizagem da
geometria, quanto ao entendimento do significado e da necessidade de uma demonstragéo, bem como quanto ao
desenvolvimento de habilidades para produzi-las. A teoria dos registros de representagao semiotica (DUVAL, 2006) é
usada para o entendimento do potencial dos registros dinamicos disponibilizados no software GeoGebra. Exemplos de
tratamentos no registro figura dindmica ilustram formas de pensar diferentes daquelas nas quais se usa o desenho fei-
to no papel. Uma experiéncia com futuros professores de matematica, cursando uma primeira disciplina de geometria
no curso de Licenciatura em Matematica da UFRGS, ilustra a discussao teorica do artigo.
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ABSTRACT

This article discusses the role of dynamic registers of semiotic representation in geometry learning process, regarding the
understanding of the meaning and the need for a demonstration, as well as the development of skills to produce them.
The theory of registers of semiotic representation (DUVAL, 2006) is used to understand the potential of dynamic registers
provided in the GeoGebra software. Examples illustrate treatments on the register figure that provoke ways of thinking
different from those in which one uses the drawing on paper. An experience with pre-service mathematics teachers,
attending a first geometry course, illustrates the theoretical discussion of the article.
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INTRODUGAO

A Matematica €, por exceléncia, uma area de conhecimento que depende de sistemas de re-
presentacao que fazem uso da linguagem natural e de signos com regras de uso bem estabelecidas
— 540 0s sistemas de representacao semiotica. Estes sistemas tem papel fundamental nao sé na
veiculagao do saber matematico, mas na produgao de raciocinios e argumentos que produzem novo
conhecimento. A historia da matematica mostra o quanto o seu desenvolvimento se faz acompanhar
do desenvolvimento de sistemas de representagao cada vez mais sofisticados. Nesta diregao, Radford
(2013) reconhece em Leibniz (1646-1716) um moderno pensador nas suas reflexoes sobre signos,
pensamento e realidade. Partindo da relagao entre a capacidade humana para comunicagao e para en-
tendimento da realidade, Leibniz acreditava que seria possivel, até mesmo, desenvolver uma linguagem
de signos, para representar “as coisas e sua esséncia” (RADFORD, 2013, p. 188) e de forma tal que a
associacao entre signos e pensamento poderia ser combinada e operada sem nenhuma ambiguidade.

A importancia dos sistemas de representacao semiotica na produgao do conhecimento mate-
matico, torna natural a existéncia, na area da educagao matematica, de linha de pesquisa que trata de
entender o papel de tais sistemas no processo de aprendizagem da matematica e, nos ultimos anos,
este tem sido um assunto recorrente. Em 2006, a revista Educational Studies in Mathematics teve
uma edicao especial dedicada ao assunto, intitulada Semiotic Perspectives on Learning Mathematics
and Communicating Mathematically. Uma outra edicao especial foi publicada em 2011, intitulada
Signifying and meaning making in mathematics thinking, teaching and learning: Semiotic perspec-
tives. Em 2014, mais uma edigao especial, intitulada Representing mathematics with digital media:
Working across theoretical and contextual boundaries foi publicada.

E importante dizer que este interesse de pesquisa vem sendo alimentado, especialmente, pelas
indagagoes que se tem sobre as implicacoes do potencial das representagdes veiculadas em suporte
digital, na aprendizagem da matematica. Uma contextualizac&o historica nos ajuda a entender a im-
portancia do tema. Shaffer & Clinton (2006) falam em espiral de ecologias cognitivas, sendo que, em
cada estagio de desenvolvimento um crucial avango cognitivo se produz e, junto com ele, uma nova
cultura cognitiva se instala e prepara o terreno para um novo avango cognitivo e uma nova ecologia
cognitiva. Eles elencam, cronologicamente, quatro estagios: o estagio da cultura mimética, no qual
a representacao esta no gesto; depois € o0 estagio da cultura mitica, que tem na linguagem oral um
novo meio de representacdo, e com ela narrativas e mitos séo as formas de armazenar, transmitir e
produzir cultura; com a criagdo da escrita e dos simbolos, se desenvolve o estagio da cultura tedrica,
no qual a cognicdo humana, na produgao e transmissdo de conhecimento, faz uso de ferramentas
culturais externas e de sistemas de representagao (ainda estatico, como por exemplo, o texto escrito).

Com as tecnologias digitais, novas possibilidades de criacdo, producdo e veiculagdo de co-
nhecimento se descortinam — agora é a possibilidade de interagir com sistemas dinamicos de re-
presentacdo, que externalizam e internalizam novos pensamentos, em continuo processo de agao/
reacao entre sujeito e ferramenta. Estamos adentrando nova ecologia cognitiva - é o estagio da
cultura virtual. Os autores introduzem a expressao ferramentaparapensamento (toolfortoughts) para
caracterizar que ferramentas digitais e formas de pensar estao em completa dependéncia, pois se por
um lado as ferramentas servem para externalizar pensamentos, por outro lado 0os pensamentos séo
internalizagoes de agoes sobre as ferramentas.

Diferentemente de posicionamentos na linha socio-cultural, que consideram ferramentas como
suportes para a cogni¢ao humana, eles avangam em posicionamento provocador, ao considerarem
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que nas interagoes sujeito X ferramenta nao existe a primazia de um sobre o outro e esta simbiose
é parte da ecologia cognitiva da cultura do virtual: “Pensamentos estao conectados com ferramen-
tas e as ferramentas estao conectadas com pensamento (...) Nenhum deles existe sem o outro (...)
NOs atribuimos as ferramentas e aos pensamentos 0 mesmo status ontologico (p.290)”.

Voltando-se a questao especifica da aprendizagem da matematica, tem-se em Moreno-Armella
& Hegedus (2009) um posicionamento que se aproxima da ideia de ferramentaparapensamento.
Eles introduzem a nocao de objeto fronteira (border object) — sao realizagoes dinamicas de objetos
matematicos, feitas através de ferramentas digitais. O sujeito pensa com um objeto de fronteira,
através de sua agao sobre 0 objeto e da reagao que recebe, e assim ele avanga na construgao de co-
nhecimento. Dizem os autores: “O conhecimento que emerge com a midia digital é diferente daquele
que emerge a partir do lapis e papel, pois 0 mediador digital nao € epistemologicamente neutro (...) a
natureza do conhecimento esta intrinsecamente ligada a ferramenta mediadora (p.511)”.

Mas transformar um software em ferramentaparapenasamento (ou usar objetos fronteira), em
situacoes de aprendizagem da matematica, ndo é simples. Isto exige formas de pensar que séo dife-
rentes daquelas que estamos acostumados e ainda estamos, de fato, dando os primeiros passos na
ecologia cognitiva da cultura do virtual.

Esta nossa reflexdo introdutoria tem o proposito de sinalizar que, um dos passos a ser dado diz
respeito a mudanga de olhar sobre o processo de ensinar e aprender matematica quando se faz uso
de tecnologia digital. No que segue vamos mostrar uma possibilidade de uso do software GeoGebra
na direcao de ser uma ferramenta para pensamento, em situagao de aprendizagem direcionada para
desenvolvimento do pensamento geomeétrico, quanto ao entendimento e significado de uma demons-
tracao e também quanto ao desenvolvimento de habilidades para produzir demonstragoes. Na proxima
sessao, sinalizamos de que forma os registros de representacdo semiotica participam do processo de
construcao do pensamento geométrico. Depois avangamos na discussao sobre 0s registros dinamicos
de representacdo semidtica que se tem em um software como o GeoGebra. Para ilustrar de que forma
se pode fazer uso de potencial de tais registros dindmicos apresentamos uma experiéncia de ensino
realizada com alunos calouros do Cursos de Licenciatura em Matematica da UFRGS.

0 PROCESSO DE DEMONSTRAGAO A LUZ DA TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTAGAO
SEMIOTICA

A geometria euclidiana é a parte do saber matematico voltada a objetos idealizados. Idealizados
no sentido de nao existirem no mundo fisico, mas apenas no mundo das ideias. Triangulos, quadra-
dos, circulos, esferas sao idealizagoes de formas fisicas presentes no mundo ambiente. As primeiras
idealizagGes espontaneas, de qualquer crianga, apoiam-se em qualidades comuns que certos objetos
apresentam, e sao simplesmente impressoes visuais, associadas a determinados nomes. Entender o
sentido de uma teoria axiomatizada, entender o significado e a necessidade de uma demonstragao,
ser autor de demonstragGes nao é nada simples nem espontaneo: “Entendimento do sentido de rigor
numa construgdo hipotético dedutiva, o sentimento de coeréncia e consisténcia, a capacidade de
pensar com proposigoes, independentemente de restrigoes praticas, nao sao aquisi¢oes esponta-
neas. ” (FISCHBEIN, 1993, p.232).

A teoria dos registros de representacao de Duval (2006) ajuda no entendimento do processo de
construgéo do pensamento geométrico. Duval introduz o conceito de registro de representagao com
0 proposito de explicitar o quanto os sistemas de representagao, além de veicular o conhecimento
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matematico, sao ferramentas que dao suporte a criacao e desenvolvimento de novas ideias e concei-
tos. Sao quatro os tipos de registro que Duval (2006) identifica: lingua natural; sistemas de escritas
numérica, algébrica e simbolica; desenhos; e graficos. Ele explica o papel dos registros de repre-
sentagao no processo de entendimento e de produgao de ideias matematicas através do conceito de
transformacao que classifica em dois tipos: a) o tratamento € a transformacao de uma representagao
semidtica em outra representagao semiotica, dentro de um mesmo tipo de registro (por exemplo,
registro desenho); b) conversao ¢ uma transformacéao que transita entre representagoes semioticas
pertencentes a registros de diferente natureza (por exemplo, registros lingua natural e desenho).

Na aprendizagem da geometria é fundamental a conversao entre registro lingua natural e/
ou simbdlica e registro desenho. Ao introduzir a nogao de conceito figural (em italico), Fischbein
(1993) mostra a importéncia da estreita relacao entre estes dois registros. O conceito figural
(emitalico) tem dois componentes: um conceitual e outro figural. 0 componente conceitual, com
maior ou menor grau de formalismo, em linguagem natural e/ou simbdlica, caracteriza uma certa
classe de idealizagOes (p.ex., a definicdo de quadrado). Ja o componente figural é de natureza
visual (forma, posicao, tamanho) e se expressa através do desenho (p.ex., o desenho do quadra-
do). E da natureza da geometria a explicitagao de relacoes entre elementos geometricos - € disto
que tratam os teoremas e as demonstragées que os explicam - e, para tal, torna-se importante
uma adequada simbiose entre componentes conceitual e figural, 0 que nao € simples para 0s
alunos. Diz Fischbein (1993):

A dificuldade em manipular conceitos figurais, isto é, a tendéncia de negligenciar a
definicdo em fungéo da pressao de restrigoes figurais, representa um dos maiores
obstaculos ao raciocinio geométrico (...) Frequentemente, restricoes figurais es-
capam do controle conceitual e imp6em a linha de raciocinio interpretacoes que
figurativamente sdo consistentes, mas que nao estao mais sujeitas as restricoes
conceituais (p. 15)

E assim, por exemplo, que 0s alunos tomam como propriedade do segmento altura de um
tridngulo “ser um segmento no interior do tridngulo”, ou que se referem ao paralelogramo como um
“quadrilatero com dois angulos agudos e dois obtusos”. Em casos extremos, 0s alunos até mesmo
confundem caracteristicas fisicas do desenho - espessura do tragado, tamanho do ponto - com pro-
priedades geomeétricas ao dizerem, por exemplo, que “circulos tangentes se interceptam em infinitos
pontos”, pois é isto que veem no desenho que representa a situagao (GRAVINA, 1996).

Em continuidade a ideia de conceito figural, Gravina (2001) introduz a ideia de propriedade
figural como sendo uma propriedade também com dois componentes: 0 componente proposicional,
correspondente ao enunciado em linguagem natural e/ou simbolica; e 0 componente figural, que se
concretiza no desenho associado ao enunciado. No processo de demonstragao o fratamento a ser
dado ao componente figural é sempre uma fonte de dificuldade; é preciso transformar o registro
desenho, mantendo-0 sempre sob o controle da argumentagao, e de tal forma que possam ser nele
reconstruidos componentes figurais de teoremas e conceitos ja sob dominio e que vao garantir o
fluir da argumentagao. Quao mais implicitos estao no componente figural os elementos geométricos
necessarios para concatenagao logico-inferencial de hipotese e tese do teorema, tdo mais dificil
se torna o processo de demonstracao. A partir de trabalho de Duval (1995), e também retomando
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ideias de Zykova (1969), Gravina (2001) avanga no detalhamento de fratamentos do registro dese-
nho, presentes no processo de demonstracao: a reinterpretagao de desenho, de dificuldade menor,
corresponde a situagao em que um dado elemento do desenho é reinterpretado, no contexto de outra
relagao; a reconstrugao do desenho exige o estabelecimento de relagoes entre determinados elemen-
tos do desenho, no contexto de outra relagdo. O terceiro tratamento é a extensao do desenho, este
0 mais complexo, pois 0s elementos geométricos necessarios ao encadeamento de relagoes infe-
renciais nao estao visiveis no desenho. Eles devem ser acrescidos para que assim se depreenda, via
reinterpretagées e reconstrugdes, o que dir-se-ia ser o subcomponente figural (solidario a conceito
ou propriedade figural ja conhecidos) que garante o fluir da argumentacao. As Figuras 1 e 2 ilustram
estes tratamentos de desenho'.

As dificuldades acentuam-se quando a extensdo do componente figural envolve reinterpreta-
¢des ou reconstrugoes de objetos que estao em posicao nao familiar, isto é, diferentes das prototipi-
cas. Na Figura 3 tem-se um uma situacéo de tratamentos de desenho que envolve reconstrugéo / ex-
tensao / reconstrucao e que exige a identificacéo de sub-componente figural, associado ao teorema
da base média na explicagao da propriedade “se no triangulo ABC tem-se M, N, R e Q pontos médios,
respectivamente, dos segmentos AB, AC , BP e PC e P ponto médio de BC entao o quadrilatero MNRQ
é paralelogramo”

Figura 1 - Tratamento de reinterpretacdo e reconstrugao do registro desenho

remterpretag:éo
dlagonal como

lado do triangulo

reconstrugéo
paralellsmo [
angulos congruentes

Fonte: Construgao da autora.

Figura 2 — Tratamento de extensdo do registro desenho

extensdo

componente figural 4 N _ _ _ o eses
para demonstracdo

Fonte: Construgao da autora.

0 teorema do valor médio diz que “os pontos médios de dois lados de um tridngulo determinam um segmento que é paralelo ao terceiro lado
e que tem como medida a metade da medida deste terceiro lado”.
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Figura 3 — Sucessivos tratamentos no registro desenho

reconstrugdo extensao " reconstrugao “
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Fonte: Construgdo da autora.

O entendimento sobre os diferentes tipos de tratamento de desenho que se fazem presentes
no processo de demonstragao de um teorema ajudam a realgar as possibilidades que se tem nos
registros dindmicos de representacdo para o desenvolvimento do pensamento geometrico. E™ disto
que trata a proxima sessao.

0 GEOGEBRA E 0S REGISTROS DINAMICOS DE REPRESENTAGAQ SEMIOTICA

Observar iniciantes no uso de um software de matematica dindmica, como o GeoGebra, muito
esclarece sobre 0 quanto nossa forma de pensar € influenciada pelos sistemas de representagao
que veiculam o conhecimento e com 0s quais se esta familiarizado. Nossa experiéncia com alunos
ingressantes no curso de Licenciatura em Matematica da UFRGS, cursando uma primeira disciplina
de geometria, mostra que nao é de forma natural que os iniciantes tiram proveito do dinamismo que
se tem nos registros dindmicos. Frente a figura dindmica, inicialmente eles se comportam como se
fosse um desenho estatico feito no papel; depois, mesmo ja fazendo uso de movimento de pontos,
ainda nao ¢ de todo simples, para eles, identificar relagoes entre os elementos que compdem uma
figura dinamica, identificar propriedades que se revelam no tipo de dinamismo da figura.

Este comportamento dos alunos se justifica na falta de familiaridade com o funcionamento do soft-
ware. Mas o que de diferente e nao familiar se apresenta em um software como o GeoGebra? No que
segue vamos responder esta pergunta.

Na interface do GeoGebra tem-se menus com variadas ferramentas para realizagao de constru-
cOes geomeétricas. Duas delas, basicas, funcionam como régua e compasso virtuais: Reta passando
por dois pontos e Circulo dado centro e ponto. Com estas duas ferramentas poder-se-ia dar inicio a
construgoes geométricas dentro do classico principio grego de Il A.C.: a régua sendo usada para tragar
reta passando por dois dados pontos e 0 compasso sendo usado para tragar circulo dado o seu centro
e um de seus pontos?. Mas o GeoGebra ja disponibiliza uma variada colegéo de ferramentas, dentre
elas Reta Perpendicular, Reta Paralela, Mediatriz, Cénica por Cinco Pontos; e outas tantas ferramentas
podem ser incorporadas a sua base de conhecimento, através do recurso Criar uma Nova Ferramenta.

Mas é analisando outras duas caracteristicas dos softwares de geometria que vamos, real-
mente, responder & pergunta colocada acima. A primeira caracteristica é a disponibilizagao da repre-
sentagéo semiodtica que é referida na literatura como figura dindmica (LABORDE&CAPPONI, 1994).

2E possivel configurar a interface do GeoGebra de modo a ter-se visivel somente algumas de suas ferramentas. Em Mariotti (2001) tem-se uma
interessante experiéncia de ensino em que os alunos aprendem sobre a organizagao e construgao de um modelo axiomatico, iniciando com um
menu reduzido de ferramentas, a saber ponto, reta, segmento, semi-reta, circulo, e gradativamente, mediante procedimento de construgao,
vao incluindo novas ferramentas, como por exemplo, retas perpendiculares, retas paralelas, mediatriz de um segmento, bissetriz de um angulo,
e assim por diante.
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Feita uma construgao, mediante deslocamentos aplicados aos elementos iniciais (no geral pontos),
0 desenho na tela do computador - uma instancia de representacéo da construgao - transforma-se
mas preserva as relacoes geomeétricas que foram impostas a construgéo, bem como as relagoes
delas decorrentes. Na tela do computador se descortina uma cole¢éo de “desenhos em movimento”
que guarda invariantes geomeétricos, declarados ou nao no procedimento de construgao. Uma figura
dindmica é entendida como uma colegao de “desenhos em movimento”, que respeita um certo pro-
cedimento de construgéo.

Figura 4 - Estabilidade da construgao geométrica

D BN 3 cil#) PANIZEIE B3

fC~

Fonte: Construgdo da autora.

Na Figura 4 tem-se uma construgao que corresponde a figura dindmica: ao aplicar-se desloca-
mento nos pontos A, B ou C, o tridngulo muda de tamanho e posicao, mas o circulo permanece sem-
pre passando pelos vértices do tridngulo. Isto acontece porque na construgao sao preponderantes
as relagcoes geométricas entre os elementos (a saber: tridngulo ABC, mediatrizes dos lados AB e AC,
ponto O de intersecgao das duas mediatrizes, circulo de centro O passando por A).

Uma segunda caracteristica dos softwares de geometria dindmica € a representagao semio-
tica que informa relagdo funcional entre objetos geomeétricos?. Por exemplo, pode-se ter a relacao
funcional entre ‘segmento’ e ‘quadrado’- dado um segmento € possivel ‘enxergar’, sem sombra de
duvida, o quadrado que tem como lado este segmento. Uma outra relagao funcional poderia ser ‘seg-
mento’ e ‘quadrado’, mas agora sendo ele construido a partir da diagonal. No dinamismo resultante
de movimento aplicado a variavel independente ‘segmento’ tem-se indicios das diferentes relagoes
funcionais que determinam a variavel dependente ‘figura dindmica quadrado’. Se na figura dindmica
pode-se manipular somente dois vertices consecutivos, tem-se indicagao de que a construgao inicia
com o lado do quadrado; se na figura dinamica pode-se manipular somente dois vértices opostos,
a indicagao € de que a construgao inicia com a diagonal do quadrado. As ‘leis’ destas duas relagoes
funcionais estéo indicadas nos procedimentos de construcéo dados na Figura 5.

SE com esta representagao semitica relagdo funcional que se pode expandir a base de ferramentas do GeoGebra. Feita uma construgao,
tem-se a possibilidade de Criar uma Nova Ferramenta. Por exemplo, feita a construgao do circulo que circunscreve um tridngulo, conforme
indica a Figura 4, pode-se criar uma nova ferramenta que automatiza este procedimento, para isto escolhendo como variaveis independentes
0s trés pontos que serao os vértices do tridngulo e como varidvel dependente o tridngulo e o circulo que foram construidos com procedimento
geomeétrico.
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Figura 5 — Relagéo funcional entre elementos geomeétricos

{ \ } reiagao { L_l } { \ } relagéo { N}
funcional funcional

Fonte: Construgao da autora.

Entendido o funcionamento do GeoGebra, voltamos a questao do potencial semidtico que nele
se tem e elencamos alguns aspectos:

- @ manipulagao da figura dindmica introduz um novo tratamento para o registro desenho. A
‘estabilidade do desenho sob agao de movimento’ é um registro dindmico que desafia para constru-
¢0es com controle geométrico e este processo propicia a fuséo entre os componentes conceitual
/proposicional e figural. Uma familia de ‘desenhos em movimento’ substitui o particular desenho
como expressdo do componente figural, descaracterizando as particularidades ndo relevantes, tao
presentes na formagdo de inadequadas imagens mentais (FISCBEIN, 1996).

- na construcao e na manipulagao de figuras dindmicas tem-se o germe do significado e da
necessidade de uma demonstragédo. O procedimento de construgao informa os ‘fatos declarados’.
As regularidades observadas mediante manipulagéo da figura dindmica, informam sobre regularidades
que nao foram declaradas — os fatos implicitos - que se tronam passiveis de explicagao via argumenta-
¢ao dedutiva. Por exemplo, na construcao que esta na Figura 4 tem-se como fatos explicitos ‘triangulo
ABC, retas mediatrizes r1 e r2 dos segmentos AB e AC, ponto O de interseccéo das retas r1 e r2 e cir-
culo de centro O passando por A’. Como fato implicito tem-se ‘circulo contém os pontos B e C’, e este
fato pode ser explicado via congruéncia de triangulos, ap0s extensdo de desenho que acrescenta 0S
segmentos AQ, OB e OC. O entendimento da distingao entre fatos explicitos e implicitos é, sem divida,
parte da génese cognitiva do significado e da necessidade de uma demonstragao (GRAVINA, 2001).

- a relagdo funcional € um registro dindmico com potencial para provocar a descoberta de teo-
remas, especialmente em atividades do tipo ‘caixa-preta’. Uma ‘caixa-preta’ € uma figura dinamica
que o0 sujeito manipula, mas ndo sabe sobre sua construgao. O desafio é construir uma réplica, e para
isto é preciso identificar, via movimento aplicado as variaveis independentes, as regularidades da
figura dindmica. A producdo de caixas-pretas é feita através do recurso Criar uma Nova Ferramenta e
exemplificamos o procedimento, a partir da construcéo feita na Figura 4: sdo escolhidos como obje-
tos inicias as variaveis independentes pontos A, B e C e como objetos finais as variaveis dependentes
triangulo e circulo, e desta forma o procedimento de construgao das mediatrizes r1 e r2 e do ponto
de intersecgao destas retas fica oculto.

- 0s diferentes menus de construcdo e a manipulagao das figuras dindmicas propiciam o de-
senvolvimento de habilidades que dizem respeito ao tratamento do registro desenho. Particularmente
nas extensoes de desenho, a pertinéncia ou nao dos elementos geométricos acrescidos pode ser
analisada via o dinamismo da figura.

- com as figuras dinamicas, as definicoes e os teoremas da geometria passam a ter compo-
nente figural com infinidade de representagées e assim criam-se condicoes para o desenvolvimento
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de habilidades para identificar, em processos de demonstragao, sub-configuragoes de propriedades
ja conhecidas, necessarias ao desenrolar da argumentagao.

UMA EXPERIENCIA ILUSTRATIVA

Nesta secdo apresentamos um recorte de experiéncia que teve como proposito responder
duas questoes de pesquisa (GRAVINA, 2001)* a) de que forma os ambientes de geometria dina-
mica podem contribuir para que os alunos compreendam o que é uma demonstragao - que certas
hipoteses implicam necessariamente novas relacoes geométricas, explicaveis via argumentagao
dedutiva?; b) de que forma os “desenhos em movimento” podem contribuir para que 0s alunos cons-
truam suas demonstragoes, ou seja, para que se tornem versateis no tratamento dos componentes
conceituais / proposicionais / figurais que acompanham as argumentagoes dedutivas?

Participaram da experiéncia 16 alunos calouros do Curso de Licenciatura em Matematica da
UFRGS, e eles constituiram uma turma da disciplina Geometria |, obrigatoria no primeiro semestre de
Curso. Os alunos eram recém egressos do ensino médio (excluindo-se 0s casos de alunos egressos
de cursos supletivo e profissionalizante) e na faixa etaria de 17-20 anos. Estas condigoes se justifi-
cam: para controle da experiéncia julgou-se importante ter-se, na medida do possivel, sujeitos com
perfis similares, para melhor identificar e categorizar os comportamentos e avangos na construgao
de conhecimento, resultantes das interacoes com os registros dindmicos de representacao.

Foram estimados o0s conhecimentos prévios dos alunos® e obtiveram-se resultados que confirmam
dificuldades quanto aos conceitos e propriedades figurais, em particular quanto aos tratarmentos na com-
ponente figural: interpretacoes de desenho que nao respeitam as componentes conceitual /proposicional;
imagens mentais inadequadas que comprometem a fusao dos componentes conceitual e figural; valida-
¢Oes que nao se apoiam em argumentos de natureza dedutiva. Ou seja, 0s alunos deram indicagoes de co-
nhecimento geomeétrico ainda no patamar empirico, fortemente influenciado por impressoes perceptivas.

Figura 6 — Questao para avaliagao de conhecimento prévio

r1 r2

/ retas r1 e r2 paralelas
c interceptadas pela reta r3

0o OB divide o angulo AOC

em dois angulos congruentes
r3

A .B\\ quanto mede o 4ngulo OBC

Fonte: Construgao da autora.

Por exemplo, frente a questao apresentada na Figura 6, observou-se reconstrugoes no compo-
nente figural que fogem do controle dado no componente conceitual. Disseram: “os triangulos OCB e

4Um esclarecimento: mesmo sendo o trabalho de Gravina (2001) anterior aos trabalhos tomados como referéncia importante neste artigo,
nele tem-se experiéncia com resultados que estao em plena sintonia com a discussao teorica feita no artigo e com a atualidade do tema em
periodicos de pesquisa em educagao matematica.

STomou-se 0s topicos de geometria tratados nos livros didaticos escolares como conhecimentos prévios a serem avaliados.
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AOB sao iguais”; “os angulos AOC e ABC tém a mesma medida”; “o angulo OCB mede 60 graus”;
“0 triangulo OBC tem todos os lados iguais”. Chama a atengao que, no geral, nao foi identificada
a sub-componente figural “angulos alternos internos em reta paralelas’, que resolveria imediata-
mente o problema; as solugdes apresentadas envolveram muitos calculos, desnecessarios, com
medidas de angulos.

Na experiéncia, a sequéncia de atividades proposta aos alunos foi organizada em trés niveis de
complexidade: o primeiro tratou da compreensao do significado de demonstragao; o segundo, tratou
do desenvolvimento de competéncias para tratamentos no registro desenho, necessarios para o fluir
da argumentacéao; o terceiro nivel tratou do desenvolvimento de competéncias para o tratamento do
registro desenho em situagoes mais complexas, quanto as extensées de desenho.

Atividades do tipo ‘caixa-preta’ foram intencionaimente escolhidas para provocar a manipulagao
de figuras dindmicas e a descoberta de propriedades geométricas®. Vamos analisar duas das atividades
propostas, sendo uma delas no nivel 1 e a outra no nivel 2’. Para cada atividade, inicialmente tratamos de
esclarecer sobre 0 uso do potencial semiotico do GeoGebra que se pretende e depois trazemos um recorte
da producdo dos alunos de forma a ilustrar o processo de apropriacao do GeoGebra e o0 concomitante de-
senvolvimento do pensamento geomeétrico. Ao longo da experiéncia, 0s 16 alunos trabalharam em duplas.

A atividade do nivel um, a primeira atividade da disciplina Geometria I, consiste de trés ‘caixas-
-pretas’, de inicio, com instancias de desenho que ndo as diferenciam. Os alunos devem ‘abrir’ as
‘caixas-pretas’, isto é, fazer a construgao de figuras dindmicas que tenham o0 mesmo comportamento
e, para isso, é preciso explorar o dinamismo das figuras de forma a identificar suas caracteristicas e
suas diferencas. A Figura 7 apresenta as caixas-pretas (os quadrilateros coloridos) em duas instan-
cias de representagao. Os elementos pontilhados indicam, ao leitor, os procedimentos de construgao
e ndo sdo visiveis para o aluno (lembramos que as ‘caixas-pretas’ sao produzidas com o recurso
Criar uma Nova Ferramenta).

Figura 7 - Caixas-pretas da primeira atividade

-A’ /. /‘*k I> @ @ ‘{. X ABC 1% i i1 _;,_ > @ @7 ,{;7 \ ABC b

“THr v | "Hr v v | g
caixa-preta 1 caixa-preta 2 caixa-preta 3 caixa-preta 1 caixa-preta 2 caixa-preta 3
o | ,
1 i N T - = LRy 3
- — g \ s /
& Tk L "‘ B ot il (/
N
. i X e ¥ > ) \
i vov R/ \ o \
! | - gt |
) I i i St ¥ | D i
b " | ’
1 i 7 + . o sl {
~ l I ! ’
instancia inicial da figura dindmica instancia da figura dindmica ap6s movimento

Fonte: Construgao da autora.

8Pouco se tem investigado sobre os efeitos de atividades do tipo “caixas pretas” na aprendizagem da geometria. Uma das primeiras referén-
cias sobre este assunto ¢ um documento de Capponi (2001). O documento esboga critérios para elaboragao de tipologia de “caixas pretas”
maior ou menor evidéncia de indicios perceptivos; invariantes de forma;relagao entre percepgéo e reconstrucéo de réplica. Tal tipologia visa
classificar as “caixas pretas” de modo a antecipar a inten¢ao de aprendizagem.

"Aimplementagao e a andlise da experiéncia estd documentada, na integra, em Gravina (2001).
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A atividade visa, inicialmente, a compreensao do conceito de figura dindmica - sob agao do
movimento tem-se regularidades que se mantém. Na caixa preta (a) eles vao observar que somente
dois veértices consecutivos do quadrilatero podem ser movimentados e disso resulta mudanca de po-
sicao e tamanho, mas a figura dindmica mantém a forma de ‘quadrado’; na caixa preta (2) eles podem
movimentar somente dois vértices opostos, e isto produz um dinamismo diferente daquele observado
em (a), mas a figura dindmica também mantém sempre a forma de ‘quadrado’. Ja na terceira figura
dindmica podem aplicar movimento em trés dos veértices e o resultado é um quadrilatero sempre com
a forma de ‘paralelogramo’, com posicao e tamanho variados.

Na liberdade de movimentos dos vértices tem-se indicios para o procedimento de construgao,
e isto, para os iniciantes em geometria dindmica nao é nada obvio. No primeiro quadrilatero a cons-
trugao inicia com segmento lado e resulta em quadrado; o segundo inicia com segmento diagonal e
resulta também em quadrado; trés pontos dao inicio a construgao do terceiro quadrilatero, que resulta
em paralelogramo.

0 processo de construgao de réplicas das ‘caixas-pretas’ traz entendimento sobre os fafos
explicitos, aqueles declarados no procedimento de construcdo (as hipoteses do teorema), e fatos
implicitos, aqueles decorrentes e, portanto, passiveis de argumentagdo dedutiva (é a tese do teo-
rema). Neste entendimento tem-se, a génese cognitiva do significado e da necessidade de uma
demonstracao.

Na producéo das duplas de alunos, em todos o0s grupos, exceto um, observou-se dificuldades
na realizagdo dessas primeiras construgoes. O que transparece, nas tentativas iniciais, é que os alu-
nos, mesmo manipulando os vértices dos quadrilateros, ainda nao entendem as relacées geometri-
cas que emergem nas figuras dindmicas. As primeiras tentativas de construgao misturam construgao
geomeétrica e desenho do tipo a ‘mao livre’, fazendo com que o quadrilatero tenha, aparentemente, a
forma desejada. Sob acdo do movimento, ele colapsa nas suas caracteristicas aparentes. No Quadro
1 temos as diferentes tentativas de uma das duplas, relativas a construcao da primeira caixa-preta.
Na segunda coluna apresentamos comentarios que esclarecem o procedimento de construgdo, com
destaque em negrito nos aspectos que comprometem o produto final adequado.

Quadro 1 - Andlise da primeira atividade

o] ic_ | Primeira tentativa de construgao: segmento AB; retas perpendiculares
pelos extremos do segmento; o ponto D sobre uma das perpendiculares
aparentemente de forma a guardar a relagdo AD=AB; a reta perpendicular
? a AD por D e 0 ponto C como a interseccao de duas retas ja construidas.
Como trés sao os pontos livres (A,B,D) sob acao de movimento, a figura
deixa de ter a estabilidade “quadrado”, transformando-se em “retangulo”.

mova B Segunda tentativa de construgao: segmento AB; retas perpendiculares
pelos extremos do segmento; o ponto O aparente centro do quadrado; cir-
culo de centro O passando por A; pontos C e D intersecgoes das retas per-
pendiculares com o circulo. Novamente, trés sdo os pontos livres (A,B,0).
Movimentando-se B o circulo que aparentemente passava por este ponto
nao guarda mais esta propriedade ¢ a figura colapsa; movimentando-se

g | 0 afigura também colapsa, e mais quando circulo diminui de tamanho o
“.| ponto C deixa de existir.

.
» move O
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Na terceira tentativa, a dupla sucede, mas ainda € precaria a descrigao

= - dos passos de construgao: “segmento, retas perpendiculares as duas

i % extremidades do segmento, circunferéncia com centro em um dos pontos
; do segmento passando pelo outro, reta perpendicular a reta que passa
pelo centro da circunferéncia (nao é indicado o ponto pelo qual passa

a reta perpendicular), /igar os vértices (nao é indicado como surge o
quarto vértice) .”

,

Fonte: Produgao dos alunos

O desenho a ‘mao livre” é um reflexo de predominancia de impressoes ainda perceptivas — 0s
quadrilateros ainda ndo estao sendo tratados como objetos geométricos. Nas primeiras construgoes, 0s
grupos consideram o paralelismo e a perpendicularidade, com o proposito de garantir os angulos retos;
mas nao consideram a condicao de congruéncia dos lados do quadrilatero, para o que a ferramenta
Circulo dado centro e ponto resolveria o problema e, no entanto, a sua utilizagao nao foi imediata.

As duplas, de inicio, também nao utilizam a informagao advinda da relacéo funcional que exis-
te entre os objetos geométricos. Nas primeiras exploragoes, o dinamismo serve tdo somente para
identificar as regularidades dos quadrilateros; os grupos nao consideram que a relacao funcional é
um subsidio importante ao entendimento das ‘caixas pretas’, a saber, objetos livres sao as variaveis
independentes que dao inicio a construgao.

Mas, gradativamente, a exigéncia de produzir ‘desenhos em movimento que guardam regu-
laridades’ leva ao acurado controle do processo de construcdo. Todos 0S grupos, com excegao de
um, apresentam, depois de algumas tentativas, construgoes satisfatorias para os trés quadrilateros.
Houve decréscimo no nimero de tentativas feitas pelos grupos na construgao das trés caixas pretas.
Em quatro grupos ha decréscimo no nimero de tentativas da primeira caixa preta para a segunda.

Em seis das oito duplas, a redacao dos procedimentos de construgao fez uso de linguagem
geomeétrica bastante adequada, o que indica desenvoltura na conversao de registro figura para regis-
tro lingua natural e/ou simbolica. Esta competéncia foi desenvolvida, em grande parte, nas interagoes
com as ferramentas de construgao disponibilizadas no GeoGebra.

Ainda como parte desta primeira atividade foi solicitado que fossem identificados os fatos expli-
citos e 0s fatos implicitos em uma das construgoes apresentada como réplica da primeira ‘caixa-preta’,
ilustrada na Figura 8. Foi bastante satisfatoria a produgao das duplas, o que indica entendimento sobre
pressupostos (hipoteses) e conclusoes (tese) de uma propriedade geométrica. No geral, ficou evidente
0 entendimento de que: a) os angulo C e D serem retos e a reta r ser paralela a DC séo os fatos explici-
tos; b) os angulos A e B serem retos e todos os lados serem congruentes entre si sao fatos implicitos.

Figura 8 — Construcao de réplica da primeira caixa-preta

p S b Construcao
‘A B segmento DC )
= r retas r e s perpendiculares ao segmento
b reta b bissetriz do angulo ADC
v B ponto de interseccdo deseb
r reta paralela a DC por B
D C A ponto de interseccadodeper
; | quadriltero ABCD

s
s

Fonte: Construcdo da autora
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Com a identificacao dos fatos explicitos e implicitos tem-se as condigoes para desencadear-se
a argumentagao dedutiva que explica porque o procedimento de construgéo, escolhido pela dupla,
garante que o quadrilatero é realmente um quadrado, e aqui € preciso recorrer a congruéncia de
tridngulos e a congruéncia de angulos em situagao de retas paralelas cortadas por uma transversal.

A segunda atividade que vamos comentar também é do tipo ‘caixa-preta’. Nela as exigéncias de
tratamento de desenho sao maiores, tanto na observagao do tipo de dinamismo quanto nas exten-
s0es de desenho. As ‘caixas pretas’, sob acdo de movimento, tem regularidades que surpreendem.
Na Figura 9 tem-se duas instancias das figuras dindmicas e a sequnda surpreende, pois 0s quadrila-
teros azuis parecem do tipo qualquer e no entanto 0s quadrilateros de cor rosa tem particularidades
- 840 do tipo quadrado, retangulo ou losango.

E na exploragao do tipo de dinamismo das figuras que emergem indicios para completar enun-
ciados do tipo ‘se quadrilatero ABCD tem ... tal propriedade ... entao o quadrilatero MNPQ é quadrado’.
A construgao das réplicas depende de extensées de desenho que nao sao obvias. Uma vez obtidas
as reéplicas, tem-se, nelas, de modo evidente, as informagcoes que completam os enunciados. No
processo de demonstracéo, o fluir da argumentagao depende de reconstrugdo da sub-configuragao
‘teorema da base média’.

Figura 9 - Caixas-Pretas da segunda atividade

AL PO &) Nl =2l ] ([R] AL~I DL QYO £ N rec] 22 )
~ 5
caixa-preta 1 caixa-preta 2 caixa-preta 3 caixa-preta 1 caixa-preta 2 caixa-preta 3
instancia inicial das figuras dinamicas instancia das figuras dinamicas apés movimento

Fonte: Construgao da autora.

Quanto a produgdo das duplas, elas recorrem decididamente ao dinamismo da figura, con-
centrando-se na primeira caixa-preta. Movimentando os vértices do quadrilatero ABCD procuram
identificar propriedades que garantem a forma ‘quadrado’ para o quadrilatero MNPQ. De imediato
identificam que M,N,P e Q séo pontos médios dos lados do quadrilatero ABCD. Mas com excegéao
de um grupo, nenhum identifica, de imediato, as variaveis independentes da ‘caixa-preta’ 1, este um
registro dindmico importante para ‘abri-la’ - no caso, a manipulacao da figura dindmica mostra que A
e G sao pontos livres, B é parcialmente livre e que 0 movimento do ponto D depende do movimento
de A,B e C. Algumas das primeiras manifestagoes séo: ... deve ter um circulo, porque movendo B,

a distancia de B a D ndo muda”; “... tem segmento que manda na construgao (referindo-se a BD) ...

¢Nos momentos de producéo de demonstracao houve deliberada intervengao do professor para esclarecimentos dos principios de organizagao
de um modelo axiomatico — as nogGes primitivas, 0s axiomas, as definigoes , os teoremas e demonstragoes.
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0 outro é sempre perpendicular (referindo-se a AC)...”; “o vértice D esta preso a B (referindo-se a
distancia entre B e C que nao muda)... ndo sabemos como fazer isto”.

Quanto ao grupo excegdo: movimentando os vértices dos quadrilateros azuis, identifica as
diagonais como elementos importantes; faz a extenséo de desenho na ‘caixa-preta’ 1, manipula nova-
mente a figura dindmica e faz a conjetura ‘se as diagonais do quadrilatero ABCD sdo perpendiculares
e congruentes entdo o quadrilatero MNPQ é quadrado’. O grupo avanga no procedimento de cons-
trucdo e “"abre’, com sucesso, a ‘caixa-preta’ 1. Para a construcao das demais réplicas nao ha maior
dificuldade, pois o procedimento de construgao da primeira réplica indica o caminho a ser seguido, a
saber: a congruéncia das diagonais garante que o quadrilatero MNPQ é retangulo e a perpendiculari-
dade das diagonais garante que o quadrilatero MNPQ é losango. O procedimento de construgao das
réplicas esta esbocado na Figura 10.

Figura 10 - Construgao das réplicas das caixas-pretas

/ -
preserva perpendicularidade  preserva perpendicularidade  preserva congrugncia
. e congrugéncia de AC e BD de AC e BD de AC e BD

Fonte: Producao dos alunos

Em quatro grupos, ha um gradativo controle do quadrilatero ABCD: sob acao de movimento, no
primeiro momento eles controlam a perpendicularidade das diagonais de ABCD; ao movimentarem
0s vértices de ABCD, obtém MNPQ retangulo e fazem novos ajustes na construgéo, visando garantir
a congruéncia das diagonais.

Trés dos grupos recorreram a diferente estratégia de construcao: iniciando por dois lados con-
secutivos do quadrilatero azul, constroem o quadrado MNPQ e entdo completam o quadrilatero exter-
no, conforme ilustra a Figura 11. A réplica da ‘caixa-preta’ apresenta 0 mesmo dinamismo e estabi-
lidade, mas, no seu processo de construgao, ndo emergiu a particularidade do quadrilatero ABCD. O
procedimento adotado pelos trés grupos alerta para cuidados que devem ser tomados no enunciado
de atividade do tipo ‘caixa-preta’, quando se tem como objetivo a emergéncia de propriedades geo-
meétricas — no caso é identificacdo de propriedade do quadrilatero ABCD que garante o quadrilatero
MNPQ ser um quadrado. No enunciado da atividade deveria ter-se incluido “a construgéo do qua-
drilatero MNPQ deve ser o ultimo passo da construgao”- tal exigéncia provocaria a investigacéo da
particularidade do quadrilatero ABCD.
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Figura 11 - Construcdo alternativa da primeira caixa-preta

segmentos AD e AB " d BeR
P e Q pontos médios de AD e CB e Pas O

segmento PQ retay passando porDe S quadrilatero ABCD
quadrado de lado PQ C intersecgiode Re S5

Fonte: Producao de alunos.

Quanto ao desenvolvimento de habilidades para produzir demonstragoes: as extensoes de de-
senho ja estao feitas no proprio processo de ‘abrir’ a ‘caixa-preta’; a exigéncia maior é na reconstru-
¢ao da subconfiguragao teorema da base media, em situagao de desenho nao prototipica.

As ‘caixas-pretas’ apresentam-se como uma possibilidade para formulacéao de atividades que,
realmente, tiram proveito do potencial dos registros dinamicos. Tal tipo de atividade so pode ser rea-
lizada com um software de geometria dindmica. E mais, o recorte de experiéncia apresentado indica
que 0 processo de ‘abrir’ a ‘caixa-preta’ provoca o desenvolvimento do pensamento geometrico de
natureza dedutiva. Mas muito pouco tem sido a investigacao sobre o potencial das atividades do tipo
‘caixa-preta’, na aprendizagem da geometria®.

CONSIDERAGOES FINAIS

Nosso proposito neste artigo, levando em consideragao a complexidade cognitiva que se tem
no processo de aprendizagem da geometria (as dificuldades dos alunos nos dizem sobre isto), foi
mostrar possibilidades de atividades que tiram proveito dos registros dindmicos de representacéo
semiotica que se tem no GeoGebra.

Frequentemente as potencialidades dos softwares de matematica dindmica sao sub-utiliza-
das, mercé de propostas que simplesmente refletem a transposigao das aulas tradicionais ao novo
ambiente: os alunos recebem instrugoes do professor - “faga isto, depois aquilo...” - e procedem,
Passo a passo, na realizagao de uma construgao geomeétrica; depois usam os recursos de medigao
para validar, empiricamente, a propriedade que emerge na construcao e assim termina a atividade.
Neste artigo , na discussao tedrica, procurou-se mostrar o quao importante sao os registros de re-
presentacao no processo de aprendizagem da geometria. Com um recorte de experiéncia, que fez
uso do software GeoGebra, ilustrou como a utilizagéo das figuras dindmicas pode ser uma fonte
de exploragoes e de atitudes que concorrem para o desenvolvimento do pensamento geométrico
de natureza dedutiva.

9Uma das primeiras referéncias sobre esta questdo é um documento de trabalho de Bernard Capponi (IMAG- Université Joseph Fourier) in-
titulado ‘Boite-noires’, de 2001. O documento eshoga critérios para elaboragao de tipologia de “caixas pretas”: maior ou menor evidéncia de
indicios perceptivos — invariantes de dire¢éo, de forma, de posigao, de comprimento e de angulo; relagao entre percepgao e reconstrugao de
réplica; intencoes de aprendizagem.
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Mas é preciso reconhecer que estamos, pouco a pouco, incorporando novos habitos de pen-
samento, determinados pela nossa crescente interagao com sistemas de representagao em supor-
te digital. Um recurso digital como um software tras, com certeza, complexidade para o processo
de ensino da matematica, pois ele nao se limita a expandir nossas possibilidades de pensamento.
Ele transforma, de forma concomitante, as formas de pensar e as formas de veicular o conhecimento
- veja-se 0 potencial das figuras dinamicas na geometria.

Neste momento, 0 que ja temos certeza é que um software geometria dindmica pode provocar
0 espirito de investigacdo matematica. Sua interface interativa, aberta a exploragéo e a experimen-
tacdo, provoca experimento de pensamento, diferentes daqueles que acontecem com o suporte do
lapis e papel. Diriamos que sao tais experimentos que 0 vdo constituindo como uma ferramentapa-
rapensamento.
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