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RESUMO

Neste artigo, abordamos um ensaio tedrico no qual consideramos esfera no plano e no espago, com 0 objetivo de
explorar a imaginagdo e a visualizagdo para, com o uso de Geometria Dindmica, utilizar representacéo conforme na
aquisicdo de conhecimentos necessarios para a construgao de um modelo de geometria ndo-euclidiana. Trazemos
uma concepgao sobre tais habilidades a luz da literatura existente a respeito, a fim de vislumbrar o comportamento
de curvas no plano de projecao correspondentes as da esfera. Utilizamos os softwares Cabri 3D, GeoGebra e Maple,
para compreender inversao de pontos, de esferas no plano e no espago, angulo entre as curvas e ortogonalidade, com
vistas a sua aplicagao no modelo de Poincaré para Geometria Hiperbdlica. Como se trata de um ensaio teorico, nao ha
uma questao de pesquisa e tampouco resultados finais.
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ABSTRACT

In this article we present theoretical essay, where we consider the sphere in the plane and space with the main objective
to explore the imagination and the visualization to, using Dynamic Geometry, to use conformal representation in the
acquisition of knowledge necessary for building a model of non-Euclidean geometry. We bring about such a conception
Skills in the light of existing literature regarding to envision the behavior of the curves corresponding to the projection
plane of the sphere. We use 3D Cabri, GeoGebra and Maple software, to understand reversal points, spheres in the plane
and in space, angle between the curves and orthogonal, with a view to its application in the Poincaré model for hyperbolic
geometry. As it is a theoretical essay, there isn’t a research question and neither final results.
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INTRODUGAO

Os séculos XIX e XX sdo ricos no que diz respeito ao conhecimento cientifico adquirido pela hu-
manidade. Particularmente, no final do primeiro € inicio do segundo, muitas mudancas ocorreram € 0
paradigma cientifico se transformou, de maneira bastante rapida, em relacao aos séculos anteriores
e até milénios e uma nova visao do conhecimento se implantou.

Nas Ultimas décadas, a aceleracao dessa visdo tomou rumos bem avancgados e, para 0s pro-
fessores, a tarefa de realizar um ensino atualizado se tornou muito ardua. Além da excessiva carga
horaria em sala de aula, particularmente na Escola Basica publica, ha uma necessidade constante de
atualizacéo e a agao continuada é algo que precisa ser realizada, a fim de acompanhar mudangas e
sugerir novas abordagens.

A denominada Crise dos Fundamentos, ocorrida na passagem dos séculos supracitados, pos-
sivelmente tenha sido o grande marco da evolugao ou transformacgéo de conhecimentos desde Eucli-
des, com a sua organizagdo do conhecimento matematico, mais especificamente sobre 0 geométri-
co, aliado as ferramentas introduzidas por Leibniz para o Célculo e a propria Geometria Analitica de
René Descartes.

Por sua vez, a Geometria de Euclides, oriunda de um mundo perceptivel, real ou visivel, passa a
ter uma amplitude maior com o tratamento dos objetos geométricos por coordenadas na Geometria
Analitica. Para Euclides, o ponto, a reta, o plano e 0 espago eram reais e visiveis, podendo ser perce-
bidos na natureza e a eles se atrelavam dimensdes zero, um, dois e trés, as quais poderiam ser asso-
ciadas medidas de comprimento, area e volume. Na Geometria Analitica, a percepcao é extrapolada
com a inclusao de mais de trés numeros para representar um objeto, o que s pode ser concebido
na mente por imaginagdo. Obviamente, na Fisica, a quarta coordenada é relacionada ao tempo, mas
a partir dai foge a0 mundo percebido na natureza.

A criacao das Geometrias Nao-Euclidianas — eliptica e hiperbolica — nos séculos XIX e XX, vai mais
além, pois, de certa forma, rompe com o mito da existéncia de uma tnica geometria — a de Euclides.
A simples nogao de reta é generalizada em outros espacos geométricos, nos quais se estabelece uma
axiomatica especifica com pontos em comuns e outros distintos, como é o caso do paralelismo.

A partir disso outras possibilidades de geometrias passam a coexistir como, por exemplo, a
Geometria Topologica e, mais recentemente, a Geometria Fractal. O uso das tecnologias é algo que
deve, sem sombra de davidas, ser incorporado ao ensino e a aprendizagem dessas geometrias, sen-
do ele destacado neste artigo no qual iremos abordar a projecao estereografica, nem sempre facil de
ser visualizada, recebendo maior énfase 0s aspectos matematicos envolvidos. Dessa forma, além da
Matematica envolvida, nosso principal objetivo no texto é fornecermos alguns indicativos de como
utilizar softwares para visualizar projegées estereograficas de certas curvas da esfera tridimensional
no plano de projecao.

Nesse intuito, sera abordada a aplicacao inversao em relagdo a uma circunferéncia no plano,
com vistas a representar e interpretar inversao de pontos, de circulos e de retas de forma similar para
uma esfera no espaco tridimensional, visando interpretar a ortogonalidade de curvas como base para
a compreensao do modelo de Poincaré de Geometria Hiperbolica, sem aprofundar o modelo.
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Duas superficies, M e M’, podem ser transformadas ou representadas uma sobre a outra, se
existe uma aplicagao bijetora entre seus pontos. Admitamos que a superficie M seja dada pela fungao
X=X(u,v) & M’ por X, =X (u,,v,), em que (u,v) e (u,v,) sao regioes abertas do R*. Assim, ficam esta-
belecidas as relagoes

{ul = uy(u,v)
vy = vi(4,v)

sendo que u, e v, sao fungdes uniformes com derivadas parciais continuas, de modo que

6(u4,vq)
d(u,v) # 0

Portanto, um ponto de M e seu correspondente de M’ sao designados pelos mesmos valores
do par (u,v), ou seja,

X=X(uy) e X=X (uy).

A geometria diferencial aborda algumas dessas importantes representagoes conforme, a saber:
- as que conservam angulos [representagoes conforme];

- as que conservam angulos e distancias [representagoes isométricas];

- as que conservam areas [representacoes equivalentes];

- as que conservam as geodeésicas [representacoes geodésicas].

Nosso interesse, neste momento, esta nas primeiras, as quais serao o objeto inicial de estudo.

PROJEGAO ESTEREOGRAFICA DA ESFERA TRIDIMENSIONAL
Consideremos a esfera unitaria S?={x?+y2+z2=1},no espaco tridimensional. e dela retiraremos
um ponto, a saber, 0 polo norte N=(0,0,1), como na figura (1), a seguir. Consideremos, também, um

plano horizontal XOY, denotado por o. Sobre a esfera, tomemos um ponto M=N qualquer. A fungéo
definida por

@:S*—{N}>o

M —> ¢@eM)=M =xmno

¢ chamada projecéo estereografica com centro de projecao N. Intuitivamente, pode ser perce-
bida como sendo uma bijecao entre a esfera menos um ponto e o plano.
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Figura 1 - Funcéo projecao estereografica

Tomemos um sistema de coordenadas cartesianas em R*={(X,y):XER? e yE R }, X=(x,,x,),
M=(X,z) e M’=(u,-1). Os vetores ¥ e n S0 linearmente dependentes, isto é, colineares, logo

— =) —>
NM NMr

com A>0. Portanto,
(X,z-1)=A(u,-2) = x=Au € z-1=-2A\.
Segue que ), = 122 y = 2 ez = 1 — 2A. A projecao estereografica, nesse caso, é dada por

2 1-z
¢: (X, 2)—> (=, —1)

Como a fungdo € bijetora, determinamos a sua inversa a partir da equagao da esfera no espago,
isto é,

1=]x|2+22=72|u |2+ (1-202=22 | u |2+ 1-40+42.2 = 22(|u | 2+4) + (140) =

= 0=722ul>4)4r = 2=0oui(|u|>*4)—4=0=2=00ur = e

4 lul2-4

.Porsuavez, de z=1-21. seque quez=1—-2—— = ——.
lul?+4 lul2+4

4u

lul?2+4

Como X=\u vem que X =

Finalmente, a lei que define a inversa da projecao estereografica é dada a sequir.

o'W =X2) = (7, 7—7)

2
4u |u| —4
2 2
|u| +4,|u| +4

)

0 que faz, entao, a transformagao inversa da projecao estereografica? Ela toma um ponto qualquer
do plano das projecgoes e retorna a um ponto da esfera, com excecao do polo norte ou origem do processo.
Klein considera a projecéo estereografica como um caso particular de um tipo de transforma-
¢ao que denomina transformacao por raios vetores reciprocos. Notamos que, quando z=1, a projecao
nao fica definida, pois o denominador da fragao se anula. Assim, o polo norte se torna um ponto
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limite da transformacao e tem como correspondéncia um ponto denominado ponto no infinito. Afirma
0 autor: “Reciprocamente, para todos 0s pontos do infinito, se obtém como homologo a origem de
coordenadas; utilizando a terminologia ja antes introduzida, diremos que a esse ponto Ihe correspon-
de um ponto dnico do plano do infinito.” (KLEIN, 1927 p. 132, trad. nossa). No caso exposto acima,
a esfera e o plano sdo homologos.

Uma das propriedades importantes da proje¢do estereografica diz respeito a que circunferén-
cias sobre a esfera sdo homalogas a circunferéncia no plano. Quando as primeiras passam pelo polo
norte, suas homologas passam pelo ponto no infinito no plano, isto é, sao retas, como veremos no
que segue. Tomemos a equacao cartesiana de um plano no espago tridimensional Ax + By + Cz +
D = 0, o qual intercepta a esfera S?. Consideremos a inversa da fungao projecao estereografica dada
acima, para a qual u(u,v) e |u|>= u?+v? ¢ levado na equagéo do plano.

Entao, nos temos que

4u 4v u?+vi-4
(u2+V2 +4) (uZ +v2 +4) (uz +vZ+4

—4Au + 4Bv + C(u? +vZ—4) + D(u?+v?+4)=0=>
= (C+D)u?+(C + D)v®+ 4Au + 4Bv—4C+4D=0=

)+D=0=

— Quando C+D=0, o plano ndo passa pelo polo norte, N(0,0,1) e essa equacao € a equacgéo de
uma circunferéncia no plano z = -1.

= Quando C + D = 0, o plano passa pelo polo norte e a equacao se reduz a 4Au + 4Bv-4C+4D=0,
qual denota uma linha reta no plano z = -1.

Figura 2 - Projecoes estereograficas de circunferéncias paralelas ao plano de projecao.

N(©0,0,1)

Observamos na figura 2 que as circunferéncias as quais estao muito proximas do polo norte, ou seja,
com raios tendendo a zero, se projetam no plano com raios muito grandes, tendendo ao infinito, o que faz
a imaginacao admitir que se transformem em retas ou pontos no infinito. Entendemos o termo imaginagéo
como “uma forma de concepcao mental de um conceito matematico, o qual podera ser representado por
um simbolo ou esquema visual, algébrico, verbal ou uma combinagéo dos mesmos, com a finalidade de
comunicar para o proprio individuo ou para outros tal conceito” (LEIVAS, 2009, p. 20). No prefacio do livro
Geometry and the Imagination, a habilidade de visualizacao é caracterizada da seguinte forma.
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[...] € nosso objetivo dar uma apresentacdo da Geometria, tal como estéa hoje, em
seus aspectos visual e intuitivo. Com a ajuda da imaginacao visual, podemos iluminar
avariedade de fatos e de problemas de Geometria; além disso, é possivel, em muitos
casos, retratar o esbogo geométrico dos métodos de investigagao e demonstragao,
sem necessariamente entrar em pormenores relacionados com a estrita definicéo de
conceitos e com célculos reais. (HILBERT, D.; COHN-VOSSEN, 1932, p. iii)

Por sua vez,

nos anos 1880, Galton afirmou que as pessoas se diferenciavam por sua imaginagao
mental. Algumas, como ele mesmo, possuiam uma forte imaginagao visual; outras,
nada em absoluto, pensavam principalmente com palavras. Hoje, isso € tao certo
como fora entdo. Ha, tambem, pessoas que dispdem das duas modalidades, porque,
talvez, tém uma preferéncia mais para uma do que para outra. (SKEMP, 1993 p. 100)

A circunferéncia de raio maximo C, a qual representa o equador, serve de limite no sentido
que aquelas que se encontram no hemisfério superior tém seus raios aumentando indefinidamente,
enquanto as que se encontram no hemisfério inferior tém seus raios diminuindo, aproximando-se do
polo sul.

Por outro lado, as circunferéncias que representam os meridianos, isto é, as que passam pelos
polos norte e sul sao projetadas em retas no plano, como podemos observar na figura 3, a sequir.

Figura 3 - Projecao estereografica de meridianos.

N{0,0,1)

Falta-nos, agora, visualizar como sao projetadas as demais circunferéncias maximas da es-
fera, isto é, circunferéncias resultantes da intersecgao dela com o0s outros planos que passam pelo
seu centro. Isso pode ser observado na figura 4. Tomemos um plano passando pela origem e pelos
pontos P e Q do espaco e determinemos sua intersecgao com a esfera, ou seja, a circunferéncia C..
Tomemos um ponto M sobre essa circunferéncia e a semirreta de origem N passando por M, a qual
intersecciona o0 plano da projecéao estereografica em M’. O lugar geomeétrico descrito pelo ponto M,
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quando o ponto M percorre C,, & também circunferéncia, porém nao mais de centro na origem do
sistema plano (0,0,0).

Figura 4 - Projecao estereografica de circunferéncias com centro no centro da esfera.

N(©0,0,1)

As circunferéncias resultantes da interseccao da esfera por planos que passam pelo seu centro
sdo denominadas geodésicas da esfera. Assim, a projecao estereografica manda geodesicas da es-
fera no espago em retas ou circunferéncias no plano. Essa projegao tem a propriedade de conservar
angulos, sendo, por isso, denominada aplicagao conforme.

Figura 5 - Posicao entre as circunferéncias no plano de projecao.

N(0,0,1)

/NN 1)
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T T T
o

L}
o®
r'yd
22 ceanass= )

0 éngulo entre duas curvas C, e C,, em um ponto comum P, ¢ definido como o angulo o, for-
mado pelas tangentes t, a C, e t, a C, no ponto P, como pode ser visualizado na figura 6. Uma trans-
formagao que preserva angulos € denominada isogonal ou conforme. A projegao estereografica envia
angulos entre curvas da esfera em angulos iguais formados pelas respectivas curvas projetadas
no plano. Dito de outra forma, a projegao estereografica preserva angulos. Por sua vez, em Leivas
(2011) encontra-se uma forma analitica de obter tridngulos curvilineos com trés angulos retos sobre
a esfera.
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Figura 6 - Angulo entre curvas.

A GEOMETRIA DA INVERSAO EM RELAGAO A UMA CIRCUNFERENCIA NO PLANO

Para aqueles que estudaram Geometria ha algum tempo ou até mesmo a ensinaram na escola
basica, um dos temas relacionados ao estudo de posigdes relativas de ponto e circunferéncia é a
denominada poténcia. Em Dows (1971) encontram-se demonstrados dois teoremas relacionando
tangentes e secantes a uma circunferéncia. Pretendemos aqui obter uma transformagao, denominada
inversdo, que esta diretamente relacionada a esses teoremas, a qual pode ser explorada visualmente
por meio de um software de Geometria Dindmica. Isso conduzird a visualizagao que entendemos
“como um processo de formar imagens mentais, com a finalidade de construir e comunicar deter-
minado conceito matematico, com vistas a auxiliar na resolugao de problemas analiticos ou geomé-
tricos” (LEIVAS, 2009, p. 22), sendo esse 0 sentido empregado ao longo do artigo. Assim, com 0
software, o individuo passa a obter imagem mental de um conceito matematico, por vezes adquirido
apenas por meio de uma representagao algébrica.

Tomemos uma circunferéncia de centro A e raio r e um ponto P pertencente ao plano que a
contém, distinto de A. A transformagao bijetora que associa a cada ponto P do plano um ponto P’,
satisfazendo as duas condicoes a seguir, € denominada transformagao inverséo associada a circun-
feréncia c:

1. P’=T(P) pertence a semirreta AP;

2. 0 produto das medidas dos segmentos AP e AP’ é igual ao quadrado da medida do raio da

circunferéncia.

Muito embora softwares como Cabri e GeoGebra disponibilizem uma ferramenta para obter tal
transformacao, utilizaremos a construgao geométrica, explorando propriedades geomeétricas, como
veremos na figura 7, construida no GeoGebra.

Figura 7 - Transformacéo inversao construida com o auxilio do GeoGebra.
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A sequir apresentaremos a sequéncia a ser construida.

1. Construir uma circunferéncia ¢ de centro A e raio r e um ponto P na regido interior limitada
por ela.

Conduzir a semirreta s de origem A passando por P.

Por P conduzir a perpendicular u a s por P, determinando o ponto B de interseccéao de u com c.
Por B conduzir a tangente t a ¢ que intersecciona s em P’.

Tomar o triangulo AB P’, que é retangulo em B.

ok~

Nota 1. No tridngulo retangulo, o quadrado da medida de um cateto € igual @ medida da projecao
desse cateto sobre a medida da hipotenusa vezes a medida dessa, ou seja, r2 = AP.AP’.

Nota 2. Essa relagao é denominada poténcia de um ponto em relagéo a circunferéncia.

Nota 3. O ponto P’ é denominado inversao de P em relacao a circunferéncia.

Nota 4. A transformacéo que faz isso é denominada transformagao inversao em relagéo a cir-
cunferéncia.

Empregamos a ferramenta inversao disponivel no GeoGebra para analisar inversdo de pontos
e linhas no plano. Para tal, consideremos uma circunferéncia ¢, que limita a regido limitada do plano
chamada circulo e uma regiao exterior ilimitada do plano.

Tomemos um ponto P do circulo e localizemos seu inverso P’, pertencendo a regiao exterior. De
modo reciproco, se 0 ponto estiver na regiao exterior, 0 Seu inverso se encontrara na regiao interior.
0 ponto P ndo pode ser 0 centro da circunferéncia, pela propria definicao. A fim de que a fungao
seja bijetora, definimos a imagem do centro da circunferéncia como sendo um ponto no infinito, o
qual é acrescido ao plano euclidiano, isto é, R? U o, denominando-o de plano inversivo. Se o ponto
Q pertencer a circunferéncia, entdo o seu inverso é ele mesmo. Tomemos um circulo d com raio
menor do que o raio da circunferéncia ¢, ndo contendo o centro. Seu inverso é o circulo d’, exterior a
c. Utilizando a ferramenta do GeoGebra a qual permite movimentar o circulo menor observa-se que,
quanto mais proximo ele se encontra da circunferéncia ¢, tanto menor se torna seu simétrico, além de
se aproximar externamente de c. Ao aproximar d do centro de ¢, o circulo d’ tem seu raio aumentado
infinitamente.

Definamos um circulo e de raio fixo, menor do que o raio de ¢, na regido externa, e busquemos
seu inverso. De forma similar, obteremos um circulo no interior de ¢ e, na medida em que o centro de
e se afastar de ¢, e’ ficara proximo do centro de ¢, com raio tendendo a zero.

Figura 8 - Inversos de pontos e circulos em relagdo a circunferéncia.
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Na figura 9, ilustramos as situagoes de inversao de segmentos de retas e de retas. Observamos
que a inversao de segmentos de retas produz arcos de circunferéncias. Na medida em que 0s seg-
mentos se aproximam do centro O de ¢, 0s raios das circunferéncias sao cada vez maiores e, quando
0 segmento passa pelo centro O, esses arcos se transformam em duas semirretas.

Figura 9 - Inversdo de segmentos relativos a circunferéncia.

Quando os pontos extremos dos segmentos pertencem a circunferéncia ¢, 0s arcos se trans-
formam em arcos de circunferéncias, tendo extremos comuns com 0S dos segmentos e as semir-
retas se transformam em reta. De forma reciproca, se 0s segmentos forem exteriores a ¢, entdo 0s
arcos serao interiores. Por sua vez, se 0s segmentos tiverem parte no interior e parte no exterior,
entao a inversao produzira arcos com parte no interior de ¢ e parte no exterior. O dinamismo do
GeoGebra permite visualizar essa variagdo apenas movimentando o segmento em que visualizagao
tem o significado definido anteriormente

Figura 10 - Inversao de retas.

A
:

A reta a, exterior a circunferéncia, € levada pela transformagdo inversao em circunferéncia
passando pelo centro de ¢ e vice versa. Ao movimentar a reta a de modo a interseccionar a circunfe-
réncia c, entao a inversao produz circunferéncia passando pelo centro de ¢, mas a interseccionando.

Nessa geometria inversiva, temos uma ampliagao do conceito de circunferéncia, incluindo reta
como caso particular, pois quando a circunferéncia nao passa pelo ponto no infinito, ou seja, nao é
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uma reta e nem passa pelo centro da circunferéncia de inversao, os pontos transformados estao to-
dos a uma mesma distancia finita e sua imagem é uma circunferéncia néo contendo o centro. Porém,
se a circunferéncia passar pelo ponto no infinito, ou seja, se for uma reta e nao contiver o centro da
circunferéncia de inversdo, a sua inversa nao passara pelo infinito, ou seja, sera uma circunferéncia
no sentido usual, contendo o centro de inversao. Se uma circunferéncia contém o centro de inversao,
mas ndo passa pelo ponto no infinito, ou seja, é uma circunferéncia usual, sua inversa passa pelo
ponto no infinito, ou seja, € uma reta e nao passa pelo centro de inversao. Se a circunferéncia contém
0 centro de inversao e o ponto no infinito, ou seja, é uma reta passando pelo centro de inversao, sua
inversa contém, também, os mesmos dois pontos, isto €, é a mesma reta.

Provaremos, analiticamente, que a fungéo inversao, como a projecao estereografica, transfor-
ma linhas retas e circunferéncias em circunferéncias e linhas retas, além de preservar angulos. Su-
ponhamos uma esfera de raio r, um ponto N, a projecao estereografica da esfera, a partir de N sobre
0 plano tangente e seu ponto simétrico S. Imaginemos um ponto M e seu simétrico T em relacéo a
esfera. M’ e T’ sdo a projecao estereografica de M e T, respectivamente. O angulo de vértice N e lados
NT e NM ¢é reto. Alem disso, na figura 13, observamos que 0s angulos a e a, sao congruentes, bem
como os angulos b e b,. Portanto, ATSN = ANSM’ e

Ts_ sN _ T'S.SM = r? donde ST.SM" = r2.

NS SM’

Figura 11 - Simetria na esfera.

ay b,

)

Agora, consideremos uma circunferéncia de centro S e raio r, no plano tangente, no polo sul S.
Seja T” o ponto simétrico T’ para o ponto S. Entdo, ST’ = ST” e, consequentemente, T~ representara
a inversao de T em relacéo a circunferéncia.

Assim, a fungéo de inversao do plano tangente no ponto S, em relagdo a circunferéncia com
centro em S, pode ser vista como uma composi¢ao da inversa da projecao estereografica, a reflexao,
sobre a origem da primeira esfera, a projecao estereografica e a reflexao de um ponto.

A GEOMETRIA DA INVERSAO EM RELAGAO A UMA ESFERA NO ESPAGO TRIDIMENSIONAL

Levaremos em consideragdo uma esfera no R* menos um ponto e a fungao inverséo com rela-
Gao a ela. Para tal, consideremos uma esfera de centro M; raio R e um ponto M no R?, diferente de
M, A fungao inversao em relagao a esfera sera uma fungao

@: R®- {M} - R*- {M},
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definida de tal modo que M’ pertenca a semirreta m e

Na figura 12, podemos ver algumas inversdes em relagao a esfera. Por exemplo, o0 ponto P, no
interior da superficie esférica, tem por inverso o ponto P’, exterior, ambos num eixo que passa pelo
centro da esfera. A circunferéncia C, em azul, também interior a esfera, contida num plano paralelo
ao plano do equador, tem por inversa a circunferéncia C’, também em azul, tracejada, no exterior da
esfera, contida num plano paralelo ao anterior. A corda MN, de comprimento r, tem por inversao o
arco, no exterior da esfera, de uma circunferéncia r’. A curva CC, em amarelo, é uma circunferéncia
da esfera e sua inversa € ela mesma. Por fim, o segmento R, em vermelho, é invertido no arco da
circunferéncia R’, também em vermelho, no interior da esfera. Assim, pontos da esfera sao levados
neles mesmos e pontos do interior sdo levados ao exterior e vice-versa.

Figura 12 - A aplicacao inversao na esfera.

Tomemos uma esfera de centro em M =N(0,0,1) e raio R igual a 2; um ponto M(x,y,z) no R®
diferente de M, e sua inversao M’(u,v,w) com relagao a esfera, figura (13).

Figura 13 - Inversao de pontos na esfera.

N(0,0,1)
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Nessas condigoes, a equacdo da esfera é x>+y2+(z-1)°’=4, uma vez, que tendo centro em N e
tangenciando o plano z=-1, seu raio € igual a 2 unidades. Como os vetores NM’ e NM sao linearmente
independentes, existe um escalar positivo A, de modo que

(u-0,v-0,w-1)= A(x,y,z-1).

Isso implica u=Ax; v=Ay e w-1=A(z-1). Fazendo a substituicdo na igualdade NM.NM’'=4,
segue que

VX2 4y +(z—1)2.4Ju2 +v2 + (w—-1)2 =4

Por sua vez, fazendo a substituigao conveniente, encontramos

VX2 +y? +(Z—1)2.\/),2x2 +27y2 422 (z-1)2 =4 >

A 2 2 _ 2y — W ;
S+ +(@E-1)%) =4k = (X2 +y2 +(z—1)2)

4x 4y

. 4(z-1) X2 +y? +(z+1)% -4
2 +y2+z-D2)’ ¥ X2 +y2 +(z=D)2)

(2 +y2 +(z-1)2)  xZ+y2+(z-1)?)

Assim, u = ew=1+

Observemos que, se 0 ponto M * pertence ao plano Z = -1, as equagles anteriores se transformam em

4x 4y _ (x%4y?-a)

_— Yy =
(x2+y2+4)’ (x2+y2+4) p (X2 +y2+4)

Entéo, a fungao inversa da projecao estereografica ¢ a restricao da fungao inversao.
INVERSAO E ORTOGONALIDADE

N&o podemos deixar de estabelecer semelhancas entre a transformacgao inversao e a transfor-
magcao reflexao, um dos movimentos rigidos do plano. Para a reflexao, existe um eixo ou um plano de
simetria, dependendo dela ocorrer no plano ou no espago. Respectivamente, uma circunferéncia ou
uma esfera desempenham papel analogo na inversao.

Observamos que 0s pontos do eixo de simetria sdo inversos de si mesmos na transformacgao
reflexdo, da mesma forma que 0s pontos da circunferéncia sao 0s inversos de si mesmos na transfor-
magao inversao. Tomamos uma reta r, eixo de simetria no plano, uma reta perpendicular a ¥, s e uma
circunferéncia de centro no eixo de simetria, figura 14. O simétrico em relagéo a r do ponto A é o ponto
A, A figura simétrica da circunferéncia ¢ é a circunferéncia ¢’, coincidindo com c¢; logo, ¢ é invariante
relacionado a reflexao em relagao a reta r, da mesma forma que os pontos E e E’ sobre a reta r. De forma
similar a circunferéncia, a reta s, perpendicular a r, € invariante em relagao a ela pela reflexao.

Além disso, podemos observar que a circunferéncia é perpendicular ao eixo de simetria nos
pontos de intersecgao (I e J) de ambos os lugares geométricos, pois as tangentes (t e t') a ¢, nesses
pontos, sao perpendiculares a r. Assim, se uma circunferéncia ¢ tem seu centro sobre uma reta r,
ambas sao ortogonais. Veremos a seguir que, no caso da inversao, iSSo nao ocorre.
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Figura 14 - Simetria ou reflexdo em relacao a uma reta no plano.

Comparativamente, tomemos a inversao em relagao a circunferéncia C no plano, ja analisadas,
anteriormente, figuras 8, 9 e 10, de forma que se 0 ponto pertencer a circunferéncia, entao o seu
inverso € o proprio. As retas ortogonais a C sao as que passam pelo seu centro. Entretanto, se to-
marmos uma circunferéncia D, de centro na circunferéncia de inversao C, entao sua inversa nao é ela
mesma, nao sendo, pois invariante. Além disso, nao é ortogonal, visto que as tangentestaDet, a
C nédo formam angulo reto em A. Por outro lado, a inversa de D é a circunferéncia D’, a qual também

nao ¢ ortogonal a C, pois a sua tangente em A, t, também nao € ortogonal a t, (nao passa por 0),
conforme vemos na figura 15.

Figura 15 - Nao ortogonalidade na inversao na circunferéncia.

No que segue, procuramos determinar quais sao as circunferéncias ortogonais a circunferéncia
de inversao.

Figura 16 - Ortogonalidade na inversao de circunferéncia.
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Definamos a circunferéncia de inversao ¢, de centro em O, e admitamos que a circunferéncia
d seja sua inversa ortogonal. Precisamos mostrar que d € invariante em relagéo a c. Para tal, é ne-
cessario que, tomando um ponto qualquer, P de d, seu inverso em relagdo a ¢ esta na intersecgao da
semirreta de origem O, passando por P, ou seja, 0 ponto P’ na figura 16. Isso significa, por definicao,
que

OP.OP’ = 0A?

Portanto, as circunferéncias ortogonais a de inversdo sao invariantes, como as de centro na
reta de reflexao. Além disso, todas as que sao ortogonais a circunferéncia de inversao contém os
pontos e seus respectivos inversos. Por sua vez, dados dois pontos pertencentes ao interior da
circunferéncia de inversdo, existe uma unica ortogonal a ela que contém os dois pontos. Tal circun-
feréncia é obtida pelos dois pontos e por um dos simétricos de um deles, pois trés pontos distintos
determinam, univocamente, uma circunferéncia.

INVERSAQ, ORTOGONALIDADE E 0 MODELO DE POINCARE

No intuito de demostrar o quinto postulado de Euclides, o das paralelas, varios modelos foram
apresentados, sendo um deles 0 modelo de Poincaré, o qual, inicialmente, nado parece priorizar 0s
aspectos geométricos e, sim, os algebricos. Nossa intencao aqui é explorar os aspectos visuais do
modelo, ou seja, de que forma o individuo internaliza 0 modelo geometricamente em sua mente. O
modelo de Poincaré, como espago geométrico, € o interior de uma regio circular H. Nesse espaco,
0s pontos sao como na geometria euclidiana e as retas, no sentido hiperbalico, séo as intersecgoes
de circunferéncias e retas ortogonais a H, com H.

Para que retas sejam ortogonais a circunferéncia fronteira de H, é necessario que sejam or-
togonais as retas tangentes no ponto de intersecgdo de ambas, ou seja, devem passar pelo centro
da circunferéncia que define H, portanto, didmetros sem o0s extremos. Por sua vez, no item anterior,
verificamos como obter circunferéncias que sejam ortogonais a fronteira de H, conforme a figura 16.
Na figura 17a, encontramos a construcao das retas ortogonais a H, sendo C,,C,,C, e C, as circunfe-
réncias e r a reta, propriamente dita.

Figura 17a - Circunferéncia e retas ortogonais a H.
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Fazendo a interseccdo dessas “retas” com H, visualizamos o modelo de Poincaré na figura 17b.
A construcéo feita num software de Geometria Dindmica permite visualizagoes diferentes do modelo
e suas “retas” (arcos de circunferéncia que penetram em H ortogonalmente e didmetros, excetuados
0S extremos).

Figura 17b - As retas de H.

Devemos explorar, no modelo, o famoso quinto postulado, o qual nao é nada intuitivo, uma vez
que muitos cursos de graduacao nao vao além da geometria euclidiana. Tomemos o arco da circun-
feréncia C,, RGHS, figura 17b, o qual € uma reta no modelo hiperbolico de Poincaré, e um ponto E,
por exemplo, ndo pertencente a essa. Por E passam os arcos KFEJ e MECL, também retas no modelo
e que ndo interseccionam a primeira, sendo-lhe paralelas. Assim, no modelo de Poincaré, dada uma
reta e um ponto fora dela, existe mais do que uma reta que nao a intersecciona, ou seja, é paralela.

DISTANCIA NA GEOMETRIA HIPERBOLICA

Assim como mostramos que a projecdo estereografica da esfera, uma superficie de curvatura
gaussiana constante e positiva, leva as geodésicas dessa em circunferéncias no plano projetivo,
figuras 2,3,4, ou seja, em “retas”, veremos que, para superficies de curvatura gaussiana constante
e negativa, algo similar pode ser feito. O modelo de superficie no R® de uma superficie de curvatura
constante e negativa € a pseudo-esfera. Entretanto, essa superficie tem pontos singulares, ou seja,
aqueles onde os planos tangentes nao estao definidos e, cuja fronteira se estende continuamente.

Suponhamos que E seja uma superficie de curvatura gaussiana constante e negativa ﬁ onde
¢ é uma constante real nao nula. De acordo Hilbert and Cohn-Vossen (1932), uma porgao qualquer da
superficie de curvatura gaussiana constante e negativa pode ser levada numa regiao plana G, interior
de um circulo m de radio r no plano projetivo, de tal modo que todas as geodésicas de E sao transfor-
madas em segmentos de reta contidos em G, a saber, cordas da circunferéncia. Consideremos ainda
que, sendo a curvatura de G, que é parte de um plano, nula, e a de E negativa, nao existe isometria
que leve um objeto geométrico no outro.
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Na figura 18, os pontos A e B representam as imagens dos pontos Pe Q de E. Se R e S sdo as
extremidades da corda que contém esses dois pontos, sem 0s extremos, entdo a distancia geodésica
entre 0s pontos P e Q é dada pela formula a seguir:

c AR.BS
S=2S]ln

2 BR.AS

|, onde ¢ é uma constante positiva.

Figura 18 - Distancia geodésica. Figura 19 - Arco contendo A e B.

Consideremos uma esfera M, de radio r, tangente ao plano que contém G, no centro do circulo
M. Projetemos G verticalmente sobre o hemisfério inferior L de M. Tomemos a projecéo estereogra-
fica desde o polo norte de M sobre o plano que contém G. Seja F a imagem de L mediante essa pro-
jecdo estereografica. F é um disco tendo por fronteira uma circunferéncia de raio k. Esse € 0 modelo
Hiperbalico de Poincaré obtido a partir da pseudoesfera.

Observamos que, dados dois pontos, A e B, pertencentes a F, existe um e somente um arco de
circunferéncia que contem A e B e que é ortogonal a F, figura 19. Assim, para A, B, R e S, no modelo
original G, cujas imagens em F séo os pontos P, Q, P’ e Q’, obtidos da projegao estereografica, da
formula acima vem que:

ARBS _  [PP'.QS ARBS, PP'’.Qs, _ 1, PP'QS
BR.AS /] QP’.PS/ = In (BKAS) =In( QP’.PSr) T2 ln(QP’.PS’) =
ARBS, c¢l, PP'QS., s 1. ARBS,
= In (B‘RTAS) T oc2 ln(QP’.PS’) =.7¢ In (BR.AS) =S

No modelo hiperbdlico de Poincaré, duas paralelas nao preservam a distancia entre pontos,
0 que pode ser visualizado na figura 20. Consideremos a reta r passando por A e B, ambos perten-
centes a F, e uma reta s paralela a r que, como ja sabemos, € outro arco ortogonal a circunferéncia
limitrofe de F, passando por C e D e interseccionando a circunferéncia de F em | e H. Busquemos
encontrar a distancia de ra s e, para tal, tomemos uma sequéncia infinita de pontos de r, P,, P,, P,...,
convergindo para S, e localizemos a distancia de cada um deles a reta s. Nao percamos de vista que
€ necessario obter as circunferéncias que passam por esses pontos e sdo perpendiculares as retas.
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Figura 20 - O paralelismo no modelo de Poincaré.

Comprimento de Arco de p = 1.97
-

Comprimento de Arco de g = 1.07
A
Comprimento de Arco de t = 0.58
'

Comprimento de Arco de u = 0.36

A sequéncia de pontos tomados sobre a reta r converge para S = H, infinitamente, enquanto
que as retas que passam por esses pontos e sdo perpendiculares a s definem arcos de comprimentos
de medidas cada vez menores, tendendo a zero. Portanto, ndo ha conservagao de distancia entre as
duas retas paralelas. A reta r funciona como uma assintota para a reta s.

0 ponto S = H é chamado ponto ideal da reta s (bem como o ponto I). A reta r chama-se para-
lela critica a s (s@o as duas, uma é aquela que encontra s em S e a outra em |).

Além do paralelismo, outras propriedades da geometria euclidiana poderiam ser comparadas
em termos de existéncia ou ndo no modelo de Poincaré, como, por exemplo, semelhanga e congruén-
cia, 0 que ndo é proposito deste artigo.

A PROJEGAO ESTEREOGRAFICA E 0 PLANO DE LOBACHEVSKI

Tomemaos no espago tridimensional R®*={(x,y,2): x,y,z € R} os pontos M.(x,.y,.z,) & M,(X,.y,.Z,).
A métrica de Minkowski é definida da seguinte forma:

d(M1:M2):\/(X1 —X2)2 4+ (Y1 —¥2)? — (z1 — 22)% .

A definicao de angulo entre vetores € feita do mesmo modo que fazemos utilizando as métricas
usuais. Assim, se * denota o produto escalar na métrica de Minkowski e ¢ 0 angulo entre os vetores
om, € om,, entdo

—_— —
OMq *OMy X1Xp+Y1Y2—212Z3

VX2 Hy12-212\[xo2y a2 2,2

cosp =
_
[OMq]* |OM3, |

Em Garcia (2011) é definido o plano de Lobachevski como sendo o seguinte conjunto de pontos
do espaco:

L={(x,y,2)€R®: x2+y2-z2=1},

em que o autor afirma:
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A

asi, el plano de Lobachevski es un hiperboloide de 2 hojas que se puede pensar
como una esfera de radio imaginario i en el espacio de Minkowski. En este espacio,
al igual que en el espacio euclidiano, podemos definir la proyeccion estereografica
de la esfera de radio i, con centro en el punto N=(0,0,1) sobre el plano Z=-1. Esta
proyeccion tiene las mismas propiedades demostradas para la proyeccion sobre
la esfera de radio 1. La imagen de |a hoja inferior del hiperboloide mediante esta
proyeccion es el interior de la circunferencia de centro en el origen y radio 2. (p.66)

A figura 21 ilustra o hiperboloide x>+y?-z2=-1 construido no Maple com o comando with(plot-

s):implicitplot3d(x~2+y "~ 2-z" 2=-1x=10..10,y=-8..8,z=-5..5,axes=BOXED, grid=[20,20,20]);
Na figura da direita, 0 comando BOXED foi substituido por NORMAL.

Figura 21 - Hiperboloide de duas folhas. Construgcao dos autores no Maple.

A figura 22 foi construida no Cabri 3D, utilizando uma rotac&o da hipérbole contida no plano YOZ
em torno do eixo 0Z. Observamos que o ponto P da hipérbole descreve uma circunferéncia em um
plano paralelo ao XQOY, da mesma forma que qualquer outro ponto Q ou R da mesma.

Figura 22 - Hiperboloide de duas folhas. Construgao do autor no Cabri 3D.
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No espaco de Minkowski, da mesma forma que no espaco euclidiano, podemos definir projecao
estereografica, porém usando a esfera imaginaria com centro no ponto N(0,0,1) e o plano de projecao
sendo z=-1. As propriedades da projecao estereografica aqui sdo as mesmas daquelas obtidas na
esfera unitaria anteriormente. No caso do hiperboloide, como na inversa da projecéo estereografica
temos que z = % a imagem de sua folha inferior, pela projecéo, corresponde ao interior da
circunferéncia de centro no ponto S(0,0,-1) e raio 2 e, nessa regido, é definido o0 modelo de Poincaré
para Geometria Hiperbolica. A partir disso, pode ser feita a interpretagéo do correlato ao 5° Postulado
de Euclides, o das paralelas, numa geometria que ndo a euclidiana, o que é usual num curso sobre
geometrias nao euclidianas.

Na continuagdo, mostraremos que as retas em dita representacao sao os diametros da circun-
feréncia e os arcos de circunferéncias ortogonais a ela. De fato, sejam M., (x,y,z) y M,(-x,-y,-z) pontos
do plano de Lobachevski, diametralmente opostos. Suas imagens, mediante a projecao estereografi-
ca, Sao dadas por M’1(1{_xz,%,-1) y M’z(;_i’zf,;_z,-n. Portanto, tais pontos estao na reta que passa pelo
ponto S do mesmo lado desse. Além disso, o produto SM’, SM’, =4, isto €, os pontos M"y M, se
correspondem sob a inversao em relagéo a circunferéncia com centro S(0,0,-1) e raio 2. Aimagem da
reta do plano de Lobachevski, que contém a M,y M, € uma circunferéncia invariante sob a inversao
com relagdo a circunferéncia com centro S(0,0,-1) e raio 2. Assim, se R é um ponto de intersecgao
das duas circunferéncias, a reta que contém os pontos S y R é tangente a circunferéncia que contém
M", y M’,, e as duas circunferéncias sao ortogonais em R.

Claramente, por um ponto exterior de uma reta no disco de Poincaré, passam infinitas retas que
nao a cortam. Dessas ha duas limitrofes (que se interseccionam com a reta dada na circunferéncia
fronteira do disco), chamadas retas paralelas a reta dada; as outras Sao denominadas retas diver-
gentes com a reta dada.

Como feito antes, a fungdo inversdo ¢ no plano, com relagao a circunferéncia centrada
na origem r e raio 2, pode ser vista como a composicao da inversa da projecao estereografica
e duas reflexoes. Assim, a inversao transforma circunferéncias e linhas retas em outras circun-
feréncias e linhas retas bem como preserva angulos. A imagem da restricao da fungao inversao
@ a0 disco de Poincaré é o semiplano {(x,y)eR% y< -1}. Fazendo uma translagdo, obtemos o
semiplano {(x,y)eR? y< 0}; a reflexdao desse semiplano, relativa ao plano y=0, fornece o se-
miplano superior {(x,y)eR?: y>0}. Portanto, essa composicao transforma as retas do disco de
Poincaré H em retas do modelo do semiplano superior de Poincaré. A circunferéncia fronteira
de H é transformada na reta fronteira y=0; as rectas com um de seus extremos no polo norte
(arcos de circunferéncia com um de seus extremos no polo norte) se transformam em retas per-
pendiculares areta y=0 e as outras retas se transformam em semicircunferéncias do semiplano
superior com centro sobre a reta y=0.

Isso nos permite deduzir as propriedades do modelo de disco Poincaré do modelo Poincaré da
metade superior do plano e vice-versa.
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Figura 23 - Hiperboloide de duas folhas. Fonte: (GREENBERG, 1999, p.240).

CONCLUINDO

Nosso objetivo principal neste artigo teorico foi apresentar um ensaio sobre as fungoes in-
versao e projecao estereografica, a fim de incentivar estudos mais avangados sobre geometrias
nao-euclidianas. Particularmente, argumentamos que a visualizagdo pode ser muito mais do que
0 simples fato de “ver com 0s olhos”, pois é um processo de formar imagens na mente. Assim,
transformar as representagoes algébricas em representagoes geomeétricas, utilizando softwares de
Geometria Dinamica, especialmente, o Cabri 3D, o GeoGebra e, por fim, o Maple, pode ser um fator
que favoreca esse processo, ainda mais levando em conta a imaginacéo que pode acompanhar as
habilidades visuais.

Assim, visualizar a ortogonalidade que ocorre no modelo de Poincaré, por exemplo, € um
conceito geométrico, algumas vezes, dificil de ser percebido pelos estudantes que se limitam a
calculos algébricos e interpretagdo de equagoes. No artigo articulamos o conceito de poténcia de
um ponto em relagdo a uma circunferéncia com a fungao inverséo. Tal conceito, algumas vezes €
apresentado em livros didaticos do ensino fundamental e o professor nem sempre tem o conhe-
cimento para que serve e onde o empregar, reduzindo este estudo a resolucdo de exercicios de
tangentes e secantes a circunferéncia.

Acreditamos que, com 0 que aqui foi exposto, possamos contribuir e estimular estudantes a
novas investigacoes, especialmente sobre como construir modelos ndo euclidianos, pois, em geral,
na Licenciatura em Matematica, em particular, pouca atencao é dada ao assunto, como comprovam
algumas de nossas pesquisas.
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