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THE HYPERBOLIC FIBONACCI FUNCTIONS CLASS - HFF
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RESUMO

Para este trabalho, o objetivo consiste em evidenciar a evolugao e a generalizagdo epistemologica em torno da em-
blematica sequéncia numeérica de Fibonacci, a qual, possui descri¢ao nos livros de Historia da Matematica, por meio
do modelo bioldgico envolvendo o nascedouro de casais de coelhos. Para tanto, abordamos elementos de um topi-
co merecedor de maior atengao, no /ocus académico, concernente ao conceito de extensoes continuas de fungoes
de Fibonacci, por intermédio de fungdes hiperbdlicas. O modelo foi proposto originalmente pelo matematico Alexey
Stakhov, em 1984, que envolve a definicdo de uma classe particular de fungGes, possuindo analogia extraida das
fungoes hiperbolicas. Portanto, por intermédio de um estudo bibliografico, buscamos a demarcagao de uma especie
de abordagem do assunto, com a intengao de divulgacéo cientifica, no dmbito da formacao inicial de professores de
Matematica, posto que, registramos sua desconsideragao por parte dos autores de livros de Historia da Matematica,
além de proporcionarmos a percepgao de uma nogao em evolugao constante.
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ABSTRACT

For this work, the objetive is to show the evolution and epistemological generalization about a emblematic numerical
Fibonacci sequence, which has a description in the Mathematics History books, through the biological model involving
the birthplace of rabbit’s couples. To this goal, we discuss some elements of a topic worthy a further attention in the
academic locus, concerning the concept of continous extensios of Fibonacci's functions, through hyperbolic function
model. That model was originally proposed by a russian mathematician Alexey Stakhv, in 1984, involvig the definition
of a particular class of functions with analogy extracted from hyperbolic functions. Therefore, through a bibliographic
study, we seek a demarcation of a kind of this subject’s approach, with the inttention of scientific dissemination within
the initial training of mathematics teachers, since we recorded its disregard by authors of History of Mathematics.
Moreover, we provide a application about a subject in constant evolution
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INTRODUGAO

0 objetivo deste artigo incide no proposito de envidar esforgos para a divulgagéo cientifica e um
entendimento epistemologico evolutivo acerca de um modelo matematico, originalmente concebido
por Leonardo Pisano, em 1202 mas, que, manifesta, ao decorrer dos séculos, um vigor cientifico que
preserva o interesse de estudos em Matematica Pura de alto nivel em todo mundo.

Desse forma, diante de uma variedade de extensoes e generalizagoes oriundas da relagéo re-
corrente particular (*) f,., - £,., — £, =0, para n>1, simplificadamente denotada por (£,)  , abor-
damos um modelo de interesse dos matema’ucos prof|SS|ona|s dos séculos XIX e XX. Um 505 ques-
tionamentos que buscamos responder ao decurso deste escrito, pode ser caracterizado do seguinte
modo: que ou quais evolugoes ou generalizagoes recentes podem ser identificadas a partir do modelo
da producao de pares de coelhos, sugerido por Leonardo de Fibonacci, conhecido no contexto aca-
démico como Sequéncia de Fibonacci - SF?

Nas proximas segoes, com a intengao de responder a pergunta anterior e diante da constatagao
de variadas formas de evolugao epistemologica e generalizagdo da SF, restringir-nos-emos ao caso
da derivagdo de determinadas formulagoes, a partir da expressao que fornece, de modo explicito,
qualquer elemento presente na SF, conhecida como formula de Binnet, bem como o0 modelo hiperbo-
lico de fungdes. A atencao dedicada por alguns matematicos profissionais permitiram a descoberta
de relagGes funcionais intrigantes, na variavel real e na variavel complexa, nominadas por Fungoes
Hiperbolicas de Fibonacci — FHF e Fungoes Hiperbdlicas de Lucas — FHL.

EXTENSOES E GENERALIZAGOES POSSIVEIS DE UM MODELO

Restringir-nos-emos ao caso da derivacao de determinadas formulagoes a partir da expressao
(formula de Binnet) que fornece, de modo explicito, qualquer elemento presente na Sequencia Genera-
lizada de Fibonacci — SGF (BERNSTEIN, 1976; BROUSSEEAU, 1967), que denotaremos por ﬁ f(X)) .-
Cabe assinalar ao leitor, uma profusdo de descri¢ées e formulas que, grosso modo, possibilitam a ex-
tensao da sequéncia original que conhecemos por (£, ) _ . Poroutro lado, a despeito do modelo ludico
proposto (ver figura 1) por Leornardo Pisano, que enconframos na obra intitulada Liber Abaci, com forte
influéncia do pensamento arabe (STAKHQOV, 2006, p. 1128) e discutido por varios autores de livros de
HM (ESTRADA, et al., 2000; EVES, 969; GULLBERG, 1997; HERZ, 1998; WALSER, 2001), questionamos
as reais e concretas potencialidades de uso em sala de aula, tendo em vista a ndo exploragao/introdu-
¢ao adequada do robusto modelo formal matematico que regula a reproducéo dos mesmos.

Figura 1 - Descri¢do da sequéncia de coelhos imortais que retrata de forma lidica um comportamento de
uma sequéncia recorrente linear homogénea conhecida como Sequéncia de Fibonacci
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Fonte: Gullberg (1997, p. 286).
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Desenvolvemos nosso interesse na investigacéo historica (BARONI, TEIXEIRA & NOBRE, 2011;
NOBRE, 2003) envolvendo consulta de documentos que contribuem na formacao de professor, no
ambito da vertente Historia de problemas e conceitos (BARONI, TEIXEIRA & NOBRE, 2011, p. 158).
Com tal escopo, recordamos o escrito de Hoggat & Vernner (1969) que desenvolvem e demonstram
varias propriedades do que podemos chamar de sequéncia “extendida”, e podemos empregar a sim-
bologia (/,) . Na figura 2, observamos o esquema mnemonico discutido por Hoggat & Vernner
(1969), no sentido de antever e determinar determinadas propriedades das sequéncias “extendidas”
de Lucas e Fibonacci. O aspecto diferenciado do esquema abaixo consiste em antever o compor-
tamento da referida sequéncia, quando buscamos antever sua progressao a esquerda, ou seja, (1, ),
para n>0.

Figura 2 - Discussdo e a descrigao de ambas as sequéncias numéricas
no campo dos inteiros, isto ¢, (1,) e (L,)

F., F4 F_, F.y Fy, F, F;, F3 F,
-3 2 —1 1 0 1 1 2 3

7 —4 3 —1 2 1 3 4 7
L_.; L_3 L_z L_] L.D Ll Lz Lg L4

Fonte: Hoggat & Venner (1969, p. 27).

Por outro lado, deparamos ainda um esquema hodierno semelhante, cuja autoria é de
Stakhov & Aranson (2011), em que os referidos autores discutem uma propriedade de simetria,
observada ha décadas, por exemplo, identificada por £, =(-1)""f,, com »>0 (BROUSSEAU,
1965). Por outro lado, mesmo que Stakhov e Rozin discutam a propriedade anterior, seu con-
texto de abordagem ¢é distinto da situagao comentada por Hoggat & Vernner (1969). Com efeito,
0S mesmos apresentam o0s /ambda nidmeros de Fibonacci, que denotam por f,(»), a partir da
seguinte regra: (**){mmz) = f,(n+1)+ £, (n) . E, de imediato, depreendemos que, no caso

f,m)=0,7,()=1,1€IR"

particular 2 =1, inferimos a ocorréncia de f,(n)= £, 0 que resulta nossa sequéncia preliminar.
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Figura 3 - Descricdo dos nimeros de Fibonacci e Lucas “extendidos”, isto €, com indices inteiros.

n 0 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10
F, 0 1 1 2 3 3 8 13 21 34 55
F, 0 1 =1 2 =3 3 -8 13 =21 34 =33
L, 2 1 3 4 1 11 18 29 47 76 123
L 2 -1 3 -4 7 -11 18 =29 47 =76 123

Fonte: Stakhov & Aranson (2011, p. 79)

Por outro lado, desde que dedicamos atencao aos modos de generalizagao do modelo de re-
producao ideal de coelhos, assinalamos uma perspectiva epistemologica delimitada, ou ainda, uma
demarcacao de génese epistemoldgica, a partir do excerto que segue:

uma nova classe de fungées hiperbolicas baseadas na razao aurea podera indi-
car duradouras consequéncias para o futuro da Matematica, Fisica, Biologia e
Cosmologia. Em primeiro lugar, as fungdes hiperbdlicas de Fibonacci e de Lucas, as
quais, representam uma extensao das formulas de Binnet, no caso dos nidmeros de
Fibonacci e de Lucas, segundo um dominio continuo, transformam a teoria dos nu-
meros de Fibonacci numa teoria “continua” porque, cada identidade para as fungoes
hiperbolicas de Fibonacci e de Lucas possuem analogia discreta com a categoria
dos numeros de Fibonacci e de Lucas [...] (STAKHOV & ROZIN, 2005, p. 388)

Pois bem, Stakhov & Rozin descrevem os elementos de ordem formal e, por ndo dizer, informal,
que concorreram na concepgao e o estabelecimento de definigdes formais e a conceptualizagao de
um novo objeto conceitual nominado pelos mesmos como fungoes hiperbalicas de Fibonacci e de
Lucas. Antes, porém, uma pequena digressao a respeito da formula que permite a descrigao explicita
dos elementos definidos, preliminarmente, pela relagado nao explicita que apontamos em (*).

Apresentada com alguma imprecisao historica pelos autores de livros de Historia da Matematica,
a formula de Binnet, ou formula de De Moivre, ou ainda formula de Bernoulli ou de Lamé (LUCAS,
1877, TATTERSALL, 2005) ¢, de modo standard, descrita por = ¢ 5 25 aonde 4- 1+f >0, ﬂfi

€ 42-1_4. POroutro lado, descricoes menos discutidas e registradas nos compendlos de HM, podem
ainda ser caracterizadas por fE(kkl] (LUCAS, 1877) ou , _ & ~cos(un) +isen(nr) (DE BRUIN, 1974).

(@a=p)«a
Ou ainda, pelas seguintes expressOeSf(z):+"s(’”)(PARKER, 1968) e fz,{""s (%]‘“’S [35” j]
o V3 3z
(DEBNATH, 2011, p. 363), com a condigdo de »<z, em todos 0s casos. °(§j(?)

Diante de varias caracterizagoes que encontramos, inclusive em manuscritos da década de 60,
e de modo recente em Stakhov & Rosin (2005, p. 678), quando acentuam que “a formula de Binnet

constitui a base para a introducao das fungoes hlperbollcas dle Fibonacci e de Lucas”. Nao obstante, a
caracterizacao indicada pelos autores € definida por /.= \f) = ,com n e Z . E, podemos ainda co-

mentar que se assemelha bastante com a defini¢cao adotada por F|II|pon| (1993, p. 307 - 308), quando
indica w aonde temos fungao que satisfaz f(x+1)=-7£(x). E, além disso, verificamos
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arelacao fundamental .., = F,,, + F,, de maneira que f(n)=(-1)",n <IN . Por outro lado, cabe as-
sinalar as semelhangas da maior parte dos casos anteriores, com as classicas fungoes hiperbalicas,

que, costumeiramente, Sa0 descritas por coshn =5 € senhix) =<

Dessa forma, no proximo segmento, trazemos um conjunto de definicdes matematicas que po-
deriam constituir, no que concerne ao processo de formacao inicial de professores, topico merecedor
de divulgagao no /ocus académico, tendo em vista pertencer ao processo de evolugao continua de
um modelo originado ha séculos atras.

FUNGOES HIPERBOLICAS DE FIBONACCI - FHF

Na seg¢ao anterior abordamos, sem maiores pormenores, a diversidade de extensoes e genera-
lizacOes abstratas de um modelo originalmente significado da reproducéo ideal (@ morte dos coelhos
é desconsiderada) de pares de coelhos.

Stakhov & Aranson (2011, p. 75) sublinham que “infelizmente, os matematicos dos séculos XIX
e XX ndo conseguiram avaliar os verdadeiros valores das formulas de Binnet, embora tais formulas
detivessem um elemento indicador de descoberta importante — Fungoes Hiperbolicas de Fibonacci e
de Lucas”. Por outro lado, Stakhov & Aranson registram que, no ano de 1984, o matematico russo
Alexey Stakhov publicou um livro intitulado The book of codes and Golden proportion (O livro dos
codigos e da razao proporcional). Neste livro, Stakhov & Aranson (2011, p. 75) explicam que “as
formulas de Binnet sao apresentadas de uma forma, pouco usual na literatura cientifica”.

Apesar de ndo assumirmos posi¢ao concorde com esses autores, consideramos as formula-
cOes exploradas por A. Stakhov, da seguinte forma:

PP okl

Foy=1 V3 e L(ny=i? T =2k
Vi A & = n=2k+1
Jg b

Um pouco mais adiante, Stakhov & Aranson indicam um ideia fundamental de relacionar, por ana-
logia, com 0s modelos descritos por F(n) € L(n), com as respectivas fungoes hiperbolicas, que

conhecemos por e +e . Portal via, Stakhov & Aranson (2011, p. 75) comen-
2

senh(x)=% € cosh(x) =

tam que as formulas que indicamos por F(») e L(n) podem ser concebidas como uma espécie de
nova classe de fungoes hiperbolicas. .

Stakhov & Rozin (2005, p. 381) abordam as seguintes fungoes (***): senhF(x)=* Jf’ (seno
hiperbélico de Fibonacci), cosrrx-2"*¢" (cosseno hiperbdlico de Fibonacci), sennz(x)= g2 -
(seno hiperbdlico de Lucas), cosar(x) =g + 42 (C0Sseno hiperbdlico de Lucas). Ora, as relagoes in-
timas com as sequéncias numeéricas expressas, por exemplo, na figura 3, podem ser divisadas e
compreendidas, na medida em que, Stakhov & Rozin registram que senhF(2k) = f,, , coshF(2k+1) = for
senhL(k)=L,,,, @ cosh L(k) =L, com indices inteiros.

Vale recordar que Stakhov (2009, p. 265) se refere as descrigdes que indicamos em (***)
por “strong definitions”. E, no que concerne a igualdade do tipo senhF(2k)= 1., , para k e Z , Stakhov
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(2009, p. 265) explica seu significado quando conclui que “as fungdes extendidas de Fibonacci e de
Lucas coincidem com as fungoes hiperbolicas em pontos discretos”.
Stakhov (2009, p. 265 — 266) prossegue em seu raciocinio quando escreve, de acordo com

T * kx| CsenhF(x) g g 97 (8 -1) ¢(¢"-1)
as definicoes ( ). )= = e =~y & 46 modo semelhante, define ainda que

cotghF ()= SSP) _ #7741 Enf|m seguindo uma definicao semelhante ao caso das funges trigonomé-

senhF(x) ~ §(¢* hL(x) -1 hL(x) _ 9(¢* +1)
senhL(x - cos hL{x
tricas, se torna natural esperar ainda que: "= 10 e ey € Y sz T g

Depreendemos algumas propriedades a partir das definicoes anteriores. Nesse sentido, ve-

rificamos, facilmente, que vale a condigdo de simetria senr(n="—F—=* -t —airey ¢ que

¢°¢

senhF(0)=

=0, Ademais, vemos que cosir ()= 20 f’ >0 para todo xe/r. Nao obstante, os autores
deparam algumas deficiéncias nas funcoes definidas ha pouco, sobretudo algumas indicadas no
comportamento de auséncia de simetria nos graficos.

Pouco mais adiante, com a intengdo de evitar determinados entraves epistemologicos e 10gi-
cos, Stakhov & Rozin (2005, p. 381) definem uma nova fungao, nominada agora por seno hiperbalico
simétrico de Fibonacci e o0 cosseno hiperbolico simétrico de Fibonacci, por intermédio da sequinte

notagdo: semrso="—2= comrin =2~ De modo similar, definem a fungéo seno hiperbolico si-

métrico de Lucas e 0 cosseno h|perbol|co simétrico de Lucas, por intermédio da seguinte notacao:
senhLs(x)=¢" — ¢, coshLs(x)=¢" +4. COM arrimo na figura 4, divisamos agora um comportamento
geomeétrico de simetria perseguido no estabelecimento das definicoes de seniLs € coshLs .

Figura 4 - Visualizagao do comportamento geométrico da simetria de
uma classe de fungoes formuladas na década de 80, por Alexey Stakhov.

AY

y-=cLs(x)

L 4

=
=

y- sLs{lx] '

Fonte - Stakhov (2009, p. 278)

Stakhov (2009, p. 261) desenvolve atengéo especial a um topico relativo a evolugéo e aplicagao
de fungoes hiperbolicas. Para tanto, o autor discute, inclusive, a formulagéo de determinadas teo-
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rias em Fisica, tendo como influéncia o modelo hiperbdlico. Por outro lado, Stakhov (2009, p. 277),
ressalva a necessidade de definicao das fungoes hiperbolicas simétricas de Fibonacci e de Lucas,
de acordo com o paragrafo anterior, na medida em que, as originais fungoes hiperbdlicas de Fibo-
nacci e de Lucas (***) nao gozam de determinadas propriedades, tais COmo: seni(—x) = —senh(x) €
cos i(—x) =cos i(x) .

Em todo caso, na proxima secao, discutiremos identidades envolvendo senhFs € cosh Fs €,
demonstraremos que podem ser obtidas identidades semelhantes ao caso discreto, ou seja, a0 mo-
delo envolvendo identidades de Fibonacci, para indices naturais e, em consonancia com a definigao
(**), paraocaso A=1.

TEOREMAS E PROPRIEDADES RELACIONADAS COM A CLASSE FHF

Nesta secdo trazemos, de modo pormenorizado, algumas propriedades discutidas por Stakhov
& Rozin (2005) e Stakhov (2009), relacionadas com as definicoes das fungoes definidas na segéo
anterior. Enunciamos, desse modo, nosso primeiro teorema.

Teorema 1: Considerando as fung0es seniFs(x) ,cosh Fs(x), verificamos as seguintes propriedades:
() senhFs(x+2)=coshFs(x+1)+senhFs(x); (i) coshFs(x+2)=senhFs(x+1)+cos hFs(x) .

Demonstracao: De modo preliminar, consideraremos a seguinte expressao

x+1 —(x+1) X o 4-x x+1 —(x+1) X _ 4-X
costh(x+1)+senhFS(x)=¢ +¢ +¢ ¢ =¢ +¢ +4" —¢ _

V5 V5 V5
_ (@A) (@G ) _ @)1= ) PP 4 (P
V5 V5 V5
¢x+2 _ ¢—(x+2)
=—F——=ysenhFs(x+2) (i)

J5
E, de modo similar, verificamos propriedade semelhante quando desenvolvemos

x+1 _¢—(x+1) . ¢x +¢—x _ ¢x+1 _¢—(x+1) +¢x +¢—x _
J5 J5 J5
A At R Y U8 VRt 20 WO AN (20 e 00 WO e i
NG 5 N5 55

Isto é, encontramos a igualdade senhFs(x+1)+coshFs(x)=coshFs(x+2). \/ejamos, pois, re-
lagao semelhante no teorema seguinte.

Teorema 2: Considerando as fung0es senhL(x) € cosh L(x), verificamos as seguintes proprie-
dades: (i) senhLs(x+2)=cosh Ls(x+1)+senhFs(x); (i) cosh Ls(x+2) = senhLs(x+1)+ cosh Ls(x).

Demonstracao: Para tanto, consideremos a seguinte expressao em (i)

Costh(x+1)+senth(x) _ ¢x+l _|_¢—(x+l) N ¢x _¢—x _ ¢x+l +¢—(x+l) +¢x _¢—x _ ¢x¢+¢x _¢—x +¢—x¢—l

senhFs(x +1)+cos hFs(x) = ¢

Vs Js Js V5
_ P @D -9 (-¢") _ ¢ @+ -¢(1-¢") _¢' ()¢ (47 _ -
= NG NG NG senhlLs(x+2)
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E, pelo mesmo motivo, apreciamos o item (i), da seguinte forma:

x+1 _¢—(x+l) . ¢x +¢—x _ ¢x+l _¢—(x+l) +¢x +¢—x
J5 J5 V5
_ ¢x+1 +¢x _\/%(XJA) +¢—x _ ¢X(1+¢) _\/%x(l_¢l) _ ¢x(¢2)_\'_/§x(¢2) =COShLS(x+2)

Nos resultados subsequentes, proporcionamos ao leitor a apreciagao de propriedades larga-
mente discutidas por autores de livros de HM e que continuam sendo verificadas no modelo hiperbo-
lico proposto por Alexey Stakhov.

Teorema 3: A formula de Cassini (KOSHY, 2007, p. 133) descrita por f>— 7. 1 =(-1™" € vali-
da para fungoes hiperbdlicas simétricas. Em outras palavras, valem as seguintes identidades: (i)

(senhFs(x))’ —(cos hFs(x-+1))(cos hFs(x—1)) = (~1)5 (1) (cos nFs(x))’ —(senhFs(x+1))(senhFs(x—1)) = (1)

senhLs(x+1)+cosh Ls(x) = ¢

Demonstragao: Para tal verificacdo, Stakhov & Rozin (2005, p. 384) escrevem

(senth(x))2 —(coshFs(x+1))(cos hFs(x 1)) = [ g - j B [ § g j[¢xl +g j

Vs V5 Js

¢2x_2+¢—2x_(¢2x+¢2+¢—2+¢—2x) __2_¢2_¢,2 ) _2_¢_1_1+¢—1 ¢*1,_¢:,1_4+(¢71_¢) ~
5 s 5 B s

-1

E, com origem no mesmo argumento, inferimos que valem

(cos hFs(x))" —(senhFs(x+1))(senhFs(x—1)) = [¢x —¢ J ) [ § = g ](Wl Lo }

V5 N V5
_¢2x_2+¢72x_(¢2x+¢2+¢72+¢72x)_¢2x_2+¢—2x_¢2x_¢2_¢—2_¢—2x __2_¢2_¢—2
- 5 - 5 s
_2-(4h-(-g)_2-1-g-l+g" 4=l
- 5 - 5 5

No enunciado do proximo teorema, abordamos relagoes envolvendo a Sequéncia de Lucas, Apesar
de nao constituir maior interesse, estabelecemos no teorema 4, resultado que pode proporcionar ulteriores
investigagoes, para o caso das fungoes hiperbdlicas de Lucas que denotamos por seniLs € coshLs .

Teorema 4: A formula descrita por 12 -2(-1)" = L,, € valida para fungoes hiperbalicas simétricas
de LUCHS, por meio das Seguintes identidades: (I) (senth(x))2 +2=coshLs(2x) (II) (cos th(x))z —2 =cos hLs(2x)

Demonstracao: De fato, basta notar que ocorre que
(senhLs(v)) +2=(¢"~¢7) +2=¢ 44 -2g'g7 +2=¢" +¢™ =coshLs2v). E, de imediato, obteremos também que

(coshLs(x)) ~2= (" +¢7*) 2= +4™ = coshLs(2x) "

No teorema 5, logo em seguida, abordamos uma relagao recorrentemente discutida pelos autores
de livros de HM, pelo fato de proporcionar a demonstragao da formula de Binnet para o caso da
Sequéncia de Lucas.
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Teorema5: Aformuladescritapor L = £, + £..,, para n e Z (HOGGAT & VERNNER, 1969, p. 23)
possui um formula equivalente para as fungoes hiperbalicas simétricas de Fibonacci e de Lucas, des-
critas por: (i) cosh Fs(x +1)+cosh Fs(x—1)=coshLs(x); (i) senh Fs(x+1)+senh Fs(x—1) = senhLs(x) .

Demonstragao: Com efeito, escrevemos cosh Fs(x +1)+ cosh Fs(x —1) =

B A At AN S I A X M A I A R A e WU R SR AR
Vs Vs Js Vs Vs

=¢"+¢ " =cosh L(x)

Segue o resultado que indicamos em (i). Por outro lado, em relagao ao item (i), vemos ainda que

x+l = (x+1) =1 g=(x-1) e+l g=(xt]) x-1_p—(x-1)
senth(x+l)+senth(x—l):¢ ¢ +¢ e et A

Js Vs J5
9~ ¢‘X¢'I%¢X¢‘l 9 _¢(p+47) ngﬁ ('+9) _¢'\5 g-xﬁ 4 = senhLs(x)

Teorema 6: As formulas £ +f.=2f. € f,, =f.L (BROUSSEAU, 1965, p. 14), para
neZ, possuem descrigces equivalentes em termos das fungoes hiperbolicas simétricas de Fi-
bonacci e de Lucas. Isto é, valem as relagoes: (i) cosh Fs(x+1)+senh Fs(x—1)=coshL(x); (ii)
senh Fs(x+1)+senh Fs(x—1) = sen hL(x); (i) senh Fs(2x) = cosh Fs(x)senh Fs(x) .

Demonstracao: De fato, vemos que se verifica que

x+1 —(x+1) x=1 _ —(x-1) x+1 —(x+1)
costh(x+1)+senth(x—1):¢ e +¢ ¢ _P s :

V5 V5 V5

No que concerne ao item (iii), vejamos que

S I W P
senh Fs(2x) = ¢ J§¢ = #-¢ \)/(; ") = (¥ J§¢ )(¢ +¢7") = senhF (x)-cosh L(x)

No que concerne aos proximos teoremas, Stakhov & Rozin (20095, p. 384) acentuam que “as
representacoes simétricas das fungoes hiperbolicas de Fibonacci e de Lucas possuem propriedades
similares a classe de fungoes hiperbdlicas classicas”. De acordo com tal perspectiva, enunciamos o
proximo teorema.

Teorema 7: A relagao classica conhecida como cosh(x)> —senh(x)* =1 € valida, também, no
caso das fungoes hiperbdlicas simétricas de Fibonacci e de Lucas.

Demonstracdo: De fato, notamos que decorre a seguinte igualdade

¢x+¢—xj2_[¢x_¢_xj2 _¢2X+¢*2X+2¢X¢7x_(¢2x+¢—2x_2¢x¢—x)
Js s 5

_ B G2 — 24 _ Y e R :i
5 5 5

coshFs(x)’ — senhFs(x)* = (
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Portanto, inferimos que coshFs)” —senhFs(xy %, paratodo xe iz. E, por analogia, Stakhov acentua a
seguinte verificagao para o caso da fungao siméztrica hiperbg)lica de Lucas, para pela vx<IR a seguinte
via de dedugao coshLs(x)’ —senhLs(x)’ =(¢"+¢ ™) —=(¢* ¢ ) = ¢ +¢ 7" +2—(§" +¢7" =2) =4,

Trazemos para o leitor um quadro resumido apresentado por Stakhov (2009), com a intengéo
precipua de proporcionar um entendimento das relagoes conceituais entre 0 modelo de Fibonacci e
de Lucas original, com o0 modelo resultante das definicdes originadas a partir da analogia inspirada na
classe de fungoes hiperbolicas, detalhadamente descritas num excerto que abordamos na segunda
secdo. Assinalamos que sua deducao formal, com semelhanga aos casos aqui discutidos nos teo-
remas, nao exigem conhecimentos que extrapolam saberes cientificos matematicos de um curso de
graduagao em Matematica.

Convidamos ao leitor para examinar outras relagoes exibidas em Traszka (1996). Em sua dis-
cussao vislumbramos distinguidas aplicagoes da classe de fungées aqui discutidas, no dominio da
Fisica e em modelos da Philotaxia (STAKHQV, 2009, p. 307). Ademais, observamos que as formulas
discutidas por Stakhov (2009, p. 284), para os processos de diferenciagao e integracéo nao consti-
tuirdo objeto de nossa discusséo e se inserem num bojo de investigagoes ulteriores.

Figura 5 - Apresentacao de uma sintese de varias relagoes conceituais
gstabelecidas entre os dois modelos matematicos.

F ,=F  +F Fs(r+2)=cFs(x+1)+ Fs(x) cFs(x+2) = sk x+1)+cFs(x)
Lo,=L  +L sls(xr+2)=cls(x+1)+sls(x) cls(x+2)=sls(x+1)+cls(x)
E=(-1)V"F, sFs(x)=-sFs(-x) cFs(x)=cFs(-x)

L= Vi . sts(x)=sls(—x) cLs(x) = —cLs(-x)
F_,+F =2F sFs(x+3)+cFs(x)=2cFs(x +2) cFs(x +3)+ sFs( x) = 25Fs (x + 2)
Fyq—F, =2F,, sFs (x +3) - cFs(x ) = 2sFs(x +1) cFs(x +3)-sFs(x)=2cFs(x +1)
F .-F =4F , FE(x+6)—cFslx )= 4sFs(x +3) cFs(x +6) - sFs{x) = 4cFs(x +3)
“F_F = (=) | [sEs(x)] —ebs(x+1)eBs(x—1)=—1 | [cBs(x)] - sFs(x+1)sFs(x-1)=1
Fynt = Foy + F; s (2x+1) =[eFs(x +1)] + [sts(x)[' | sFs(2o+1)=[ss(x+1)] +[ehs(x)f
2 _2(1) =1, [sts(x)] +2=cls(2x) [eis (x)[ -2 = cLs(2x)
L+L =2 sls(x)+cls(x+3)=2sLs(x+2) cls{x)+sks(x+3)=2cls(x+2)

sts(x+1)sks(x —1) - [eLs(x)[ =5

els(x+1)cls(x-1)-[sLs(x)]* =5

F.-2F =1L sFs(x+3)-2chs(x) = sis(x cFs(x+3) - 2F5(x) = cLs(x)

L ,+L_ =5F sls{x —1)+sls{x+1)=5sFs(x) cLs(x —1)+cls(x+1)=5cFs(x)

L +5F =201, sls(x )+ 5cFs(x) = 2cls(x +1) cls(x)+5sFs(x) = 2505 (x+1)

.f;';_l - fn =5F,, [sis(x+ I\_||2 +|:'f_.'.'{.rj|': =5cks(2x +1) | [els(x +1]|2 +[.~sf_.'."[.rj|: =558 2x +1)

Fonte: Stakhov (2009, p. 282)
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Antes de concluir esta secéo, assinalamos ainda a sequéncia dos lambda Fibonacci nimeros, que
admitem uma descrigao atualizada, segundo a discussao conduzida por Falcon & Plaza (2008, p. 409).
Para tanto, eles encontram a equacao caracteristica de formula de recorréncia que discutimos em
(**), e escrevem funcoes mais gerais que indicam por senyr, (x):% €0 cosiy, (x) = % que
representam o seno hiperbolico de uma lambda sequéncia de Fibonacci (respectivamente, cosseno hi-
perbolico de uma lambda sequéncia de Fibonacci). Ou ainda o estudo de Stakhov & Rozin (2005, p. 678)
aonde encontramos outra formula oriunda da mesma derivacéo da formula de Binnet, nomeada neste
caso por fungdo quase-seno de Fibonacci (quasi-seno Fibonacci function), definida por
=2 —Cosgx)‘vﬁ que, mais uma vez, descreve correlagao direta com a sequéncia (1) , para

frmy=2=eostim ¢ ‘°°?’”)'¢7" , 0 que produz a sequéncia numeérica original, como podemos apreciar no artigo
5

de De Bruijn (1974), da década de 70.

Com origem nessas ultimas informagoes, a partir de uma analise agodada, determinados as-
pectos podem passar desapercebidos como, por exemplo, a propria evolugao e complexificagao das
notagdes e simbologias que abordamos ao longo do trabalho, tais como: (£,),..y, (/1),.,, (f®)).p,
senhF (x), coshF(x), senhFs(x), coshFs(x), (senhf,(x), ., (coshf,(x)),_. € ff(x)- Tal fato nao

pode prescindir de um analise historico-epistemologica (QUARESMA, 2009, p. 19) relacionada com
0 modelo de Fibonacci. Desconsideraremos, por exemplo, a abordagem matricial, encontrada em
Stakhov (2005) e que pode ser observada, também, desde os anos 60.

CONSIDERAGOES FINAIS

Decididamente, o0 objeto matematico discutido ao decurso do presente escrito envolve ele-
mentos que mereceriam maior divulgagado num ambito da formagao inicial de professores. Seu valor
didatico pedagogico se mostra indubitavel, na medida em que, proporciona uma visao € percepgao
epistemologica de um modelo matematico, originado ha séculos atrds mas, que, preserva seu vigor
cientifico e mantém o interesse de inimeros estudiosos.

Assim, mostramos que 0 modelo, de apelo bioldgico inclusive, concebido por Leonardo Pisano,
se mantém em evolugao, sistematizagao e generalizagao (STAKQV, 2006), sob égide de um profusao
de caracterizacOes e definicoes matematicas, erigidas por matematicos profissionais, sobretudo,
com maior publicizacao no /ocus académico, a partir dos anos 60 e 70, visto que, encontramos na
internet periodicos que permitem a convergéncia de investigagoes de alto nivel como, por exemplo,
0 periodico The Fibonacci Quarterly, fundado em 1963 (GULLBERG, 1997, p. 243; POSAMENTIER &
LEHMANN, 2007, p. 28; STAKHOV, 2009, p. 130), por um grupo de matematicos americanos o que
permitiu e disseminagdo de eventos envolvendo a Historia da Teoria dos Nimeros de Fibonacci (STA-
KHOV, 2009, p. 130), e na fig. 6 vemos os fundadores.
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Figura 6 - Imagens dos matematicos americanos fundadores do periodico The Fibonacci Quartely.

) &

Alfred Brousseau Verner Emil Hoggatt
(1907-1988) (1921-1981)

Fonte: Stakhov (2009, p. 130 - 131)

Por fim, ndo podemos deixar de envidar esforgcos nos sentido da aquisicdo de concepgoes
adequadas e o enriquecimento do processo de representacdo (QUARESMA, 2009, p. 161) para os
futuros professores de Matematica. E, o tema aqui discutido fortalece uma perspectiva de entendi-
mento de um processo epistemologico nao estatico e de carater ubiquo de um sequéncia homogénea
recorrente linear em Matematica Pura, descrita, de modo standard, pela relagéo £, - 1., — 7. =0,
para Vn e IN, € que preserva seu vigor matematico.

Com efeito, a ideia empregada por Alexey Stakhov, em 1984, explicada ao decurso do presente
escrito, comentada por Stakhov & Aranson (2011, p. 75), envolve o estabelecimento de analogias
entre dois modelos e/ou definicbes matematicas, extraidos inicialmente da formula de Binnet e das
funcoes hiperbolicas. Ademais, 0s teoremas apresentados na Ultima secao confirmam que proprieda-
des largamente abordadas por autores de livros de HM admitem equivaléncia num campo numerico
bem maior, a saber, no campo dos reais, embora sejam desconsiderados pelos mesmos.

Para concluir, assinalamos nossa perspectiva que se coaduna com a visao empregada por
Lara (2013), na medida em que contesta o uso de conteidos de HM, como simples instrumentos
ou acessorios em sala de aula. Neste sentido, urge um entendimento dos professores em formacao
quanto as formas de organizagao intelectual, de ordem axioldgica, ontologica e logica, de conceitos
cientificos originados no passado.

Em outros termos, um lugar garantido para uma discussao metaforica e introdugao preliminar
de conceitos no contexto do ensino (ver figura 1) possui determinado valor pedagdgico (ALVES &
BORGES NETO, 2011). Nao obstante, a possibilidade de conduzir, por intermédio de uma investigagéo
historica em sala de aula, nossos futuros professores, para uma perspectiva evolutiva e de comple-
xidade crescente, inclusive notacional, se coloca de modo indissociavel. Finalmente, a estruturagao
dos dados apresentados concorrem para a formulagao de uma resposta para 0 nosso questionamen-
to introduzido na introducao do presente artigo.
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