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ENTENDIMENTOS DO CONCEITO DE VETOR POR ESTUDANTES DE ENGENHARIA
UNDERSTANDINGS ABOUT THE VECTOR CONCEPT BY ENGINEERING STUDENTS
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RESUMO

Este artigo apresenta resultados da pesquisa desenvolvida no curso de Mestrado da primeira autora, com orientacao
da segunda, que teve por objetivo analisar registros produzidos por estudantes de Engenharia em atividades de trata-
mento e conversdo, considerando conceitos trabalhados na disciplina de Geometria Analitica e Vetores (GAV) a partir
da Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica, na perspectiva da apreensao teorica do conceito de vetor e suas
operacoes. A pesquisa foi realizada com uma turma de estudantes matriculados na disciplina de (GAV) sendo analisa-
dos exercicios, provas, registros em cadernos e atividades de monitoria. A partir das analises realizadas concluimos
que os estudantes de Engenharia apresentam dificuldades em realizar conversdes quando um dos registros envolvidos
€ o registro figural, ocorrendo também falta de entendimento em relagao aos elementos de formagao do vetor, falta de
compreensao em relagao ao sentido da operagao e inexisténcia de atividades de aplicacao de vetor como possibilidade
de estabelecimento de sentido e significados.
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Engenharia.

ABSTRACT

This paper presents the results of a research developed during the first author Master’s degree, under the
orientation of the second one, which aimed to analyze the registers produced by engineering students in
treatment and conversion activities, considering the concepts studied in the course of Analytical Geometry and
Vectors, from the Theory of Semiotc Register of Representation, in the perspective of conceptual apprehension
of vector concept and its operations. The research was conducted with a group of students enrolled in the course
of Analytical Geometry and Vectors, being analyzed exercises, tests, registers in notebooks, and monitoring
activities. Based on the analysis we concluded that Engineering students have difficulties in performing
conversions when one of the records involved is the figural record, lack of understanding in relation to vector
formation elements, lack of understanding in relation to the direction of operation, and lack of vector enforcement
activities as a possibility of establishing direction and meaning.
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INTRODUGAO

O Brasil é um pais em pleno desenvolvimento, 0 que exige de todos 0s setores um ndimero
cada vez maior de profissionais capacitados. A Engenharia é uma area em que nos ultimos anos vem
crescendo a busca por profissionais devido, principalmente, ao constante crescimento econémico-fi-
nanceiro do Pais. Ainda faltam, contudo, muitos profissionais nesta area. Um artigo de Marco Prates,
publicado pela Revista Eletronica Exame, em agosto de 2012, aponta trés desafios que impedem 0
Brasil de ter mais engenheiros. De acordo com este autor, 0s desafios sdo: fazer mais gente se inte-
ressar pela Engenharia; quem optar pela Engenharia tem que ficar até o final do curso; e quem cursar
e concluir Engenharia tem que visualizar carreira na area.

No primeiro desafio, “fazer mais gente se interessar pela Engenharia”, o autor destaca o PISA,
um teste internacional de avaliagao da educagao, que aponta o baixo rendimento dos alunos em re-
lagdo a Matematica, e o fato de que muitos preferem passar longe dos numeros. Para ele, ter mais
engenheiros no Brasil significa fazer com que mais alunos deixem de temer e passem a gostar de
Matematica e Fisica, condi¢ao basica dos cursos e da profissao de Engenharia.

No segundo desafio, “quem optar pela Engenharia tem que ficar até o final do curso”, desta-
ca que dos estudantes que iniciam algum curso de Engenharia, 43% nao chegam a conclui-lo. Ou
seja, um numero significativo de estudantes desiste logo nos primeiros dois semestres, justamente
quando precisam enfrentar conceitos matematicos, em disciplinas tais como Geometria Analitica e
Vetores', Calculo |, Algebra Linear, Matematica Basica, e disciplinas da area de Fisica. Outro aspecto
importante que Prates (2012) destaca é que colocar a culpa da desisténcia ou da reprovacao desses
estudantes na Educagao Basica nao vai resolver qualquer problema. O que precisamos fazer, en-
quanto professores do ensino superior € termos agoes efetivas no processo de ensino, trabalhando
a partir de conceitos e ndo na simples retomada de conteidos, na perspectiva de enfrentamento das
dificuldades apresentadas pelos estudantes que chegam a universidade, sendo uma possibilidade de
enfrentar o abandono ao curso.

Prates (2012) aponta como terceiro e ultimo desafio, “[...] quem cursar e concluir Engenharia
tem que visualizar a carreira na area”, pois apenas dois em cada sete engenheiros formados, vao
trabalhar na area. Este estudo indica a necessidade de repensar o processo de ensino e de aprendi-
zagem de conceitos matematicos, ou das disciplinas de Matematica terem um processo mais efetivo
que possibilite ao estudante universitario ferramentas para avangar em seus conhecimentos e seguir
em frente, evitando, talvez, a desisténcia e a evasao do curso.

Os curriculos dos cursos de Engenharia apresentam disciplinas Matematicas que exploram con-
ceitos fundamentais necessarios a formagao do engenheiro. Um desses conceitos, trabalhado em pra-
ticamente todos 0s cursos de Engenharia, é o de vetor, estudado nos primeiros semestres do curso.
Geralmente, este conceito é explorado nas disciplinas de GAV ou de Algebra Linear. Em nossa pesquisa,
(RONCAGLIO, 2015), o conceito de vetor foi trabalhado na disciplina de GAV, na qual foram conside-
rados elementos fundamentais mediante a utilizagdo da estrutura vetorial no tratamento de conceitos
como, segmento de reta orientada, distancias, angulos, areas, volume, equagao da reta e equagao do
plano. O conceito basico na disciplina é vetor. Tudo nela gira em torno deste conceito, ou seja, para
entender o significado das operagdes e 0 motivo pelo qual se opera é de fundamental importancia que
0 estudante o compreenda, ndo so na disciplina de GAV, mas também pelo fato de ser explorado em
outras disciplinas no decorrer do curso e, principalmente, em situagoes da profissao de engenheiro.

"Geometria Analitica e Vetores: serd utilizada a sigla GAV ao longo deste artigo.
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0 conceito de vetor relaciona-se ao de grandeza quando esta considera a ideia de modulo, sen-
tido e diregdo. Por essa razdo, apresenta-se como fundamental para os engenheiros, por exemplo, na
Engenharia Civil, que entendam grandezas como forca, torque e velocidade, ou seja, sao grandezas
vetoriais presentes no cotidiano da futura profissao. Ademais, calculos envolvendo vetores sao utili-
zados em situagoes como dimensionamento de vigas e treligas, elevadores, guindastes, carregamen-
tos, reacoes de apoio, nas quais existem forgas envolvidas. Na Engenharia Elétrica, o vetor € utilizado
para determinar a existéncia de campo elétrico. Ao mover uma carga elétrica em um campo elétrico
ela fica sujeita a diversas e diferentes intensidades de forga elétrica. Ja na Engenharia Mecanica, o0s
conceitos basicos utilizados sao espago, tempo, massa e forga que, sendo for¢a uma grandeza veto-
rial, necessita, consequentemente, do conceito de vetor.

Vetor € um conceito essencial para a profissdao do engenheiro. Estudantes desconhecem a
importéncia de tal conceito para a sua formacao, ou a sua aplicacao em diferentes situagoes da sua
profissao, e apresentam dificuldades em sua utilizacao, perspectiva reforgada na pesquisa de Castro
(2001), Karrer (2006) e Franga (2007). Disciplinas de GAV e Algebra Linear sdo apontadas como
aquelas que contribuem para o alto indice de reprovagao e desisténcia dos estudantes ao longo do
curso de Engenharia. Estudos apontam a dificuldade que os estudantes possuem em relagao a es-
sas disciplinas, mais especificamente em relagao ao conceito de vetor. Uma dessas pesquisas € a
de Castro (2001). A autora, a partir de suas analises, afirma que dentre as dificuldades encontradas
pelos estudantes, a maior delas consiste justamente na atividade de conversao em que um dos regis-
tros envolvidos € o registro figural. Essa dificuldade é ainda maior quando tal registro é o de chegada.
Esta dificuldade pode ser compreendida a partir dos elementos tedricos dos Registros de Represen-
tacao Semiotica no processo de ensino e de aprendizagem de conceitos matematicos.

A Teoria dos Registros de Representagao Semiotica?, desenvolvida por Duval (2003), tem
sido utilizada, principalmente, em pesquisas que visam a aquisigcao de conhecimento e a organi-
zacao de situacoes de aprendizagem. O autor defende a ideia de que para o aluno aprender Mate-
matica é preciso que ele tenha acesso a ela, e que saiba coordenar as diferentes representagoes
provenientes de distintos registros. Segundo Castro (2001), esta teoria é uma rica contribuicao
as pesquisas em Educagao Matematica, que tratam de aspectos do funcionamento cognitivo
relacionados a aquisicdo de conhecimento.

As Representagoes Semidticas “sao produgdes constituidas pelo emprego de signos per-
tencentes a um sistema de representacao os quais tém suas dificuldades proprias de significado
e de funcionamento” (Duval, 1993 apud Damm, 2012, p. 176). Para o autor, um mesmo objeto
matematico pode ser representado de varias formas, ou por meio de varios sistemas. Por exemplo,
uma funcao linear pode ser representada por uma expressao algébrica, por um grafico, ou mesmo
por uma tabela. A comunicacdo em Matematica ocorre por meio de representagoes semioticas.
Desse modo, é imprescindivel que ao aprendé-la, os estudantes nao confundam os objetos e suas
respectivas representagoes, pois uma coisa é o objeto matematico, e outra é a sua representacgao.
Por exemplo, 0s numeros, as fungoes, as retas etc, sao 0s objetos matematicos, sendo suas re-
presentacoes, as escritas decimais ou fracionrias, os simbolos, os graficos, as tabelas (DUVAL,
2009, p. 14). As representagoes séo utilizadas como suporte tanto para fins de comunicagédo como
também para o desenvolvimento da propria atividade matematica.

Deste modo, as representacoes semidticas sao fundamentais para que os sujeitos elaborem a
construgao do seu conhecimento, uma vez que elas possibilitam o desenvolvimento de fungdes cog-

2 A partir de agora utilizaremos para designar Registro de Representagdo Semidtica somente RRS.
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nitivas essenciais ao pensamento humano. A importancia primordial das representagoes semioticas
se deve a duas razoes fundamentais:

[..] Primeiramente, hd o fato de que as possibilidades de tratamento matematico
— por exemplo, as operagoes de calculo — dependem do sistema de representagao
utilizado. [...] A seguir, ha o fato de que os objetos matematicos, comegando pelos
numeros, nao sao objetos diretamente perceptiveis ou observaveis com a ajuda de
instrumentos. (DUVAL, 2003, p. 13-14).

A Teoria dos RRS considera a mobilizagdo de uma grande variedade de representagoes: Sis-
temas de numeracao, figuras geomeétricas, escritas algébricas e formais, representagoes graficas
e lingua natural. Neste sentido, Duval (2003, p. 14) enfatiza que “[...] a originalidade da atividade
Matematica esta na mobilizagao simultanea de ao menos dois registros de representagao ao mesmo
tempo, ou na possibilidade de trocar, a todo momento, de registro de representagao”. Damm (2012)
complementa que a apreensao conceitual dos objetos matematicos pelo individuo que aprende so-
mente € possivel a partir da coordenacao de diferentes registros de representagao.

A compreensdo da grande variedade de registros de representagao utilizados em Matemati-
ca determina o seu ensino e sua aprendizagem. De acordo com Duval (2009), a aprendizagem de
conceitos matematicos constitui um campo de estudo privilegiado para analise de atividades cog-
nitivas fundamentais como a conceitualizagao, o raciocinio, a resolugao de problemas, e mesmo a
compreensao de textos. Essas atividades cognitivas requerem a utilizagao de sistemas de expressao
e de representagéo que vao além da linguagem natural ou das imagens, ou seja: sistemas variados
de escrituras para 0s numeros, notagdoes simbdlicas para os objetos, escrituras algébricas e logicas
que adquirem o status de linguagem, figuras geométricas, representagoes em perspectiva, graficos
cartesianos, redes, diagramas, esquemas, etc.

Para analisar a atividade Matematica numa perspectiva de ensino e de aprendizagem, Duval
(2003) afirma ser necessaria uma abordagem cognitiva sobre os dois tipos de transformagoes de
representacoes, consideradas fundamentais para esta analise: os tratamentos e as conversoes de
registros de representacoes semioticas. Por meio deles é possivel analisar as atividades Matematicas
desenvolvidas pelos alunos em uma situagao de ensino. Duval (2003, p. 16) define os tratamentos
como sendo:

[...] transformagdes de representagdes dentro de um mesmo registro: por exemplo,
efetuar um calculo ficando estritamente no mesmo sistema de escrita ou de repre-
sentacdo dos nimeros; resolver uma equagao ou um sistema de equagées; comple-
tar uma figura segundo critérios de conexidade e de simetria. [...] As conversdes sao
transformacgoes de representagoes que consistem em mudar de registro conservan-
do 0s mesmos objetos denotados; por exemplo, passar da escrita algébrica de uma
equacao a sua representagao grafica.

Complementa esta discussao, apontando que:
Numerosas observagoes nos permitiram colocar em evidéncia que os fracassos ou

0s bloqueios dos alunos, nos diferentes niveis de ensino, aumentam consideravel-
mente cada vez que uma mudanca de registro é necessaria ou que a mobilizagao
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simultdnea de dois registros é requerida. No caso de as conversoes requeridas se-
rem ndo congruentes, essas dificuldades e/ou bloqueios sao mais fortes. (DUVAL,
2003, p. 21)

Damm (2012, p. 182) contribui ao destacar que a conversao exige do sujeito o estabelecimento
da diferenca entre o significado e o significante.

No ensino de Matematica, o problema se estabelece, justamente, porque so se le-
vam em consideracao as atividades cognitivas de formagao de representagoes e
0s tratamentos necessarios em cada representacdo. No entanto, o que garante a
apreensao do objeto matematico, a conceitualizagao, nao € a determinagao de re-
presentagoes ou as varias representagoes possiveis de um mesmo objeto, mas sim
a coordenacao entre esses varios registros de representacao.

A compreensdo em Matematica, portanto, implica na capacidade de os sujeitos mudarem de
RRS. A dificuldade se deve ao fato de que o objeto representado ndo pode ser identificado com o
contetdo da representacéo que o torna acessivel. Ou seja, “o conteido de uma representagao depen-
de mais do registro de representagdo do que do objeto representado” (DUVAL, 2003, p. 22). Passar
de um registro a outro ndo é somente mudar o modo de tratamento, € preciso também explicar as
propriedades ou os aspectos diferentes de um mesmo objeto. Com esta teoria desenvolve-se toda a
analise dos dados.

PERCURSO METODOLOGICO

Na pesquisa desenvolvida, a centralidade foram os argumentos explicitados por estudantes
de Engenharia, a partir de situagoes de ensino, ao conceito de vetor e suas operagoes, trabalhadas
na disciplina GAV. Neste sentido, buscou-se aprofundar o estudo em relagdo ao processo de apren-
dizagem do conceito de vetor, objetivando analisar os registros produzidos por estudantes de En-
genharia em atividades de tratamento e conversdo. Considerou-se, para tanto, o conceito de vetor
e suas operacoes e da Teoria dos RRS de Duval (2003, 2009, 2011), na perspectiva da apreensao
conceitual. A problematica da pesquisa foi delimitada a partir das seguintes questoes: Considerando
a analise de atividades de tratamento e conversao realizadas por estudantes de Engenharia, na dis-
ciplina de Geometria Analitica e Vetores, a partir da intervencdo de uma professora, 0 que é possivel
identificarmos em termos de apreensao conceitual na argumentagdo dos estudantes em procedi-
mentos utilizados no desenvolvimento de questdes envolvendo o conceito de vetor? A partir destes
argumentos é possivel identificarmos lacunas ou sustentagdo para a apreensdo do conceito?

Os procedimentos metodoldgicos utilizados sao caracterizados como qualitativos e configu-
ram-se como um estudo de caso, a partir da analise de RRS produzidos por um grupo de académicos
de cursos de Engenharia. O ambiente natural desta pesquisa sdo aulas da disciplina de GAV, ministra-
das por uma professora de Matematica, em uma turma envolvendo o0s cursos de Engenharia Elétrica,
Civil e Mecanica. Os instrumentos analisados neste trabalho sao: questoes da primeira e ultima ava-
liagao, a transcrigao de questoes propostas em monitoria e avaliagcoes, bem como o caderno de um
estudante. A partir da analise destes instrumentos delimitaram-se os focos de analise: a conversao
entre registros envolvendo o registro figural — apresenta as dificuldades dos estudantes em realizar
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conversoes envolvendo o registro figural na representagao grafica e geomeétrica; a geracéo do vetor
— apresenta as dificuldades referentes ao entendimento do conceito de vetor e suas caracteristicas
de formacao (madulo, sentido e diregao); as operagoes com vetores — apresenta as dificuldades dos
estudantes de Engenharia em relagao ao desenvolvimento de operagoes com vetores, de adigao, mul-
tiplicacao de um escalar por vetor, produto escalar, produto vetorial e produto misto; e as situagoes
de aplicacao de vetor — apresenta a falta de entendimento dos estudantes referentes a utilizagao das
operacOes com vetor em situagdes que exigem a mobilizagao das propriedades das operagoes.

A aula ndo foi preparada para a pesquisa, ela foi pesquisada, considerando os registros pro-
duzidos pelos estudantes a partir do encaminhamento da professora responsavel pela disciplina. Os
sujeitos que constituiram esta pesquisa sdo estudantes dos cursos de Engenharia Elétrica, Civil e
Mecanica, matriculados na disciplina de GAV. O grupo era constituido por 34 estudantes. Este grupo,
constituido pelos 34 estudantes, a partir do pré-teste foram nomeados por E1, E2, E3, E4 até E34.
Importante esclarecer que ao utilizar o E1, este indicara sempre 0 mesmo estudante, nos diferentes
instrumentos de analise.

0 CONCEITO DE VETOR E 0S REGISTROS DE REPRESENTAGAO SEMIOTICA

0 conceito de vetor surgiu na Mecanica, em 1586, com o engenheiro Simon Stiven, mais
conhecido como Arquimedes Holandés, que apresentou o problema da composigao de forgas e
enunciou uma regra empirica para encontrar a adicdo de duas forgas aplicadas em um mesmo
ponto (VENTURI, 1949). Essa regra é conhecida como a Regra do Paralelogramo, a qual continua
sustentando o atual processo de ensino. Esta regra € utilizada para desenvolver a representacao
geométrica da soma ou subtragdo de vetores quando estes possuem a mesma origem. Ou Seja,
consiste em colocar as origens de dois vetores coincidentes e representar um paralelogramo. O vetor
resultante sera dado pela diagonal do paralelogramo, cuja origem coincide com a dos outros vetores.

A seguir apresentamos a definigao de vetor a partir de um dos livros da bibliografia basica uti-
lizada na disciplina.

Quadro 1 - Definicao de vetor.

Nocao Intuitiva — Existem grandezas, chamadas escalares, que sdo caracterizadas por um nimero (e a unidade correspondente): 50
dm? de area, 4m de comprimento, 7kg de massa. Outras, no entanto, requerem mais do que isso. Por exemplo, para caracterizarmos
uma forga ou uma velocidade, precisamos dar a dire¢do, a intensidade e o sentido:

Tais grandezas sao chamadas vetoriais. Nos exemplos acima as flechas nos déo ideia exata das grandezas mencionadas. No entanto,
vamos adotar o seguinte ponto de vista: duas flechas de mesmo comprimento, mesma direcdo, (isto é, paralelas) e mesmo sentido
definem a mesma grandeza vetorial. Tais flechas sdo ditas equipolentes.
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Formalizacéo do conceito de vetor — Primeiramente, a definicdo de flecha. Flecha é, intuitivamente, um segmento no qual se fixou
uma orientagdo. E fixar uma orientacéo é escolher um sentido. No caso da figura, o segmento orientado representado tem orientagao
de A para B. Na verdade néo precisamos da flecha toda para 0s nossos objetivos. Bastam os pontos A e B e a ordem: primeiro A e
depois B. Eis a definicao:

;,/—'///B'

Definicao 1 — Um segmento orientado € um par ordenado (A, B) de pontos do espago. A é dito origem, B extremidade do segmento
orientado. Os segmentos orientados da forma (A, A) sao ditos nulos. Observe que se AB, (A, B) é diferente de (B, A).

Definigao 2 — Dizemos que os segmentos orientados (A, B) e (C, D) tém o mesmo comprimento se 0s segmentos geométricos AB e
CD tém o mesmo comprimento.

Suponha (A, B) e (C, D) nao nulos. Entao dizemos que (A, B) e (C, D) tém mesma dire¢ao se AB//CD (inclui 0 caso em que as retas
suportes coincidem). Nesse caso dizemos que (A, B) e (C, D) sao paralelos.

Suponha que (A, B) e (C, D) ttm mesma diregao.

a)Se as retas AB e CD sao distintas, dizemos que (A, B) e (C, D) tém mesmo sentido caso os segmentos AC e BD tenham interseccao
vazia. Caso ABCD, dizemos que (A, B) e (C, D) tém sentido contrario.
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b)Se as retas AB e CD coincidem, tome (A’, B’) tal que A’ ndo pertenca a reta AB e (A, B') tenha mesma dire¢ao, e mesmo sentido que
(A, B) (como em a). Entao dizemos que (A, B) e (C, D) tém sentido contrério.
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mesma sentida semido contrizio

Verifique que (A, B) e (B, A) tém mesmo comprimento, mesma diregao e sentido contrrio, sendo AB.

Definigao 3 - Os segmentos orientados (A, B) e (C, D) sdo equipolentes, e indica-se , se um dos casos seguintes ocorrer:

a)Ambos sao nulos;

b)Nenhum é nulo, e tém mesmo comprimento, mesma dire¢ao e mesmo sentido.

Decorre da definicdo que “equipolente a um segmento nulo, s6 outro segmento nulo”.

Proposicao 1: A relagao de equipoléncia goza das seguintes propriedades:

a) (A,B)~(A,B) (reflexiva)

b)(A,B)~(C,D)—(C,D)~(A,B) (simétrica)

c)(AB)~(CD) e (C,D)~(E,F)—(A,B)~(E,F) (transitiva®)

Considere agora um segmento orientado (A, B) fixado. Chama-se classe de equipoléncia de (A, B) ao conjunto de todos os segmentos
orientados que sao equipolentes a (A, B) (e, portanto, equipolentes entre si, pela propriedade transitiva). O proprio (A, B) é um deles,
pela propriedade reflexiva. (A, B) se diz um representante da classe. Note que se (C, D) pertence a classe de equipoléncia de (A, B)
entdo (A, B) pertence a classe de equipoléncia de (C, D) (devido a propriedade simétrica) e na verdade essas duas classes coincidem,
pois quem for equipolente a (C, D) o serd a (A, B) e vice-versa (propriedade transitiva). Em outras palavras, qualquer segmento orien-
tado pertence a uma classe de equipoléncia e pode ser considerado seu representante, e cada segmento orientado é representante de
uma unica classe de equipoléncia.

$Uma relagao que goza das propriedades a), b) e c) se chama relagdo de equivaléncia.
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Definicao 4

Um vetor € uma classe de equipoléncia de segmentos orientados de E°. Se (A, B) € um segmento orientado, o vetor correspondente (ou
seja, 0 vetor cujo representante é (A, B)) serd indicado por AB. Usam-se também letras latinas mindsculas encimadas por uma seta
@b, €, etc), ndo se fazendo desse modo referéncia ao representante. E claro que para citarmos um vetor basta citar (ou desenhar)
um qualquer de seus representantes, e pronto: o vetor estara bem determinado. O conjunto de todos o0s vetores sera indicado por V2.
Chamaremos vetor nulo ao vetor cujo representante é um segmento orientado nulo. J& comentamos que equipolente a um segmento
nulo, s6 outro segmento nulo; segue-se que todos os representantes do vetor nulo sao segmentos com origem e extremidade coinci-
dentes. Indica-se o vetor nulo por .

Os vetores X e y'ndo-nulos sao paralelos (indica-se X// ) se um representante de X é paralelo a um representante de Y (e portanto a
todos). X/ y'e X'e y tém mesmo sentido (resp. sentido contrario) se um representante de X e um representante de y tém mesmo sentido
(resp. sentido contrario). Consideraremos o vetor nulo paralelo a qualquer vetor.

Chamaremos norma (ou maédulo, ou comprimento) de um vetor ao comprimento de qualquer um de seus representantes; indica-se a
norma de x por ||X||. Se |[x||=1 dizemos que o vetor x & unitario.

Observagao — De modo geral, conceitos geométricos como paralelismo, perpendicularismo, comprimento, angulos, etc., envolvendo
vetores sao definidos “pondo-se a culpa nos regr)ese_}rﬂantei‘;, como foi feito acima.

0 vetor (BA) é chamado vetor oposto do vetor (AB).(AB) e (BA) s6 diferem no sentido (se A=B), ja que seus representantes (A, B) e (B,
A) tém mesma dire¢ao, mesmo comprimento e sentido contrario. O vetor oposto do vetor (A_E) ¢ indicado também por -(A_I§); 0 vetor
oposto de um vetorX ¢ indicado por -X.

Fonte: (BOULOS, 2003, p.4-6).

Existem dois tipos de grandezas, as grandezas escalares, que sao aquelas grandezas definidas
por um namero real, como por exemplo, temperatura, massa, densidade, volume, area e comprimen-
to, e as grandezas vetoriais, que nao ficam definidas apenas por um numero real. Para que essas
grandezas possam ser determinadas precisamos conhecer seu modulo, ou seja, comprimento e
intensidade, sua direcao e seu sentido. S@o exemplos de grandezas vetoriais, a velocidade, a ace-
leragdo e a forga. Ou seja, uma grandeza vetorial € um segmento de reta orientado que possui trés
caracteristicas importantes, modulo (comprimento, tamanho do vetor), sentido (da origem para a
extremidade, por exemplo, de A para B) e diregao (angulo de inclinagao que o vetor forma com uma
base horizontal). Essa diferenca, ou melhor, suas caracteristicas, sao estruturantes para o entendi-
mento do estudante quanto a compreensao do conceito de vetor.

A definicao apresentada por Boulos (2003), das grandezas se organiza a partir de uma maneira
bastante sucinta, apesar da importancia do entendimento dessas grandezas no momento em que 0
estudante precisa aplicar o conceito de vetor ou uma grandeza vetorial. Existem muitas possibilida-
des de explorar essa diferenga entre as grandezas escalares e vetoriais, que podem auxiliar o enten-
dimento do estudante. Uma delas seria apresentar diferentes contextos que necessitam de mais de
um elemento, ou seja, que explorem sentido, dire¢gao e modulo.

Outro aspecto a ser marcado da definicao apresentada é em relagao aos registros envolvidos.
A maior parte é apresentada considerando o registro da lingua natural. Os registro figural e o registro
simbdlico sdo utilizados em menor quantidade. O autor ndo apresenta a expressao analitica de um
vetor, também fundamental para o entendimento do estudante. A expressao analitica de um vetor faz
parte do tratamento do registro simbalico, muito utilizado pelos estudantes de Engenharia no desen-
volvimento de atividades, pois envolve as representacoes das n-uplas e das combinagoes lineares.

Castro (2001, p. 12), apoiada em Duval (1995), destaca que, em Matematica,

[...] as representacoes semidticas nao sao indispensaveis apenas para fins de comu-
nicagao, elas sdo necessarias ao desenvolvimento da propria atividade matematica.
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De fato, a possibilidade de realizar tratamentos nos objetos matematicos depende
diretamente do sistema de representagcao semidtico utilizado. Os tratamentos mate-
maticos nao podem ser efetuados independentemente de um sistema semiotico de
representacao. [...] A utilizacao de representagoes semidticas parece primordial para
a atividade matematica e parece ser intrinseca a ela.

Deste modo, dada a natureza dos objetos matematicos, os registros de representagao se-
midtica possibilitam o0 acesso a esses objetos. Duval (2003) aponta para trés tipos de registros de
representagdo semiotica: o registro figural, o simbalico e o da lingua natural, cujas representagoes
apresentam dois aspectos: a forma (representante) e o contetido (representado). Com base em
Castro (2001) e Duval (2003), apresentam-se 0s registros de representacao utilizados nesta pes-
quisa. A representagao do vetor pode ser realizada de diferentes maneiras, isto €, no plano e no
espago, mas sempre por meio dos registros de representagdo semiotica.

Grafico 1 - Tipos de RRS do vetor.
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Fonte: RONCAGLIO, 2015, p. 64.

O registro de representacgao figural considera as representacées graficas cartesianas (ou no
plano cartesiano) e a sua representagao geométrica. O registro de representagéo simbalica possui as
seguintes representagdes: a representacao da n-uplas — expressa na forma de par ordenado e ternas;
a representacao das combinagoes lineares — expressa a partir da adicao entre os vetores unitarios da
base candnica; a representagao algebrica — expressa na forma de expressao e/ou equacao algébrica,
ou ainda, na forma de identificacao de um vetor, como por exemplo, (AB),X,u.v; € a representagao nu-
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mérica — expressa na forma de valores numéricos. O RRS da lingua natural é utilizado para descrever
situacoes matematicas na forma de definigao, argumentagéo, associagoes verbais ou enunciados.
Este tipo de registro é encontrado em livros, tanto nas definigoes, na descricao da resolugdo de
questoes, em teoremas, propriedades de conceitos, como nos enunciados de questoes — situagoes-
-problema.

ANALISE DOS DADOS

Com o intuito de responder a nossa problematica de pesquisa a partir dos instrumentos de
dados e do referencial tedrico, delimitamos os focos de analise: a conversao entre 0s registros envol-
vendo o registro figural; a geracao do vetor; as operagdes com vetores e situacoes de aplicagao de
vetor. Estes focos de analise foram identificados a partir da analise do pré-teste, pos-teste, listas de
exercicios, registros escritos nos cadernos e atividade de monitoria.

A conversao entre os registros envolvendo o registro figural

As analises realizadas tendo como base as listas de exercicios propostos pela professora apon-
taram que: estes privilegiam o registro da lingua natural e o simbolico. Dos 109 exercicios propostos
nas listas apenas sete deles envolvem atividade de conversdo com o registro figural, nimero nao
significativo se comparado a quantidade de exercicios que envolveram a conversao entre o registro
da lingua natural e o simbalico — 102 exercicios. A analise se efetivou a partir da identificacéo dos
RRS de partir (enunciado do exercicio) e 0 RRS necessario para sua resolucao (Registro de Chegada).
A sintese esta indicada no quadro 2 a seguir.

Quadro 2 - Sintese dos registros de partida e chegada explorados nas listas de exercicios.

Registro de partida Registro de chegada | Lista1 | Lista2 | Lista3 | Lista4 | Listad | Lista6 | Total
Lingua natural e simbalico Simbalico 27 17 17 1 28 100
Lingua natural e simbglico Lingua natural 1 1 2
Lingua natural, figural e simbglico Lingua natural 1 1
Lingua natural, figural e simbolico Simbadlico 1 1
Lingua natural, figural e simbglico Figural 1 1
Lingua natural, figural e simbglico Lingua natural 1 1
Lingua natural, figural e simbglico Simbadlico 1 1
Lingua natural e simbglico Figural 2 2
Total 5 27 18 18 11 30 109

Fonte: RONCAGLIO, 2015, p.98.

Considerando as analises em relagao aos registros realizados pelos estudantes estes aponta-
ram que: 0s estudantes nao conseguiram realizar de forma satisfatoria a conversao do RRS simbo-
lico para o grafico. Essa dificuldade apresentada pelos estudantes pode ter relagdo com o trabalho
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desenvolvido em sala de aula, no qual a énfase privilegiava os RRS da lingua natural e o simbolico.
0 Quadro 4, logo abaixo, apresenta os argumentos do E3, em uma atividade de monitoria, em rela-
¢a0 ao exercicio 2 da ultima avaliagao (Quadro 3), e aponta a dificuldade do estudante ao realizar o

processo de conversao.

Quadro 3 -

Questao 2 da ultima avaliagao.

1. Encontre o vetor posicao do vetor representado no grafico.
2. Quais as caracteristicas do vetor posi¢ao encontrado na questao 1?

____________________________________________

Quadro 4 - Argumentos do E3 em relagdo ao exercicio 2 da ultima avaliagéo.

E3: E que tenho dificuldade para representar.
E3: Essas eu sei, mas ndo sei representar.
E3: Maddulo, diregdo e sentido.

sentou essas caracteristicas?

Pesquisadora: Porque vocé nao resolveu esta questao?

Pesquisadora: Mas e as caracteristicas de formagdo de um vetor vocé também ndo sabe?

Pesquisadora: Entao quais sao essas caracteristicas?

Pesquisadora: Isso, essas sdo as caracteristicas de formagdo de um vetor, muito bom. Entdo porque vocé néo apre-

E3: Porque pede pra representar graficamente e isSo eu ndo Sabia fazer dai ndo respondi essa eu ia errar mesmo.

Fonte:

RONCAGLIO, 2015, p. 110.

Ao analisar a argumentagao do estudante que preferiu ndo desenvolver a questdo, pois “/a

errar do mesmo jeito”, ficou evidente a

dificuldade que possui em relagdo ao desenvolvimento de

questoes que envolvem o registro figural. De acordo com a teoria dos RRS, a compreensao apenas
ocorre quando o estudante for capaz de mudar de registro. Os exercicios propostos nas listas exigiam
do estudante, na maioria das vezes, a conversao entre os registros da lingua natural e o simbalico,
sendo que o registro figural foi exigido apenas em sete dos 109 exercicios propostos. Contudo, se 0
estudante possui dificuldade em realizar a conversao envolvendo o registro figural, isso significa que
nao se apropriou do conceito. Deste modo,
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[...] as representacOes semidticas — ou, mais exatamente, a diversidade dos regis-
tros de representagdo — tém um papel central na compreensao. A compreenséo
requer a coordenagdo dos diferentes registros. Ora, uma tal coordenagao nao se
opera espontaneamente e nao é consequéncia de nenhuma “conceitualizacéo” a-se-
midtica. A maioria dos alunos, ao longo de seu curriculo, permanece aquém dessa
compreensdo. Dai as dificuldades recorrentes e as limitagoes bastante “estreitas”
em suas capacidades de aprendizagem matematica. Os unicos acertos que lhes sao
possiveis se dao em monorregistros (registros monofuncionais), muitas vezes priva-
dos de “significado” e inutilizaveis fora do contexto de suas aprendizagens (DUVAL,
2003, p. 29).

A teoria de Duval (2003) tem como pressuposto que a apreensao conceitual ocorre quando o
aluno adquire a capacidade de mudar de RRS e, além disso, consegue diferenciar um objeto de sua
representagao. Na conversao € normal que o estudante encontre dificuldade, pois & nesse momento que
ele precisa decidir entre as representagoes, e escolher a que melhor se adapta a situagao — em termos
de tratamento — e, entao, fazer a transformacao para o RRS requerido no enunciado da questdo.

Geragao do vetor

As andlises realizadas a partir do caderno do estudante, E37, indicaram que: a anotagao fei-
ta pelo estudante do conceito de vetor é resumida. Nao foi possivel identificar uma anotagéo que
apresente o vetor como uma grandeza, consequentemente nao faz a distingao entre as grandezas
escalares e vetoriais. A anotagéo do estudante ndo traz a nogao de reta orientada, de segmento
orientado, tampouco a ideia de equipoléncia € considerada. Essas relagoes sao estruturantes para a
compreensdo conceitual do estudante.

Figura 1 - Imagem do conceito de vetor registrado pelo E37.
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Fonte: RONCAGLIO, 2015, p. 101.

A definicéo das caracteristicas do vetor — modulo, sentido e diregao nao séo registradas no ca-
derno, de forma a explicitar seus significados. As analises em relagao aos argumentos dos estudan-
tes em procedimentos realizados nos exercicios propostos em avaliagdes e em monitoria apontaram:
a falta de sentido atribuido as caracteristicas elementares de formagao de um vetor. Os estudantes
usam as palavras dos trés elementos de formagao de vetor: sentido, diregdo e modulo, entretanto,
apresentam dificuldades em relagao ao significado de cada um dos elementos, principalmente no
sentido e na direcao de um vetor, como podemos observar nos Quadros 5 e 6 a seguir.
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Quadro 5 - Argumentos do E37 em relagao ao exercicio 2 da ultima avaliagéo.

Pesquisadora: E que € o sentido de um vetor?

E37: Horizontal e vertical.

Pesquisadora: No. Vamos olhar para o vetor que esta representado aqui (aponta para a representagao na questao da
prova). Qual é o sentido deste vetor?

E37: Aluno pensando.

Pesquisadora: Se eu sair daqui da Universidade e for para o centro, onde esta a “origem” e a “extremidade” nesta
situagdo?

E37: A origem aqui na universidade e a extremidade o centro onde vocé quer ir.

Pesquisadora: Isso, muito bom. Entdo qual é o sentido?

E37: Da origem para a extremidade? Dai ficaria da universidade para o centro, é isso?

Pesquisadora: Isso, da origem para a extremidade.

Fonte: RONCAGLIO, 2015, p.111.

Quadro 6 - Argumentos do E3 em relagao ao exercicio 2 da ultima avaliagéo.

Pesquisadora: O que significa cada uma dessas caracteristicas? 0 modulo?

E3: Estudante pensando...

Pesquisadora: O que é o modulo de um vetor?

E3: Néo é um ponto né?

Pesquisadora: Nao, vamos olhar para esse vetor que esta representado aqui (apontando para o vetor AB representado
na questao), qual é o médulo dele?

E3: Estudante pensando...

Pesquisadora: O vetor possui trés caracteristicas de formagdo, modulo, sentido e dire¢ao. Como vocé mesmo respon-
deu antes, mas 0 que sdo esses elementos? Vamos analisar este aqui (apontando novamente para o vetor AB represen-
tado na questao). O que ele possui? A origem aqui no ponto A. A extremidade aqui no ponto B...

E3: Ta! Acho que sei. E 0 tamanho, é isso né?

Pesquisadora: [sso, é o tamanho, 0 mddulo de um vetor é o tamanho dele. E o sentido?

E3: Deve ser o ponto B, aqui da flecha, é isso?

Pesquisadora: N3o, sentido ndo € isso, mas possui relagdo com a flecha, sim, o sentido de um vetor é dado pelo senti-
do da flecha, e é indicado da origem para a extremidade.

E3: Eu me lembro disso, acho que fiz isso em algum exercicio das listas.

Pesquisado: E dire¢do de um vetor, o que é?

E3: Nao sei, eu sei que o vetor tem trés caracteristicas, mas ndo sei o que € a dire¢ao.

Fonte: RONCAGLIO, 2015, p. 113-114.

0 estudante ndo conseguiu definir, de forma correta, por exemplo, 0 que € a diregao de um vetor.
As dificuldades apresentadas pelos estudantes podem ter relagdo com o conceito de vetor como um
segmento de reta orientado com modulo, sentido e direcéo. Nao apresenta, contudo, a definigao desses
elementos de formagao, apenas os trazem indicados em uma representacao geométrica do vetor.

Operagdes com vetores

As analises referentes a este foco, o qual marca as dificuldades dos estudantes de Engenharia
em relagao ao desenvolvimento de operagdes com vetores, de adigao, multiplicagao de um escalar
por vetor, produto escalar, produto vetorial e produto misto, apontaram que: nao houve utilizagao do
registro figural na representacao geomeétrica na adicao de vetores, conforme observamos na Figura
2 a sequir.
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Figura 2 - Imagem da definicdo da operacéao da adicao de vetores registrada pelo E37.
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Fonte: RONCAGLIO, 2015, p. 103.

As definicoes anotadas pelo estudante E37 sao breves e nao exploram o RRS figural, po-
dendo desencadear dificuldade conceitual, pois ndo apresentam uma definicdo para a operagao
e nao trazem a representagao geométrica, fundamental para a sua compreensao. A operagao
de multiplicacdo de um escalar por vetor é considerada multiplicacdo de vetores, o que é um
equivoco, ja que esta operagao é a multiplicacao de um namero real por vetor, conforme a Figura
3 a sequir.

Figura 3 - Imagem da definicdo de multiplicagdo de um escalar por vetor registrada pelo E37.
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Fonte: RONCAGLIO, 2015, p. 103.

A definigdo da operacao é anotada, marcando a sua alteragdo no modulo e no sentido do
vetor. Como se pode observar na Figura 3, a nomenclatura dada a esta operagao parece ser
equivocada, dado que esta operagdo envolve a multiplicagdo de um namero real por um vetor.
Na operacdo de produto misto, o RRS figural na interpretagdo geométrica da operagao nao €
utilizado.

Considerando as analises realizadas nos procedimentos e argumentos dos estudantes, iden-
tificamos que: os estudantes ndo conseguiram identificar a operagao de produto misto durante a
argumentagao, o que marca a falta de significado que esta operagao representa ao estudante, tanto
do produto misto quanto do produto vetorial. O Quadro 7 a seguir apresenta 0s argumentos em
relagao ao exercicio 2 proposto em monitoria aos estudantes E3 e E12.
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Quadro 7 - Argumentos do E3 e E12 em relacé@o ao exercicio 2 proposto em monitoria.

Pesquisadora: Ok. Letra c, se 0 produto vetorial de u por v for o vetor nulo, entao um dos vetores é nulo, ou o0s vetores
S40 colineares, verdadeiro ou falso?

E3: Verdadeiro.

E12: Eu acho que é falso.

Pesquisadora: Por que E3? O que vocé acha que é verdadeiro?

E3: Estudante pensando...

Pesquisadora: E vocé E12. Porque vocé acha que é falso?

E12: Estudante pensando...

Pesquisadora: O que é produto vetorial gente? (Estudante pensando) O que o produto vetorial gera? (Estudantes
pensando) O que significa esse resultado? (Estudante pensando) Gera um ndmero ou um vetor?

E3:Como € mesmo o produto vetorial, € aquele que tem o i, j, k?

E12: Que faz o determinante?

Pesquisadora: Sim é aquele que utiliza o i, j e o k. O que ele gera?

E3: E um vetor ne?

E12: Acho que ndo, ndo é um nimero?

E3: Agora nao sei mais, porque tem um que calcula o determinante e que da um numero.

Pesquisadora: Gente o produto vetorial é desse formato aqui. (pesquisadora escreve no quadro e coloca a forma geral
do produto vetorial).0 que ele gera?

E3: Um vetor. Eu disse que gerava um vetor.

Pesquisadora: Gera um vetor. E o que esse vetor significa? (Estudantes pensando) Porque eu uso produto vetorial?
Para calcular o que?

E12: Modulo.

E3: Nao.

Pesquisadora: Para que entao?

E3 e E12: (Pensando).

Pesquisadora: Para que eu calcule o produto vetorial?

E3: Para achar um vetor.

Pesquisadora: Sim eu vou encontrar um vetor. E qual a relagdo deste vetor com os vetores dados? O que vocés
utilizariam para calcular? (Estudantes pensando) Quando eu uso produto vetorial?

E3 e E12: (Pensando).

Pesquisadora: O produto vetorial é utilizado para o calculo da area de um paralelogramo, € para o que mais? (Estu-
dantes pensando) Para encontrar um vetor simultaneamente ortogonal a u e v. O que isso significa entdo? Se eu pegar
esse vetor resultante e fizer o produto interno com u ou v, esse produto da quanto?

E12: Zero.

Pesquisadora: Isso. Precisa dar zero. Entdo, voltando a letra c, esta é verdadeira ou falsa?

E3: Verdadeira.

Fonte: RONCAGLIO, 2015, p. 116.

Na argumentagao indicada no quadro 7 acima, os estudantes tiveram dificuldades em com-
preender o resultado do produto vetorial. A pesquisadora acabou, em muitos momentos, respon-
dendo ao proprio questionamento realizado, pois 0s estudantes nao apresentavam reagao diante das
questoes levantadas. As dificuldades apresentadas pelos estudantes indicam que ha falta de apreen-
sdo dos conceitos, assim como ha falta de sentido nas argumentacoes realizadas. Isso pode estar
diretamente relacionado com a forma como os conceitos e defini¢coes foram trabalhados em sala de
aula e a nao utilizagao de argumentos pelos estudantes no processo de ensino e aprendizagem.
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Situagoes de aplicagao de vetor

Este foco de analise a partir da analise dos exercicios propostos e das avaliagdes foi prati-
camente inexistente. Nao foi possivel identificarmos a proposicéo de aplicagoes do conceito de
vetor em situagoes da Engenharia nos diferentes exercicios trabalhados em aula e nas provas.
Os exercicios e problemas propostos foram basicamente situagoes de matematica, ndo mu-
dando o contexto, 0 que pode gerar a falta de apreensao conceitual para o estudo de vetor ao
profissional da engenharia.

CONSIDERAGOES FINAIS

Com base na pesquisa desenvolvida podemos considerar que, em relagao ao primeiro foco
de andlise — a conversao entre registros envolvendo o registro figural, este é predominantemente
estabelecido utilizando os registros de representacdo grafica e geométrica. E possivel detectar
uma falta de exploracao de registros figurais, o que pode acarretar dificuldades aos estudantes,
conforme apontado na pesquisa de Castro (2001). A razao é que a atividade de conversao envol-
vendo o registro figural exige do estudante maior complexidade de analise e de conhecimento dos
conceitos envolvidos, sendo que a maioria dos exercicios propostos envolveu a conversao entre
0s registros da lingua natural e simbolica. Nesse caso, 0s estudantes deixam clara essa dificuldade
durante a argumentacgao, sendo que alguns preferem ndo resolver 0s exercicios pelo simples fato
de exigir um registro figural.

Em relagao ao segundo foco de analise — a geragao do vetor — este marca a forma reduzida
do registro no caderno do estudante da apresentacdo do conceito de vetor, marcando apenas
que é um segmento de reta orientado com sentido, modulo e diregdo. Nao sao identificadas
exploracoes das caracteristicas de formacao, apenas o registro figural. Além disso, nao se
identifica atividades que diferenciam a grandeza escalar de uma grandeza vetorial, € ndo sao
identificadas nocoes basicas que poderiam auxiliar no entendimento do conceito, tais como:
segmento de reta, reta orientada e segmentos equipolentes. Este foco marca, ainda, a dificulda-
de dos estudantes em significar os elementos de formacgao do vetor, modulo, sentido e diregao.
Para muitos deles, esses elementos nao fazem sentido e revelam de forma clara a sua falta de
compreensao do conceito.

Em relagao ao terceiro foco de analise — as operagdes com vetores — marca a falta do re-
gistro figural na definicao das operag6es com vetores, de acordo com o registro realizado pelo
estudante E37¢, bem como a falta de alguns procedimentos em determinadas operag6es, como
por exemplo, na de adicao de vetores. Isso pode levar o estudante a ter dificuldades na aplica-
¢do da operagao. Marca, também, a falta de entendimento dos estudantes das propriedades de
algumas operacoes, levando ao desenvolvimento de equivocos nos calculos, como por exemplo,
utilizar o produto misto para o calculo da area de um paralelogramo, quando se utilizaria o pro-
duto vetorial.

E, finalmente, em relacéo ao quarto e ultimo foco de analise — as situages de aplicagao do
vetor — este € marcado pela inexisténcia de situagoes de aplicagao. Os exercicios propostos de apli-
cagao sao apenas para ensinar ou utilizar as ferramentas matematicas dentro do respectivo contexto

4A pesquisa (RONCAGLIO, 2015) apresenta outros argumentos de estudantes, ndo somente o E37, trazido neste artigo. Além disso, sao apre-
sentadas outras analises com os demais instrumentos.
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e ndo de aplicacao na Engenharia, o que marca a fragilidade do processo de aprendizagem na pers-
pectiva de producéo de sentido e significado para a futura profissao.

Para que o estudante compreenda o conceito, ele precisa diferenciar as grandezas escala-
res e vetoriais, de modo que os elementos que estruturam o vetor sejam trabalhados a partir do
que efetivamente os estudantes ja conhecem. Os dados da pesquisa indicam que, afirmar para o
estudante o que é modulo, sentido e dire¢ao, ndo garante mobilizar este entendimento. De modo
geral, pode-se afirmar que, apesar da importancia do entendimento do conceito de vetor, assim
como de suas operagoes pelos estudantes de Engenharia, grande parte destes, que cursam a
disciplina ndo conseguiram apreender, ou seja, se apropriar do entendimento dos elementos
de formagéo do vetor, consequentemente, nao conseguem aplicar o seu conceito. Além disso,
considerando os exercicios propostos nos instrumentos analisados, poucos deles exploraram
0 registro figural, desencadeando dificuldade nos procedimentos realizados por parte dos es-
tudantes. Como observado nas argumentagGes, ao se depararem com o registro figural, alguns
abandonam o desenvolvimento do exercicio. Assim, considera-se necessario novas pesquisas
no campo enfocando principalmente atividades que exploram aplicagées em contexto de enge-
nharia, desencadeando o processo de ensino.
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