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TÁ, MAS QUEM É TALES? AÇÕES DE ESTUDO E APRENDIZAGEM DE  
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OKAY, BUT WHO IS THALES? ACTIONS FOR STUDYNG AND  
LEARNING CONCEPTS CONCERNING SIMILARITY OF TRIANGLES

VALE, PERO ¿QUIÉN ES TALES? ACCIONES PARA ESTUDIAR Y  
APRENDER CONCEPTOS SOBRE LA SEMEJANZA DE TRIÁNGULO
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RESUMO

O artigo aborda a temática da aprendizagem de conceitos relacionados à geometria e propõe solucionar a questão: quais 
ações de estudo desenvolvidas pelos estudantes sinalizam aprendizagem Matemática sobre semelhança de triângulos? 
Conexo à questão, tem-se o objetivo de analisar as ações de estudo desenvolvidas por estudantes do nono ano do Ensino 
Fundamental ao resolverem tarefas sobre semelhança de triângulos e suas relações com a aprendizagem dos investigados. 
Desenvolve-se metodologicamente um Experimento Didático Formativo com doze estudantes do nono ano de uma insti-
tuição de ensino da cidade de Goiânia. Os dados produzidos envolvem registros escritos da resolução pelos estudantes de 
tarefas, que são analisados com base na Teoria Histórico-Cultural. Os resultados demonstram ações relacionadas ao estudo 
do desenvolvimento histórico do conceito de semelhança, demonstrações das relações métricas no triângulo retângulo e 
resolução de exercícios que sinalizaram o engajamento dos estudantes ao mobilizarem seus processos de aprendizagem.

Palavras-chave: Semelhança de Triângulos; História da Matemática; Aprendizagem de Conceitos Matemáticos.

ABSTRACT

The article addresses the issue of learning concepts related to geometry and proposes to solve the question: what 
study actions developed by students indicate mathematical learning about the similarity of triangles? Related to this 
question, the aim is to analyze the study actions developed by students in the ninth year of elementary school when 
solving tasks on the similarity of triangles. A formative didactic experiment was carried out with twelve ninth-grade 
students from an educational institution in the city of Goiânia-Brazil. The data produced involves the students’ written 
records of solving tasks, which are analyzed based on Cultural-Historical Theory. The results show actions related 
to the study of the historical development of the concept of similarity, demonstrations of metric relations in the right 
triangle and the resolution of exercises that signaled the students’ engagement in mobilizing their learning processes.

Keywords: Similarity of Triangles; History of Mathematics; Learning Mathematical Concepts.

RESUMEN

El artículo aborda la cuestión del aprendizaje de conceptos relacionados con la geometría y propone resolver la 
pregunta: ¿qué acciones de estudio desarrolladas por los alumnos señalan el aprendizaje matemático sobre la se-
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mejanza de triángulos? En relación con esta cuestión, se pretende analizar las acciones de estudio desarrolladas por 
alumnos de noveno curso de primaria al resolver tareas sobre la semejanza de triángulos. Se realizó un experimento 
didáctico formativo con doce alumnos de noveno año de una institución educativa de la ciudad de Goiânia-Brazil.  
Los datos producidos involucran los registros escritos de los alumnos al resolver tareas, que son analizados con base 
en la Teoría Histórico-Cultural. Los resultados muestran acciones relacionadas con el estudio del desarrollo histórico 
del concepto de semejanza, demostraciones de relaciones métricas en el triángulo rectángulo y la resolución de 
ejercicios que señalaron el compromiso de los alumnos en la movilización de sus procesos de aprendizaje.

Palabras-clave: Semejanza de triángulos; Historia de las Matemáticas; Aprendizaje de conceptos matemáticos.

INTRODUÇÃO

Interessados em proporcionar profícuos momentos de estudo com o conhecimento matemático, 
preocupamo-nos com os processos de aprendizagens dos estudantes do nono ano. Os motivos são 
diversos, como por exemplo, o futuro muito próximo para o ingresso no Ensino Médio, a carga de estu-
dos sobre os conhecimentos científicos previstos neste último ano do Ensino Fundamental, sobretudo, 
pelo rápido esquecimento de conteúdos escolares matemáticos basilares, recentemente vistos pelos 
alunos. Atentamos, ainda, à erradicação de frases comumente presentes em momentos de aula, em 
que o professor realiza um resgate conceitual, como: “Professor, mas eu não estudei isso!”. 

A superficialidade com que os estudantes se envolvem com os estudos na modernidade, cada 
vez mais digital, a falta de motivação para o estudo, a sobrecarga de trabalho dos professores, tudo 
isso pode conduzir à má organização do ensino de Matemática e, consequentemente, a uma apren-
dizagem que não gera desenvolvimento. Os estudantes até se envolvem com os estudos, mas não 
conseguem, de fato, apropriar-se e incorporar os conhecimentos matemáticos (Oliveira; Chummo, 
2015). Como consequência, no contexto de semelhança de triângulos, mesmo estudantes de cursos 
de graduação em Matemática evidenciam concepções equivocadas sobre os critérios de semelhança, 
erros na compreensão dos conceitos e na execução dos procedimentos necessários à resolução, 
bem como dificuldades em interpretar corretamente as situações (Oliveira; Chummo, 2015).

Na busca por superar essa situação, defendemos um ensino que transcenda a racionalidade 
técnica - que produz somente o conhecimento e pensamento empírico - para um ensino que promova 
a apropriação efetiva de conceitos matemáticos, extrapolando a condição empírica para o desenvol-
vimento do pensamento teórico (Davydov, 1982; Davidov; Márkova, 2021).

Nesse sentido, neste trabalho, investigamos a aprendizagem matemática nas ações desenvol-
vidas por estudantes do nono ano, ao resolverem tarefas de estudo sobre semelhança de triângulos, 
procurando analisar o que os estudantes sinalizam como indícios da apropriação dos conceitos re-
lacionados à semelhança de triângulos. Desenvolvemos, assim, um Experimento Didático Formativo 
(EDF) por meio de algumas tarefas, que visaram proporcionar a apropriação de conceitos matemáti-
cos, relacionados à geometria, procurando desvelar os processos relacionados à aprendizagem.

O texto está estruturado em quatro momentos. No primeiro, apresentamos nossa concepção 
de ensino e de aprendizagem por meio da Atividade, ressaltando os processos de humanização por 
meio da escolarização, evidenciados nos conceitos relacionados à semelhança de triângulos e o 
modo como os estudantes podem se apropriar de tais conceitos. No segundo, descrevemos o EDF. 
Em seguida expomos alguns dados oriundos da produção dos estudantes e apresentamos nossa 
Unidade de Análise. Por fim, descrevemos algumas considerações. 
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A ORGANIZAÇÃO DO ENSINO SOBRE SEMELHANÇA DE TRIÂNGULOS QUE OBJETIVA A 
APRENDIZAGEM DE CONCEITOS MATEMÁTICOS

Com vistas à superação da racionalidade técnica, que abarca conhecimentos puramente 
experimentais e caracteriza somente o pensamento empírico (Davydov, 1982), defendemos uma 
educação humanizadora que, em linhas gerais, consiste em “um conjunto de ações pessoais e 
coletivas para garantir a apropriação da condição humana” (Silvestre, 2022, p. 18). Para além 
das relações imediatas com o conhecimento, percebemos os agentes dos processos educativos -  
professor e aluno - como sujeitos capazes de desenvolver o pensamento teórico, nas situações de 
ensino e de aprendizagem.

Nessas condições, a Atividade de Ensino que objetiva o pensamento teórico na Atividade de 
Estudo deve reproduzir “[...] o desenvolvimento, o processo formativo do sistema, da integralidade, 
do concreto e somente dentro desse processo revela[r] as particularidades e conexões dos objetos 
singulares” (Davydov, 1982, p. 308- 309).

Com base na psicologia histórico-cultural, recorremos à Teoria da Atividade como um 
meio de apropriação dos conhecimentos historicamente produzidos ao longo da história da 
humanidade. Com base em Leontiev (2021), a Teoria da Atividade “tem por objetivo explicar os 
processos psíquicos na transformação da realidade objetiva em realidade subjetiva por meio da 
consciência no par dialético realidade objetiva-consciência num processo histórico de transfor-
mação” (Silvestre, 2022, p. 61). Assim, advogamos por um processo de escolarização capaz de 
(re)produzir o movimento lógico-histórico de conceitos com os estudantes de modo que estes 
compreendam a realidade objetiva de produção do conhecimento e, nas relações dialéticas com 
a consciência, sejam capazes de refletir, por meio desse movimento, as manifestações de pen-
samento, sobretudo o pensamento teórico.

Concebemos, ainda, os esforços dos estudantes nos momentos de aprendizagem como 
Atividade de Estudo, que tem por conteúdo “a assimilação dos modos generalizados de ação na 
esfera dos conceitos científicos e as mudanças qualitativas no desenvolvimento psíquico [...]” 
(Davidov; Márkova, 2021, p. 199). Essas condições conferem papel determinante ao professor 
diante de sua intencionalidade em produzir os modos de generalização. Para isso, este trabalho 
assume a perspectiva de inter-relacionar três componentes à organização do ensino: a incorpo-
ração do movimento lógico-histórico dos conceitos, processos de demonstração - ou provas 
que confluam na consistência ou não de determinado comportamento de um objeto matemático 
- que fomente as formas generalizantes da aprendizagem e exercícios e/ou problemas que viabi-
lizam o pensamento teórico dos estudantes em superação à condição do pensamento empírico 
(Davydov, 1982; Davidov; Márkova, 2021).

Nesse sentido, para produção das tarefas que envolvem os conceitos de semelhança de 
triângulos, utilizamos referências que abordam sobre a produção do conhecimento matemático 
na perspectiva de elucidar o movimento lógico-histórico, utilizando-se de quatro referenciais, 
conforme Quadro 1:
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Quadro 1 - Historiografias sobre a semelhança de triângulos.

Autores Síntese sobre o processo histórico de semelhança de triângulos

Boyer 
(1996)

Preocupado em caracterizar os indícios históricos da produção de conhecimento matemático, descreve que não há uma pre-
cisão sobre como a geometria teve o seu prelúdio, mas destaca que “o desenvolvimento da geometria pode também ter sido 
estimulado por necessidades práticas de construção e demarcação de terras, ou por sentimentos estéticos em relação a confi-
gurações e ordem” (Boyer, 1996, p. 5). Assim, apresenta os primeiros indícios, formais, da caracterização do que se tem registro 
sobre semelhança de triângulos com as escolas gregas, visto que nestas estavam presentes diversos estudos sobre a geometria 
plana como conhecemos atualmente.

Eves 
(2004)

Em descrição cronológica da produção do conhecimento matemático, atribui à Tales de Mileto o título de “primeiro personagem conhe-
cido a quem se associam descobertas matemáticas” (Eves, 2004, p. 95), inclusive, aos casos de semelhança de triângulos por meio 
da velha história em medir a altura de uma pirâmide. Ele acrescenta sua interpretação diante das duas versões que apresenta: “O relato 
mais antigo, dado por Hierônimos, um discípulo de Aristóteles, diz que Tales anotou o comprimento da sombra no momento em que 
esta era igual à altura da pirâmide que a projetava. A versão posterior, dada por Plutarco, diz que ele fincou verticalmente uma vara e fez 
uso da semelhança de triângulos. Ambas as versões pecam ao não mencionar a dificuldade de obter, nos dois casos, o comprimento 
da sombra da pirâmide - isto é, a distância da extremidade da sombra ao centro da base da pirâmide” (Eves, 2004, p 115).

Karlson 
(1961)

Com uma linguagem poética, escreve com riqueza de detalhes quando Tales de Mileto resolveu calcular a medida da altura de 
uma pirâmide por meio da relação de semelhança oportunizada pela projeção das sobras ocasionadas pelos raios solares entre 
a pirâmide e uma estaca fincada na areia do deserto. Estabelece, dessa forma, os primeiros indícios da semelhança de triângulos 
viabilizada por Tales de Mileto.

“Como se vê facilmente nem sequer é necessário que o sol se encontre na prosição mais favorável. Os dois triângulos que aí se 
formam são evidentemente semelhantes. Se fizessemos crescer o bastão de Tales, e ao mesmo tempo o aproximássemos da 
pirâmide, de modo que sua extremidade permanecesse sempre sobre o raio luminoso por nós desenhado - como se este raio 
fosse um cabo de aço - veríamos que a extremidade da sombra permaneceria sempre fixa ao mesmo ponto. A razão entre o 
comprimento do bastão e o de sua sombre permaneceria constante, enquanto o sol não mudasse de posição; terá que ser o 
mesmo, ainda quando o bastão coincidir com a própria pirâmide” (Karlson, 1961, p. 84).

Ribinikov 
(1987)

Em sua interpretação dialética da produção do conhecimento Matemático, descreve que as relações com os objetos Matemáticos 
relacionados à geometria apresentam indícios iniciais com os povos babilônicos, egípcios e gregos, destacando que “nesta época os 
problemas práticos relacionados com a necessidade de cálculos aritméticos, medições e construções geométricas continuaram tendo 
um papel importante” (Ribnikov, 1987, p. 51). Assim, o surgimento de conceitos geométricos, inclusive de semelhança de triângulos, 
provavelmente se estabeleceu na necessidade humana de mensurar medidas e aplicá-las às suas construções geométricas.

Fonte: elaborado pelos autores por meio de interpretações fundamentadas nas obras referidas.

Acrescentamos às descrições históricas, do Quadro 1, acerca da produção do conhecimento 
sobre semelhança de triângulos, com destaque à produção grega personificada, até onde se tem re-
gistro, na pessoa de Tales de Mileto. A generalização dos conceitos sobre semelhança caracteriza-se 
pelas necessidades daquela época em mensurar objetos matemáticos que faziam parte do contexto 
humano social. “A matemática como ciência é uma das formas da consciência social [...] apesar da 
conhecida singularidade qualitativa, as leis que regem seu desenvolvimento, fundamentalmente, são 
generalizantes para todas as formas da consciência social” (Ribnikov, 1987, p 15).

Além de oportunizar aos estudantes o estudo do movimento lógico-histórico dos conceitos, 
consideramos a importância de realizar com eles os processos de demonstração dos objetos mate-
máticos presentes no ensino. A demonstração consiste em alguns construtos - axiomas, premissas 
que perpassam em verdades evidentes ou que se julga como verdade - com os quais “através da 
argumentação lógica, passo a passo, é possível chegar a uma conclusão. Se os axiomas estiverem 
corretos e a lógica for impecável, então a conclusão será inegável. Esta conclusão é o teorema” 
(Singh, 2004, p. 41).

Criar espaços de aprendizagem com os estudantes na resolução de situações pode motivar e 
criar interesses em sua resolução. Por meio da situação problema “os estudantes aprendem gradual-
mente a buscar, em primeiro lugar, frente a um problema particular, o princípio geral de solução de  
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problemas semelhantes” (Davidov; Márkova, 2021, p. 204). Nessas condições, os alunos podem de-
senvolver ações e operações para o desenvolvimento do pensamento teórico (Davidov; Márkova, 2021).

Assim, a organização do ensino permeando o movimento lógico-histórico, os processos de de-
monstrações e a problematização das ações e operações de estudo determina o que consideramos 
por tarefa de estudo, compondo-se de um “agregado das condições em que um objetivo é definido. 
Uma tarefa é um objetivo nas condições concretas de sua realização. Por essa razão, qualquer ativi-
dade é um processo de resolução de tarefas” (Davidov; Márkova, 2021, p. 226). No próximo tópico, 
evidenciamos as tarefas de estudo desenvolvidas no EDF.

O EXPERIMENTO DIDÁTICO FORMATIVO (EDF) E A (RE)ORGANIZAÇÃO DOS PROCESSOS DE 
ENSINO E APRENDIZAGEM DE MATEMÁTICA

“Tá, mas quem é Tales?”. A frase surge no momento em que apresentamos aos estudantes o 
que seria estudado em geometria naquela e nas próximas aulas do EDF. Entendemos a proposta me-
todológica como uma “concepção do ensino desenvolvimental e, consequentemente, a sua lógica de 
organização e estruturação da atividade de estudo dos alunos” (Freitas; Libâneo, 2022, p. 7).

Consonante ao ensino desenvolvimental e à Atividade de ensino e de estudo, o EDF foi realizado 
ao longo de quinze aulas, em uma escola da cidade de Goiânia (GO), Brasil. Participaram do experi-
mento doze estudantes de uma turma de nono ano, o qual foi conduzido pelo primeiro autor do artigo, 
que acumulou a função de professor. O EDF contemplou, em linhas gerais, três momentos principais, 
conforme sintetiza o Quadro 2.

Quadro 2 - Momentos de desenvolvimento do Experimento Didático Formativo.

Problematização
Vivências e experiências com  
o conhecimento matemático

Resolução de exercícios e/ou  
problemas em suas interconexões

Início do estudo, apresentação dos objetos 
do conhecimento (conteúdos) geométricos 
envolvidos no EDF e proposição de uma si-
tuação que estimulasse possíveis soluções.

Desenvolvimento de tarefas de estudo, en-
volvendo os conceitos sobre semelhança de 
triângulos e seus desdobramentos por meio de 
situações coletivas com vistas a favorecer o 
desenvolvimento do pensamento matemático.

Exercícios e problemas contextualizadas que 
colocam os estudantes para o desenvolvi-
mento das ações de pensamento (empírico/
teórico) para resolução das diversas situa-
ções que exploram diferentes contextos.

Fonte: elaborado pelos autores

Ressaltamos que os três momentos não estão desconexos, mas interligados nas ações dos 
estudantes e professor ao desenvolverem suas Atividades. Assim, sua separação busca apenas elu-
cidar a organização do EDF. 

A produção de dados contou com o diário de campo e registros das ações dos estudantes, por 
meio de escrita resolutiva de tarefas ao longo das quinze aulas do EDF.

Para exemplificar o modelo de tarefas e o que elas contemplavam, destacam-se nas figuras 1 e 
2 duas das tarefas impressas que originaram, substancialmente, nossa produção de dados:
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Figura 1 - Tarefa I.
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Fonte: elaborado pelos autores.

Nessa primeira tarefa, inicialmente, destaca-se o estimulo visual de uma composição de casas 
que, arquitetonicamente, exemplifica a ideia de semelhança, com intenção de resgatar o conceito 
com os estudantes. Após esse primeiro momento, os estudantes têm acesso ao triângulo retângulo 
ABC, que apresenta uma altura (AH) relativa à hipotenusa, BC, com projeções de catetos m e n.

Por meio de desenhos que demonstram a composição do maior triângulo por meio dos triân-
gulos ABH e ACH, os estudantes são orientados a realizar a aplicação Matemática de semelhança de 
triângulos nas três combinações possíveis (dois a dois) dos triângulos para perfazer, assim, a deter-
minação das fórmulas como possíveis generalizações das relações métricas no triângulo retângulo.

Com a tarefa, objetiva-se a atribuição de sentido à ideia de generalização das fórmulas, 
contemplando o conceito, amplamente defendido por nós, sobre tarefa de estudo (Davydov, 1982; 
Davidov; Márkova, 2021).
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A demonstração algébrica e geométrica do Teorema de Pitágoras é destacada visando, ainda, 
ao fortalecimento da proposição da tarefa de estudo, para que os educandos, por meio do processo 
de generalização, tenham possibilidades de desenvolvimento do pensamento teórico em superação 
do pensamento empírico.

Contempla-se também a soma de duas fórmulas encontradas pelos estudantes diante das rela-
ções métricas demonstradas por meio da semelhança dos triângulos, seguida de uma das demons-
trações geométricas, utilizando-se de recorte e colagem de figuras que compõem e demonstram o 
Teorema de Pitágoras.

A tarefa é finalizada com exercícios particulares, que constituem meios de generalização das 
fórmulas matemáticas para resolução de situações em que estão ausentes determinados valores e 
que devem ser calculados.

Figura 2 - Tarefa II.
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Fonte: elaborado pelos autores

Em continuidade aos estudos sobre semelhança de triângulos, proporcionalidade e relações 
métricas no triângulo retângulo, na segunda tarefa (Figura 2), objetivou-se a apropriação da constitui-
ção histórica3 de conceitos geométricos. Tais conceitos relacionavam-se à semelhança de triângulos, 
por meio do experimento de Tales de Mileto. Nomeadamente, compondo-se de estudos históricos 
sobre o possível feito de Tales ao mensurar a altura de uma pirâmide, utilizando-se dos conceitos 
de proporção na generalização da proporcionalidade dos raios solares que incidiam em um “bastão”, 
sua sombra, a altura da pirâmide e sua sombra, seguido da demonstração geométrica das relações 
métricas do triângulo retângulo e resolução de exercícios que envolvessem esses conceitos.

Após os estudos históricos sobre os conceitos geométricos de proporcionalidade e seme-
lhança de triângulos, por meio do experimento de Tales de Mileto, os estudantes demonstraram as 
fórmulas Matemáticas oriundas das relações métricas no triângulo retângulo, por meio da geometria. 
A orientação consistiu em realizar recortes e colagens com folhas de papel milimetrado, de modo 
a possibilitar a compreensão de que, para representar a medida de determinado lado ao quadrado, 
teriam que recortar quadrados com lados correspondendo a essa medida; e, para representar mul-
tiplicações de dois dados de medidas distintas, deveriam recortar retângulos de papel milimetrado, 
com lados correspondentes a essas medidas.

Por fim, os estudantes deveriam resolver algumas situações que utilizam as fórmulas que 
outrora demonstraram, na aplicabilidade de situações em que tinham que determinar alguns 
valores desconhecidos.

Ambas as tarefas destacam o princípio de oportunizar aos estudantes os motivos necessários 
para o engajamento do desenvolvimento do estudo, vislumbrando o desenvolvimento de ações e 

3 Recorreu-se à História da Matemática descrita de maneira poética por Karlson (1961), utilizando-se de seu texto na íntegra. 
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operações mentais que, por sua vez, ocasionem o pensamento teórico generalizante, capaz de pro-
piciar a resolução de situações particulares (Davydov, 1982; Davidov; Márkova, 2021). No próximo 
tópico, descreveremos nosso movimento de exposição dos dados e consequentemente da análise 
em efetivo de tais tarefas.

Optamos pela exposição dos dados por meio da Unidade de Análise, à qual entendemos como 
“um produto de análise que, ao contrário dos elementos, conserva todas as propriedades básicas do 
todo, não podendo ser dividido sem que as perca” (Vigotski, 1991, p. 4). Desse modo, organizamos 
a exposição e análise por meio de uma Unidade que carrega em si a incorporação dos motivos, tare-
fas, ações e operações de estudo que indicam apropriação do conhecimento sobre semelhança de 
triângulos.

Consideramos a análise na perspectiva de “apoderar-se da matéria, em seus pormenores, de 
analisar suas diferentes formas de desenvolvimento e de perquirir a conexão íntima que há entre elas. 
Só depois de concluído este trabalho é que se pode descrever, adequadamente, o movimento real” 
(Marx, 1971, p. 28). Assim, compomos a Unidade em dois episódios - que apresentam “como parti-
cularidade comum o fato de representarem ações coletivas que demonstram o caminho percorrido 
pelos sujeitos” (Silvestre; Silva, 2019, p. 12).

Cada episódio, por sua vez, é composto por Cenas que são registros produzidos pelos estu-
dantes nos momentos em que estão desenvolvendo as ações de estudo e que nos “[...] possibilitam 
compreender o fenômeno para além da aparência [...]” (Araújo; Moraes, 2017, p. 68).

No Quadro 3, destacamos nossos momentos de exposição dos dados por meio de dois episó-
dios e quatro Cenas que os compõem.

Quadro 3 - Descrição e composição da Unidade de Análise.

Motivos, tarefas, ações e operações de estudo como Unidade para apropriação do conhecimento sobre semelhança de triângulos 

Episódio I - Os motivos e as tarefas como primeiros indícios 
da apropriação do conhecimento matemático

Cena I - A organização do conhecimento matemático orientado pelos motivos 
e tarefas.
Cena II - A resolução de tarefas orientadoras da aprendizagem Matemática.

Episódio II - As ações e operações desenvolvidas pelos estudan-
tes que sinalizam a apropriação do conhecimento matemático

Cena I - A resolução de situações envolvendo semelhança de triângulos.
Cena II - A produção de conhecimento sobre semelhança de triângulos pelos 
estudantes.

Fonte: elaborado pelos autores.

UAU! COMO TALES PERCEBEU TUDO ISSO? UMA ANÁLISE DAS AÇÕES DOS ESTUDANTES 
INDICADORAS DA APRENDIZAGEM DE CONCEITOS MATEMÁTICOS

Episódio I - Os motivos e as tarefas como primeiros indícios de apropriação do conhecimento 
matemático

No Episódio I, destacamos os motivos e as tarefas desenvolvidas pelos estudantes que indi-
cam apropriações de conhecimento matemático. A primeira Cena remete à organização do ensino 
de Matemática, orientado pelos motivos e tarefas, demonstrando algumas das situações propostas.  
Na segunda Cena, destacamos respostas dos estudantes ao solucionarem as tarefas. 
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Cada Cena é descrita, por meio de um quadro organizacional, iniciando com o contexto/cenário, 
que ressalta o momento e o lugar desenvolvido, seguido dos recortes que compõem o seu conteúdo.

Quadro 4 - Cena I: a organização do conhecimento matemático orientado pelos motivos e tarefas.

Contexto/cenário: composição de recortes extraídos das Tarefas de Matemática quanto à demonstração das fórmulas oriundas da seme-
lhança de triângulos retângulos por meio de área e processo algébrico. As imagens mostram a forma como os estudantes representaram as 
fórmulas matemáticas, por meio da álgebra e da área em que as medidas indicam.

Paulo

Ana

Fonte: elaborado pelos autores por meio dos dados produzidos com os estudantes
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Sinalizamos na organização do ensino sobre semelhança de triângulos os cuidados intencionais 
em propor situações diversas aos estudantes que os fizessem produzir e se envolver com os objetos 
matemáticos. Para isso, as tarefas ressaltavam a lógica matemática no movimento lógico-histórico -  
disponibilizada por meio de textos e diálogos com os estudantes - dos conceitos relacionados à 
semelhança de triângulos, demonstrações algébricas e geométricas a eles inerentes. Por fim, enfati-
zamos a resolução de problemas contextualizados com os objetos matemáticos.

Proporcionamos aos estudantes situações de estudo das relações métricas no triângu-
lo retângulo por meio da demonstração das fórmulas algébricas   

 oriundas das razões de semelhança entre os triângulos  
, conforme demonstrado no recorte produzido por Paulo4, ao elucidar as razões de 

proporcionalidade que conduziram às fórmulas matemáticas em questão.
Na continuidade da Cena, percebe-se que os estudos não se limitaram às demonstrações al-

gébricas, mas também em demonstrações geométricas, conforme percebemos ao final da Cena no 
extrato produzido por Ana. Acreditamos nessa proposta intencional devido à demonstração “assumir 
um carácter pedagógico, sendo também uma forma de educar os alunos para que estes se sintam 
cada vez mais seguros e motivados nas suas argumentações Matemáticas” (Amado; Sanchez; Pinto, 
2015, p. 641).

O modo de organização e proposição da tarefa de estudo possibilitou a criação dos mo-
tivos para que os estudantes se envolvessem nas ações do estudo porque, quando percebe-
ram que as demonstrações algébricas poderiam ser elaboradas, também, de modo geométrico, 
mostraram-se totalmente envolvidos no processo de recorte e colagens para estabelecer as 
relações métricas.

As tarefas de estudo desenvolvidas no EDF caracterizaram-se por oportunizar aos estudan-
tes modos de ação para a resolução dos problemas incorporados a elas, para que chegassem 
de fato nas ações mentais necessárias para se apropriarem dos conceitos relacionados à se-
melhança de triângulos. “A tarefa de estudo difere de outros tipos de tarefas: seu resultado não 
é uma mudança no objeto com o qual o aluno opera, mas uma mudança no próprio aluno como 
sujeito, e esta mudança consiste no domínio dos modos de ação definidos” (Davidov; Márkova, 
2021, p. 226). Na próxima Cena destacamos como se deram essas ações e operações nas ta-
refas de estudo.

4 Por questões éticas os nomes utilizados no artigo são fictícios para preservar a identidade dos estudantes. Acrescenta-se que, todos os 
estudantes participantes da pesquisa assinaram, junto aos seus responsáveis o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido em anuência da 
utilização dos dados para o desenvolvimento dessa pesquisa.
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Quadro 5 - Cena II - A resolução de tarefas orientadoras da aprendizagem Matemática.

Contexto/cenário: extratos oriundos da tarefa quanto à percepção dos estudantes, Maitê e David, quanto o que é a semelhança de triângulos 
aplicada às relações métricas e consequentemente seus desdobramentos na demonstração algébrica de Pitágoras.

Carlos

Paulo

Paulo Newton

Fonte: elaborado pelos autores por meio dos dados produzidos com os estudantes

Após diálogos e leitura de textos que ressaltam a História da Matemática e os conceitos sobre 
semelhança de triângulos aplicados às relações métricas, a Cena II destaca momentos em que os 
estudantes estabelecem conceitualmente a generalização da semelhança, ressaltando os “ângulos 
iguais e lados proporcionais”. 

Ao descreverem o conceito, os estudantes demonstram que a partir do que entendem por 
semelhança é que seria possível desenvolver todas as ações particulares inerentes a ele. Assim, 
percebemos que os conceitos foram “internalizados pelos indivíduos ao longo de seu processo de 
desenvolvimento [que preserva] características dos elementos encontrados no mundo real, sele-
cionados como relevantes pelos diversos grupos culturais” (Oliveira, 1992, p. 28). Unanimemente, 
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os estudantes conceituaram semelhança dessa forma, divergindo apenas na utilização da palavra 
“igual” para “congruente”, termo que, após desenvolvido o experimento, acordou-se como o mais 
adequado às situações geométricas.

Atentamos à distinção dos estudantes quanto aos três triângulos retângulos e a observância 
de suas semelhanças. Nota-se, a primeira relação métrica trivial, sem necessidade de estabelecer 
as relações que a soma das projeções dos catetos tem a medida da hipotensa do maior triângulo 
( ). Após realizar todas as demonstrações algébricas - elucidadas por meio da Cena ante-
rior - os estudantes foram estimulados a resolverem a soma de duas fórmulas, encontradas por eles 
mesmos: . Após algum tempo, chegaram à conclusão do famoso Teorema de 
Pitágoras - já estudado por eles - demonstrado, agora, por meio da semelhança de triângulos.

Ao realizarem as demonstrações que partiram das relações de semelhança de triângulos, os 
alunos conseguiram provar o Teorema de Pitágoras por meio de uma demonstração que ajuda a elu-
cidar o motivo pelo qual um resultado é válido, ou não, e contribui certamente para sua compreensão 
(Amado; Sanchez; Pinto, 2015).

Em síntese, destacamos neste episódio que os estudantes tiveram a oportunidade de lidar com 
as questões mais gerais da semelhança de triângulos e que, a partir dessa configuração, consegui-
ram estabelecer o que era relevante para que pudessem resolver as situações que estavam por vir. 
Isso caracteriza como “o pensamento abstrato [teórico] é desenvolvido durante o próprio processo 
de aprendizagem” (Rosa; Santos, 2023, p. 3).

No próximo tópico, daremos destaque ao modo de resolução dos problemas e ao tipo de pen-
samento oportunizado por meio do EDF.

Episódio II - As ações e operações desenvolvidas pelos estudantes que sinalizam a apropriação 
do conhecimento matemático

No Episódio II, consideramos a análise das ações e operações de estudo desenvolvidas pelos 
estudantes que sinalizam a apropriação do conhecimento matemático e que indicam os indícios de 
pensamento teórico.

Na primeira Cena, destaca-se a resolução de algumas situações - exercícios - que envolvem as 
relações métricas no triângulo retângulo. Na segunda Cena, por meio das descrições dos estudantes, 
sinalizamos o movimento de síntese vivenciado durante o desenvolvimento do EDF.

Quadro 6 - Cena I - A resolução de exercícios envolvendo semelhança de triângulos.

Contexto/cenário: extratos oriundos da resolução de exercícios em que os estudantes teriam que aplicar os 
conhecimentos para determinar valores desconhecidos na relação de proporcionalidade entre os triângulos.

Carlos
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Karita

Maitê

Alex

Fonte: elaborado pelos autores por meio dos dados produzidos com os estudantes

Na Cena, composta por quatro situações, por meio de cálculos que envolvem as relações métri-
cas no triângulo retângulo, os estudantes expõem o processo de determinar valores desconhecidos, 
tendo apenas algumas medidas para determinar as outras.

Os modos de resolução dos exercícios são muito parecidos, pois após generalizar as fórmulas 
matemáticas, nenhum estudante precisou subdividir os triângulos e estabelecer as relações de seme-
lhança, simplesmente utilizaram as fórmulas recém demonstradas por eles mesmos. Isso demonstra 
que a linguagem, “sistema simbólico fundamental na mediação entre sujeito e objeto de conhecimen-
to, tem [...] duas funções básicas: a de intercambio social e a de pensamento generalizante” (Oliveira, 
1992, p. 27).

O estabelecimento da generalização foi útil e aplicável à resolução dos problemas, ressaltando 
o movimento de aprendizagem que promove desenvolvimento estabelecido por Davydov (1982), que 
parte do abstrato ao concreto, dos modos generalizantes aos modos singulares e específicos. Na 
próxima Cena, evidenciaremos o movimento de síntese dos estudantes ao vivenciarem o EDF. 
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Quadro 7 - Cena II - A produção de conhecimento sobre semelhança de triângulos pelos estudantes.

Contexto/cenário: extratos oriundos das respostas dos estudantes ao serem questionados sobre o que consideraram mais importante ao 
realizarem o estudo sobre semelhança de triângulos aplicado às relações métricas, tendo como contexto a História da Matemática.

Foi muito boa, o fato de aprender o que eu estudo fazendo para descobrir a hipotenusa e todos os lados e relações métricas dos triângulos. 
A semelhança de triângulos é a proporção de um triângulo e outro, sendo assim um sendo escala do outro. Newton.

O mais importante são as visões sobre a proporcionalidade observadas de Tales onde para cumprir um desafio do Faraó pensou em alinhar 
a sua estaca a pirâmide para ver a angulação do sol que assim as sombras estariam alinhadas. Newton.

O que eu achei mais importante é saber que as pirâmides dos egípcios são criações geométricas do mais alto rigor matemático. Outra coisa 
foi saber que é necessário que o sol se encontre na posição mais favorável. Karita.

Para mim o mais importante foi o Tales descobrindo sobre a proporção e conseguindo calcular a altura de uma pirâmide utilizando um 
bastão e usando a angulação do sol. Pietro.

É a “descoberta” da proporção pelo sol por Tales já que esse caso foi um dos pontos-chave para confirmar a existência das proporções no 
triângulo. Alex.

Fonte: elaborado pelos autores por meio dos dados produzidos com os estudantes

Nos recortes das escritas dos estudantes, destacamos o que estava latente ao concluir os estu-
dos, sinalizando que “a função do pensamento depende da estrutura do próprio pensamento. As even-
tuais operações dependem da maneira como foi construído e funciona o pensamento” (Vigotsky, 2010, 
p. 519). Assim, eles indicaram que Tales foi um importante precursor dos estudos sobre semelhança, 
destacando a proporcionalidade oriunda dos raios solares para determinar medidas, sem a necessidade 
de mensurá-las fisicamente, apenas por meio de cálculos matemáticos (proporções). 

Ao se envolverem com a História da Matemática e lidar com os conceitos sobre semelhança, 
os estudantes produziram o próprio conhecimento, sabendo estabelecer não somente o entendimen-
to dos conceitos, mas também aplicá-los a determinadas situações, o que evidencia avanços em 
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relação às dificuldades de aprendizagem sobre semelhanças de triângulos, referidas por Oliveira e 
Chiummo (2015).

Dar-se conta da inseparabilidade do lógico e o histórico requer em matemática o 
conhecimento dos fatos fundamentais da história da matemática e dos trabalhos 
clássicos, a compreensão das leis do desenvolvimento das ciências matemáticas e 
do caráter histórico da correspondência entre os conteúdos específicos da matemá-
tica (Ribnikov, 1987, p 18).

Ao propor as situações de ensino “não estamos dizendo que nossos alunos têm que seguir o 
mesmo caminho que aqueles dos matemáticos antigos [...] é uma questão de compreender melhor 
a natureza do conhecimento matemático e de encontrar, dentro de sua estrutura histórica, novas 
possibilidades de ensino” (Radford, 2011, p. 44).

Em síntese, na relação indissociável dos conceitos com o movimento lógico-histórico, destaca-
mos na composição das Cenas o movimento de estudo que possibilitou aos estudantes os motivos 
para se engajarem nos estudos históricos, teóricos, que envolvem demonstrações e resolução de 
problemas, na vivência de uma geometria capaz de ser experienciada por eles próprios.

Ao estudar e dialogar com o professor e colegas, por meio da tarefa de estudo, os estudantes che-
garam ao conceito e, por meio dele, foram capazes de resolver as situações que lhes foram propostas.

Destacamos, assim, a relação intrínseca entre a generalização e a resolução de problemas no 
processo de ensino, ao qual descrevemos, de maneira generalizada e sintética, por meio da Figura 3. 

Figura 3 - Esquema da organização do ensino ao desenvolvimento do pensamento teórico

Fonte: produção dos autores

Defendemos que as aprendizagens que ocasionaram a sinalização do desenvolvimento 
do pensamento nos estudantes foram possíveis por intermédio de uma organização de ensino 
que estabeleceu por meio da tarefa de estudo que contemplava o movimento lógico-histórico, 
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as demonstrações generalizantes e a resolução de exercícios. Por sua vez, as demonstrações e a 
resolução das situações, sinalizaram “a compreensão pelo estudante das tarefas de estudo - elas 
se encontram estreitamente ligadas com a generalização substancial (teórica), levam o estudante 
a dominar as relações generalizadas na área de conhecimentos estudada, a dominar novos proce-
dimentos de ação” (Davidov; Márkova, 2021, p. 200).

ALGUMAS CONSIDERAÇÕES

Consideramos que a organização intencional dos estudos sobre as relações métricas no triân-
gulo retângulo oportunizou o envolvimento dos estudantes ao resolverem as situações propostas.

Destarte, as ações dos estudantes que mais ganharam destaque foram os estudos do movi-
mento lógico-histórico da semelhança, oportunizados pela história e o contexto de Tales na produção 
de conhecimento matemático, as demonstrações algébrico/geométricas das relações métricas no 
triângulo retângulo e as resoluções de exercícios de modo coletivo.

Tais ações de estudo envolveram a generalização das fórmulas matemáticas por meio da pro-
porcionalidade da semelhança de triângulos, o que caracterizou uma operação - conjunto de ações -  
que mobilizou e possibilitou a resolução de situações presentes nos exercícios que reclamaram tais 
fórmulas para resolução de casos particulares.

Concluímos, advogando, portanto, que a tríade que sustentou o movimento de estudo ao longo 
do EDF incorporando o movimento lógico-histórico, as demonstrações e a resolução das situações 
exercícios/problemas constitui elementos importantes e promissores para orientação do ensino e 
consolidação de uma aprendizagem que gera desenvolvimento nos estudantes, que pode, por sua 
vez, vislumbrar o pensamento generalizante dos estudantes, ou seja, o desenvolvimento do tão obje-
tivado pensamento teórico. 
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