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LA RESOLUCION DE PROBLEMAS DE CALCULO DIFERENCIAL Y
LA CONSTRUCCION DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA

A RESOLUGAO DE PROBLEMAS DE CALCULO DIFERENCIAL E
A CONSTRUGAO DA LINHA TANGENTE A UMA CURVA

THE SOLUTION OF DIFFERENTIAL CALCULUS PROBLEMS AND THE
CONSTRUCTION OF THE TANGENT LINE TO A CURVE

JUAN EDUARDO NAPOLES VALDES'

RESUMEN

En el Calculo Diferencial e/ problema clasico es la construccion de la recta tangente a una curva. Esto se traduce
en una multiplicidad de problemas y ejercicios que se presentan a los estudiantes en un curso de Calculo. En este
articulo se presenta un problema util para la Educacion Matematica, obtenido a partir de un operador diferencial ge-
neralizado, para ello, definimos lo que entendemos por funcion diferenciable en este sentido generalizado, y la inter-
pretacion geomeétrica de dicha nocion. Lo interesante de esta generalizacion es que dicha interpretacion geométrica
es similar a la interpretacion geomeétrica de la funcion derivada clasica, pero con algunas variantes, lo que ofrece un
rico panorama para la visualizacion y consolidacion de este concepto.

Palabras-clave: calculo diferencial; resolucion de problemas; visualizacion.
RESUMO

No Calculo Diferencial o problema classico é a construgao aa reta tangente a uma curva em um determinado ponto. Isto
traduz-se, nas nossas salas de aula, numa multiplicidade de problemas e exercicios que sao apresentados aos alunos
numa disciplina de Célculo. Neste artigo é apresentado um problema util para a Educagdo Matematica, utilizando um
operador diferencial generalizado, para isso definimos o que entendemos por fungo diferenciavel neste sentido genera-
lizado, e é apresentada a interpretagdo geométrica da referida nogéo. O interessante desta generalizagéo € que a referioa
interpretagdo geométrica € semelhante a interpretagdo geométrica da derivada classica de uma fungdo num ponto, mas
com algumas variantes, o que oferece um rico panorama para a visualizagao e consolidagao do referido conceito.

Palavras-chave: calculo diferencial; resolugdo de problemas; visualizagao.
ABSTRACT

In Differential Calculus the classic problem is the construction of tangent line to a curve. This translates into a multiplicity

of problems and exercises that are presented to students in a Calculus course. This article presents a useful problem for
Mathematics Education, obtained from a generalized differential operator, for this, we define what we understand by a dif-
ferentiable function in this generalized sense, and the geometric interpretation of that notion. The interesting thing about

this generalization is that said geometric interpretation is similar to the geometric interpretation of the classical derivative

function, but with some variants, which offers a rich panorama for the visualization and consolidation of this concept.

Keywords: differential calculus; problem solving; visualization.
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INTRODUCCION

Como sabemos, la resolucion de problemas tiene una trascendencia fundamental en la educa-
cion matematica por varias razones clave:

1. Desarrollo del Pensamiento Critico: Resolver problemas permite a los estudiantes desa-
rrollar habilidades de pensamiento critico y l6gico. Al enfrentarse a problemas matematicos,
los estudiantes aprenden a analizar, planificar y evaluar sus estrategias y soluciones.

2. Aplicacion de Conceptos: La resolucion de problemas facilita la aplicacion practica de con-
ceptos matematicos. En lugar de aprender formulas y procedimientos de manera abstracta,
los estudiantes usan esos conocimientos en contextos concretos, lo que refuerza su com-
prension y relevancia.

3. Fomento de la Creatividad: Resolver problemas a menudo requiere enfoques creativos y
soluciones innovadoras. Este aspecto de la matematica permite a los estudiantes explorar
diferentes métodos y perspectivas, promoviendo la creatividad y la flexibilidad mental.

4. Preparacion para la Vida Real: La resolucion de problemas matematicos prepara a los
estudiantes para enfrentar desafios en la vida cotidiana y en diferentes profesiones. Las ha-
bilidades adquiridas a través de la resolucion de problemas son transferibles a situaciones
reales, donde se necesita tomar decisiones basadas en el analisis y la evaluacion de datos.

5. Motivacion y Compromiso: Los problemas matematicos interesantes y desafiantes pueden
aumentar la motivacion y el compromiso de los estudiantes. Ver la matematica como una
herramienta para resolver problemas reales puede hacerla mas relevante y atractiva.

6. Desarrollo de Habilidades de Comunicacidn: Al resolver problemas en grupo, los estudiantes
practican la comunicacion matematica, compartiendo ideas, explicando soluciones y discu-
tiendo enfoques. Esto fortalece sus habilidades para comunicar y justificar sus razonamientos.

7. Comprension Profunda: La resolucion de problemas ayuda a los estudiantes a desarrollar una
comprension mas profunda de los conceptos matematicos, ya que deben aplicar y reflexionar
sobre el contenido de manera activa en lugar de simplemente memorizar procedimientos.

En resumen, la resolucion de problemas en la educacion matematica no solo fortalece las habi-
lidades matematicas especificas, sino que también fomenta una variedad de competencias cognitivas
y sociales esenciales para el desarrollo integral de los estudiantes. Si a lo anterior le agregamos que la
resolucion de problemas es, probablemente, una de las tendencias mas desarrolladas en los ultimos
cuarenta anos y este desarrollo se ha llevado a cabo en maltiples direcciones: historia y filosofia de
las matematicas, constructivismo, constructivismo social, etnomatematicas, ... entre otras (los lec-
tores interesados en estas diversas direcciones pueden consultar SRIRAMAN; ENGLISH, 2010), nos
daremos cuenta de la potencialidad de esta tendencia de aprendizaje.

Una de las ramas matematicas mas fructiferas para la Resolucion de Problemas es el Calculo
Infinitesimal (Diferencial e Integral, en particular). La division actual, que incluye ecuaciones diferen-
ciales ademas de las anteriores, por ejemplo, ha sido producto del desarrollo historico de las Ma-
tematicas, donde factores internos y externos han llevado al panorama que hoy conocemos (véase
JABLONKA; KLISINSKA, 2012). El célculo diferencial e integral visto desde la intuicion geométrica se
puede observar en los conceptos de Antiphon y Brison en su intento de cuadratura del circulo para
determinar su area y figuras delimitadas por curvas (area bajo la curva) y las derivadas y fluxiones de
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Leibniz y Newton; siendo este el punto de partida que sufrio variadas e importantes transformaciones
en particular después de la introduccion de la nocion de limite por Cauchy.

En particular, este desarrollo en el siglo XVIII hizo que los matematicos comenzaran a
manejar con asiduidad el infinito actual, y lo curioso es que esta consolidacion de los concep-
tos de limite y convergencia descansa en ultima instancia en la formalizacion de los numeros
reales con Peano y Cantor (véase ODIFREDDI, 2006). Los lectores interesados pueden consultar
D’AMORE, 2021 y ARRIGO; D’AMORE; SBARAGLI, 2011 donde se muestra un amplio panorama
del tratamiento del infinito tanto en la investigacion matematica como en la Educacion Matema-
tica. De hecho, la fundamentacion logica y filosofica del calculo diferencial e integral era objeti-
vamente imposible sobre Ia base de los conceptos en los que aparecieron y es por ello que los
esfuerzos de Newton, Leibniz, Lagrange y otros, hasta principios mismos del siglo XIX, acabaron
en el fracaso. Senalemos las principales deficiencias, aparte de la falta del concepto de domi-
nio numeérico y de numeros reales en particular que ya senalamos (ver KLINE, 2006; NAPOLES
VALDES, 2008 y SANCHEZ; VALDES, 2004):

Incorrecta comprension del concepto de diferencial: En Leibniz, UHospital, Euler y otros ma-
tematicos del siglo XVIII, el concepto de diferencial se confundia en incremento. Una aproximacion
suficientemente correcta del concepto de diferencial fue dada solo por Lagrange (1765).

Insuficiente comprension del concepto de funcion: De hecho, hasta finales del siglo XIX, los
matematicos, partiendo de la intuicion mecanica y geomeétrica, entendian por fundamento solo las
funciones analiticas representadas por una determinada formula (en algunos casos infinitas, como
en las consideraciones de Fourier vinculadas a su teoria del calor). Solo con la aparicion de funciones
discontinuas en problemas practicos los matematicos prestaron atencion a la formacion logica del
concepto de funcion (ver la dltima seccion de esta leccion para mas detalles).

Ausencia de un concepto claro de limite: Los seguidores de Newton: Maclaurin, Taylor,
Wallis y otros, tuvieron una larga discusion sobre si la variable llegaba o no al limite. Este proble-
ma no era facil, precisamente, porque no existia una definicion precisa de limite y éste solo se
determinaba mediante razonamientos mecanicos y geometricos. Esta insuficiencia se mantuvo
hasta Cauchy (1823).

El concepto de continuidad funcional era intuitivo: Esto se explica porque los matematicos del
siglo XVIII consideraban continuas todas las funciones y por tanto no tenian la necesidad de especifi-
car este concepto. S6lo a principios del siglo XIX se empez0 a pensar en este problema (otros detalles
se pueden encontrar en la ultima seccion de esta conferencia).

Concepto difuso de integral definida: Relacionado sobre todo con la ausencia de un teorema de
existencia. Por ejemplo, se consideraba que la formula de Newton-Leibniz tenia un significado univer-
sal, es decir, era valida para todas las funciones y en todas las condiciones. Los esfuerzos de Lacroix,
Poisson y Cauchy por precisar el concepto pusieron de relieve el concepto de limite y de continuidad,
pero el problema de la integral definida s6lo encontro una respuesta completa hasta finales del siglo
XIX, en los trabajos de Lebesgue.

En este trabajo presentamos un problema tedrico matematico que tiene su impacto en la Educa-
cion Matematica, vinculado a la Resolucion de Problemas del Galculo Diferencial. Para ello, tras situar
el problema matematico en su contexto historico, sefialamos algunos puntos de contacto relevantes
para la Educacion Matematica.
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SOBRE PROBLEMAS Y RESOLUCION DE PROBLEMAS

¢Qué es un problema? Es una buena pregunta, muy dificil de responder, por eso preferimos
caracterizar lo que es un problema para nosotros.

Podemos caracterizar un problema como una situacion en la que:

e Hay una persona interesada en resolverlo (el solucionador).

» Hay una situacion inicial (la actual) y una final (a a que queremos llegar cuando el problema
esté resuelto).

» Se desconoce el camino para ir de la situacion inicial a Ia final.

¢Qué es un problema matematico? Preguntémosle a Chatgpt sobre ello y veamos qué nos res-
ponde: “Un problema matematico es una pregunta o Situacion que se aborda utilizando principios
¥y métodos matematicos para encontrar una solucion o comprender mejor el fenomeno en cuestion.
Estos problemas pueden surgir en una variedad de areas, desde la fisica y la ingenieria hasta la
economia y la biologia, y generalmente implican la formulacion de una prequnta clara que requiere
razonamiento matematico para resolverse.

Los problemas matematicos pueden variar ampliamente en complejidad y enfoque. Algunos
gfemplos comunes incluyen:

* Problemas de optimizacion: determinar la mejor solucion posible bajo ciertas restricciones,

como maximizar las ganancias o minimizar los costos.

* Problemas de ecuaciones diferenciales: encontrar funciones que satisfagan una ecuacion

que involucre derivadas.

* Problemas de geometria: resolver problemas relacionados con formas y figuras geometri-

cas, como calcular areas, volumenes o distancias.

* Problemas de probabilidad y estadistica: analizar datos y predecir resultados en funcion de

modelos probabilisticos.

* Problemas de teoria de numeros: investigar propiedades de nimeros enteros y patrones

numéricos.

Los problemas matematicos a menudo requieren habilidades especificas como el razonamien-
fo logico, la capacidad de formular modelos abstractos, el uso de técnicas matematicas avanzadas
y, a veces, creatividad para encontrar soluciones innovadoras. Resolver problemas matematicos no
solo amplia nuestra comprension tedrica, sino que también tiene importantes aplicaciones practicas
en ciencia, tecnologia e ingenieria”.

En concreto, como no podia ser de otra manera, Chatgpt responde a lo que ya sabiamos: un
problema matematico debe formularse y resolverse en las categorias matematicas correspondientes.

En algunos trabajos anteriores hemos hecho referencia al papel de los problemas matemati-
cos en el desarrollo de las Matematicas y su impacto en la Educacion Matematica (ver DOLORES
et al. 2016, NAPOLES 2000, NAPOLES VALDES 2000, NAPOLES VALDES 2010, NAPOLES 2012,
NAPOLES VALDES 2020 y NAPOLES VALDES et al. 2010).

Sabemos que el problema del area es a las integrales definidas, lo que el problema de la tangen-
te y la tasa de cambio es a las derivadas.
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Los problemas de acumulacion (o cambio neto) son problemas en los que se da la tasa de
cambio de una cantidad y se nos pide que calculemos el valor de la cantidad acumulada en el tiempo.
Estos problemas se resuelven utilizando integrales definidas. Las derivadas son ttiles cuando se nos
da una cantidad y se nos pregunta por su tasa, mientras que las integrales son utiles cuando se nos
da una tasay se nos pregunta por la cantidad.

Los problemas aplicados son comunes tanto en el calculo diferencial como en el integral. Cuan-
do se nos presenta un problema, debemos decidir si la solucion implica derivadas o integrales. Por
supuesto, tomar la decision incorrecta dara como resultado la respuesta incorrecta.

Los problemas y su resolucion, asi como dificultades de aprendizaje ligados a la derivacion, han
sido estudiados en diversos trabajos, desde diferentes puntos de vista (véase AGHAEE 2007, AZA-
RANZ 2008, AZARANZ 2012, GHANBARI 2010, GHANBARI 2012, HASHEMI 2014, ROKNABADI 2007
Y YAZDANFAR 2006). Aqui lo abordaremos desde el punto de vista de las Matematicas, utilizando la
Historia como herramienta didactica, lo que nos distingue de las investigaciones anteriores.

UNA DERIVADA GENERALIZADA

En Khalil et al. 2014 (ver también ABDELJAWAD 2015) se define, de una manera muy simple,
una nueva derivada fraccionaria local llamada “conforme” dependiendo de un cierto cociente incre-
mental como |a derivada clasica.

Asi, para una funcion f: (0, +) — R la derivada conforme de orden0 < a < 1de fen el punto
t > 0, fue definida por

f(t + et!=%) — f(v)
€

T, f(t) = lim
-0

y la derivada fraccional en 0 es definida como 7af(0) = lim 7o f (),

En un trabajo del mismo ano (cf. KATUGAMPOLA 2014) se define otra derivada conforme de
una manera muy similar. Sea f una funcion de (0,) - R (0,\infty ) t>0 se define la derivada de
orden o con O<ou < 1 como la expression per(e) = umww como es natural, si D*f(t) existe
en cierto (0,a) con a>0 se define la derivada de orden o en 0 como D*f(0) = lim DY(D),

KARCI 2015 introduce un nuevo giro cuando define una derivada general del siguiente modo,
f:R - R es una funcion, o un numero real, la derivada de orden fraccional puede considerarse como

arey _ 1. P+ =X ()
£ = 18153 (t+e)e—t*

En TALLAFHA-ALHIHI 2016 se define una derivada para funciones reales de varias variables,
tomando como base la derivada de Khalil mencionada antes.

En el trabajo SOUSA-DE OLIVEIRA 2017 se introduce un tipo de derivada fraccional truncada M
para funciones a-diferenciables, sobre la base de la funcion de Mittag-Lefler de un parametro de la

siguiente forma:
f(t iEp (et™) ) —f(®)
- )

para funciones definidas de (0, +«) = R, >0 y >0, La derivada en 0 se define de una manera simi-
lar a las anteriores.

Dl\‘;'ﬁ = lims_)o

L

0<a<l,
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Esta derivada generaliza las nociones definidas en KHALIL et al. 2014, KATUGAMPOLA 2014 y
SOUSA-DE OLIVEIRA 2018.

En el trabajo GUZMAN Et al. 2028 se abre una nueva direccion de trabajo cuando se define una
nueva derivada fraccionaria local, en este caso no conforme, del siguiente modo.

Definicion.
Dada una funcion f:[0,+e) = R, Entonces la N-derivada de f de orden o estad defini-
da por : f(t+ee”™)-f para todo t0,a € (0,1). Andlogamente se define

..... €

- NIOF(0) = lim™{Nf (¢)

El adjetivo conforme puede ser o no apropiado, ya que esto fue inicialmente referido como una
derivada fraccionaria conforme D“f(t), cuando o — 1 satisface D*f(t) = f(©); i.e., cuando « — 1,
Df(t) preserva el angulo de la recta tangente a la curva, mientras que en la definicion anterior, este
angulo no es conservado.

En NAPOLES Et al. 2020 se definio una derivada generalizada de la siguiente forma (ver también
FLEITAS Et al. 2021 y ZHOU-LOU 2017).

Definicion.
Dada una funcion f:R —R, F una funcion real absolutamente continua y a<R. La N-derivada
generalizada de f de orden o es definida por

. flateF(t,a))—f(a)
NEf (@) = i L ()

si el limite existe, y es llamada la derivada generalizada de f de orden ae(0,1] en a.

Note que si f es diferenciable, entonces

Ngf(a) = f/(@)F(t ), (2)
donde f’(a) es la derivada ordinaria de la funcion f en a.

Otras propiedades y diversas consecuencias de esta definicion pueden ser consultadas en las
referencias citadas. Solo queremos sefialar que la relacion entre la N-derivada de f y la derivada ordi-
naria, sera basica en nuestro trabajo.

ALGUNAS DISQUISICIONES GEOMETRICAS

Sabemos que la secante que pasa por los puntos (a,f(a)) y (a+Ax,f(@a+Ax)), viene dada por el
valor f(e+2x)—f (@),
Ax
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fla+Ax)
f(a)

v

a atAx X

Por otra parte, se dice que la funcion f(x) es derivable en el punto x, si el limite del cociente
incremental existe, cuando Ax—0, 0 sea, si el limite siguiente existe

lim & = (i [@ota0-fGo)
Ax—0Ax  Ax—0 Ax

Al valor de este limite se le denomina derivada de la funcion en el punto x,,y se denota por uno
de los simbolos f'(x,), y'(x,), dy/dx (x,), ...

O sea, este limite representa el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva f(x) en el
punto X, cualquiera, perteneciente al dominio de f(x).

De esta manera, la recta tangente puede ser construida usando la ecuacion de una recta que pasa
por un punto y tiene una pendiente dada, en este caso la derivada de la funcion evaluada en el punto:

Y = Yo = f(x0) (x — xo), (3)
Usemos la ecuacion anterior para construir la recta tangente a la curva y=x? en el punto x, =2, de
donde y,=4. Como m=f'(2)=4, tenemos:
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Con ®Geogebra en linea, se puede graficar muy facilmente, tanto la funcion y=x?, como la
recta tangente

y=4x-4. 4)

Ahora vamos a usar (2), para graficar diversas rectas “tangentes” generalizadas a la curva
y=x2. Para ello, usaremos los nucleos F(x,a) siguientes:

1. X", conforme

2. e(-2x conforme
3. e, no conforme
4. x*, no conforme

para valores de a=0.25, 0.5, 0.75 y compararemos los resultados obtenidos con la recta tangente
“clasica” obtenida dada por (4).

Caso 1 - En este tenemos que N¥ (x?) = x'~%2x = 2x*7% por|o tanto, la tangente generalizada
tiene la ecuacion y=2%x-2*+-4, de donde se tienen los siguientes graficos:

Donde en la recta tangente de color verde, oo=0.25; azul 0.5 y rojo 0.75, quiere hacer notar
que ninguna de las rectas construidas, son rectas tangentes! Todas cortan la grafica de la funcion y

“pasan” del exterior al interior de la parabola, lo que se puede apreciar mejor en el siguiente grafico
(el color negro es el grafico de y=x?):
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Caso 2 - En este tenemos que N7 (x?) = 9(1"“)"2?6, por lo tanto la tangente generalizada tiene
la ecuacion y=4e21-“x+4(1-2e2(-%), de donde se tienen los siguientes graficos:

-10 -8 -6 -4 B2

o
~
s
.
N
3
=
2

Como en el caso anterior, ninguna de las rectas es tangente a la curva! Lo que se puede apreciar
major en el siguiente grafico (como antes, el color negro esta representando la parabola):
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Caso 3 - En este tenemos que NF (x*) = ex_azx, por lo tanto la tangente generalizada tiene la ecuacion
y =4e? “x + 4(1 — 2¢2 ), de donde se tienen los siguientes gréficos:

En este caso el comportamiento de las rectas construidas es mucho mas claro que antes, es
decir, Cruzan la grafica de la parabola y se separan “mas rapidamente” que antes. Veamoslo con
mas detalle:
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Caso 4 - En este tenemos que NF (x?) = Zx““, por lo tanto la tangente generalizada tiene la ecuacion

y=2%*ox+4(1-2'+%), de donde se tienen los siguientes graficos:

En este caso las rectas construidas tienen un comportamiento completamente distinto a los
casos anteriores, son secantes! Vedmoslo mejor:
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¢Por qué sucede esto? Antes de entrar en mayores detalles, les recuerdo que en el sentido
estricto de la palabra, no estamos construyendo una recta tangente, estamos construyendo rectas,
con pendientes que son el resultado de multiplicar la pendiente de la recta tangente “clasica” por un
factor que es la funcion F(t,o), obviamente si este factor es distinto de 1, no se obtendra la derivada
de la funcion evaluada en el punto, 0 sea, no tendremos la pendiente de la recta tangente a la curva!
Mas claro, comparemos las ecuaciones de las rectas “tangentes”: clasica y generalizada:

Y=o = f(x0)(x — xo). (5)
Y — Yo = Ng f(x0)(x — x0), 0 sea

(6)

Yy — Yo = F(xo,a)f"(x0) (x — Xo).

Lo anterior se ilustra claramente con la comparacion de las ecuaciones (5) y (6), debemos
aclarar que si el nacleo F(t,a) es conforme, o sea, si cuando o—1 se tiene F(t,a)—1, entonces (6)
se convierte en (5), lo que sucede en los casos 1y 2 anteriores. Por simplicidad, usemos el caso
1, para valores de o proximos a 1. Aun usando los valores de o de 0.95 (verde), 0.97 (azul) y 0.99
(rojo), siendo el grafico de y=x? en negro, se siguen comportando como secantes, esto se deriva de
la nocion de limite que tan bien conocemos.
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¢En qué pueden ayudarnos estos ejemplos geométricos?

Primero, en la propia definicion de recta tangente a la curva y de recta secante obvio. Recor-
demos: la pendiente de una curva en un punto es la pendiente de la recta tangente en ese punto. La
recta tangente en un punto que toca la curva es, por definicion, la recta que toca el borde de la curva
(sin cortarla) en ese punto (COURANT 1988).

Segundo, vayamos a la ecuacion (1), multiplicando y dividiendo por F(t,a):

a 1 f(a+gF(t,a))—f(a) T f(a+5F(t,a))—f(a)
Ni'f(a) = ‘lsl—{% £ B }sl—r%F(t' a) &F (t,) ’

de aqui se tiene, por propiedades de limites:

f(a+gF(t, a)) - f(a)
eF(t,a)

NEf(a) = F(t, @)lim

y haciendo el cambio de variables h=gF(t,c) tenemos:
f(ath) — f(a)
h

Ngf(a) = F(t, )lim = F(t,0)f"(a)

0 sea, la ecuacion (2). El factor F(t,a) que puede ser entendido solo como un término que au-
menta o disminuye la “velocidad” en la que el punto a+¢ F(t,c) se aproxima al punto a, va mucho mas
alla, cuando vemos su trascendencia en el caso de la recta tangente.

¢Qué paso en la historia?

En la década de 1630, Fermat desarrollo la técnica de la adecuacion para calcular tangentes y
otros problemas de analisis y la utilizo para calcular tangentes a la parabola. La técnica de la adecua-
cion es similar a tomar la diferencia entre f(a+h) y f(a) y dividirla por una potencia! de h. De forma
independiente, Descartes utilizd su método de normales basado en la observacion de que el radio de
un circulo siempre es normal al circulo mismo (ver KATZ 2008, p. 510).
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Estos métodos llevaron al desarrollo del calculo diferencial en el siglo XVII. Muchos contribu-
yeron: Roberval descubrio un método general para dibujar tangentes, al considerar una curva como
la descrita por un punto en movimiento cuyo movimiento es el resultado de varios movimientos mas
simples (WOLFSON, 2001), René-Francois de Sluse y Johannes Hudde encontraron algoritmos alge-
braicos para encontrar tangents (KATZ, 2008, p. 512-514). Otros desarrollos incluyeron los de John
Wallis e Isaac Barrow, que condujeron a la teoria de Isaac Newton y Gottfried Leibniz. Hoy esto se
expresa como: la tangente a una curva en un punto a de la curva es el limite de la recta que pasa por
dos puntos de la curva (ay a+h) cuando estos dos puntos tienden a confundirse, o sea, cuando h—0
(mayores detalles pueden ser consultados en Coolidge, 1951, y Skinner, 2015).

En los casos presentados, nunca se confunden los puntos!

CONCLUSOES

Hemos presentado algunos recursos geométricos, vinculados con los elementos de |a Historia
de la Matematica que soportan nuestras practices pedagogicas. El uso de estos recursos para com-
nsolidar el concepto de recta tangente es importante no solo para que nos demos cuenta de muchos
aspectos positivos, sino también para identificar algunos obstaculos a superar.

Estamos convencidos que el contacto con la evolucion historica del concepto y sus simulacio-
nes geometricas utilizando |a derivada generalizada, permite a nuestros alumnos comprenderlo en
profundidad: interiorizaron el concepto, construyeron imagenes conceptuales mas claras, lograron
una definicion correcta del concepto en su mente e incluso obteniendo mejores resultados en su
desempeno académico.
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