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RESUMO

Este artigo objetiva discutir pontos de enfoque de reflexdes manifestadas por professoras experientes no ensino de
geometria a respeito das Geometrias ndo Euclidianas (GNE) na formagdo de professores de matematica (PMat). Esta
pesquisa € de natureza qualitativa de cunho interpretativo e para obter as informagoes foi solicitada as participantes a
producao de narrativas escritas acerca dessa tematica. No processo analitico, foram identificados trés pontos de en-
foque, nomeadamente: justificativas para o trabalho com GNE na formacao de PMat; desafios inerentes a incluséo de
GNE na formagéo de PMat; e sugestoes de metodologias, abordagens e recursos didaticos. Esses pontos de enfoque
tratam de aspectos considerados, pelas professoras, como relevantes para serem considerados em programas de
formagdo. Conclui-se que o debate a respeito desses aspectos pode proporcionar ampliagao de horizontes conceituais,
permitindo uma compreensao abrangente do espaco e das propriedades geomeétricas; desenvolvimento do pensamen-
to critico em relagédo a matematica; preparacao para desafios educacionais, considerando diferentes abordagens e
recursos; e incentivo a curiosidade e a exploragao.
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ABSTRACT

This article aims to discuss focal points of the reflections expressed by experienced teachers in the teaching of ge-
ometry regarding Non-Euclidean Geometries (NEG) in the education of Math Teachers (MaT). This qualitative research
with an interpretive approach involved requesting participants to produce written narratives on this topic. The analyt-
ical process identified three focal points: justifications for incorporating NEG in MaT education; challenges inherent
in including NEG in Mar training; and suggestions for methodologies, approaches, and teaching resources. These
focal points address aspects deemed relevant by the teachers for inclusion in training programs. The conclusion is
that the debate on these aspects may contribute to broadening conceptual horizons, allowing for a comprehensive
understanding of space and geometric properties; foster critical thinking about mathematics; prepare for educational
challenges by considering different approaches and resources; and encourage curiosity and exploration.
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RESUMEN

Este articulo tiene como objetivo discutir los puntos de enfoque de las reflexiones expresadas por profesoras experi-
mentadas en la ensenanza de la geometria sobre las Geometrias no Euclidianas (GNE) en la formacion de profesores
de matematicas (PMat). Esta investigacion cualitativa de enfoque interpretativo solicito a las participantes la produc-
cion de narrativas escritas sobre este tema. En el proceso analitico, se identificaron tres puntos focales: justificaciones
para el trabajo con GNE en la formacion de PMat; desafios inherentes a la inclusion de GNE en la formacion de PMat; y
sugerencias de metodologias, enfoques y recursos didacticos. Estos puntos focales abordan aspectos considerados
relevantes por las profesoras para ser incluidos en los programas de formacion. Se concluye que el debate sobre
estos aspectos puede contribuir a ampliar los horizontes conceptuales, permitiendo una comprension amplia del
espacio y las propiedades geomeétricas; desarrollan el pensamiento critico en relacion con las matematicas; preparan
para los desafios educativos, considerando diferentes enfoques y recursos; y fomentan la curiosidad y la exploracion.

Palabras-clave: geometrias no euclidianas; formacion de profesores de matematicas; enseranza de geometria.

INTRODUGAO

A Geometria Euclidiana (GE) é um dos diversos campos de conhecimento da matematica que
nos permitem compreender 0 espaco e construir modelos que o represente.

Durante séculos, essa abordagem geomeétrica foi a referéncia predominante para o estudo das
propriedades e relagoes espaciais, abrangendo forma, posi¢ao dos objetos, dentre outros. Porém, a
GE encontra algumas limitag6es, quando nos referimos, por exemplo, a observagoes astronomicas e
a objetos com padroes irregulares e/ou fragmentados. Diante destas e outras situagoes, as Geome-
trias ndo Euclidianas (GNE) tornam-se relevantes e oferecem novos meios de se explorar, descrever
e analisar o mundo.

Nos dltimos anos, o debate sobre o ensino de geometria passou a considerar a insergao de
GNE no curriculo da educagao basica (EB) (Carvalho; Azevedo, 2020; Leivas; Portella; Souza, 2017;
Padilha; Moran, 2023). A inclusdo de GNE em Diretrizes Curriculares Estaduais, como nos estados
do Parana (2008), Ceara (2008) e Sao Paulo (2011), suscitou debates sobre aspectos a serem con-
siderados na formacao de professores de matematica (PMat) para a atuagao na EB, destacando a
necessidade de sua incorporagao na formagao inicial e continuada desses profissionais (Gomes;
Araman; Rocha, 2017; Leivas, 2014). Foram considerados nesse debate: a expertise necessaria
ao PMat para trabalhar com GNE na EB; conexdes dessas geometrias com elementos historicos
(Araman; Gomes, 2020); possibilidades para mitigar lacunas da formagao inicial dos professores
em relagao a geometria (Gomes; Araman; Rocha, 2017); demandas educacionais e tecnoldgicas do
século XXI (Kaleff, 2007); a compreensao de interfaces e conexoes entre a GE e as GNE (Altoé et al.,
2022); dentre outras tematicas. Porém, ainda sao poucas as pesquisas que consideram as GNE em
contextos de formagao de PMat (Cybulski, 2022).

Uma vez que a formagéo do PMat é crucial para a efetivar abordagens que levem em conta a
GNE na EB, ouvir consideraces de formadoras experientes no ensino de geometria a respeito dessa
tematica pode promover reflexoes significativas para propor agées formativas. Para tanto, analisa-
mos as narrativas produzidas por trés formadoras experientes® acerca do trabalho com GNE na for-
magao de PMat. Elas foram consideradas formadoras experientes por serem reconhecidas por seus
pares como formadoras de professores que sao protagonistas de seus processos de aprendizagem

3 A perspectiva de experiéncia que assuminos sera tratada na segao de “Encaminhamentos Metodoldgicos”.
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profissional e por apresentarem, em sua atividade profissional e académica, caracteristicas que de-
monstram capacidade de formacao e de transformacao em relagéo ao ensino de geometria (Oliveira;
Cyrino, 2023).

Na sequéncia, tecemos algumas consideragoes sobre as GNE na formagéo de PMat. Posterior-
mente, apresentamos 0s encaminhamentos metodoldgicos, as analises, as discussoes dos resulta-
dos e, por fim, as consideracoes finais.

GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS NA FORMAGAO DE PROFESSORES

Apesar de as GNE integrarem as diretrizes curriculares de alguns estados, Junior (2020), a par-
tir de um mapeamento de cursos de licenciatura em Matematica de universidades publicas brasileiras,
concluiu que a sua presenca ainda é timida nos curriculos (15, 32%) de formacao de professores. Por
conseguinte, Lovis e Franco (2015) indicaram que conhecimentos de GNE, em geral, ndo integram
as concepgoes de PMat. No entanto, esses autores levantaram a hipotese de que essas concepgoes
estdo sendo transformadas e formadas em formagdes continuadas a partir da inclusao de GNE na EB.

Ao pensar o trabalho com as GNE na formagdo de PMat, devemos considerar as divergéncias
entre essas geometrias e a GE. Neste artigo, tomamos GNE como as geometrias que divergem de um
ou mais postulados da GE,como acontece nas Geometrias Esférica, Hiperbolica, Eliptica e Projetiva),
ou que utilizam conceitos fundamentais diferentes dos euclidianos (como “dimensao” na Geometria
Fractal* e “medida” na Geometria do Taxi. Por exemplo, 0 termo “paralelas” pode ser associado,
automaticamente, ao conceito de retas paralelas da GE, pois é a forma mais comum e inicial com
a qual estudantes sao apresentados a nogao de paralelismo na matematica. Eles aprenderam que
retas paralelas sao aquelas que “nunca se encontram”, mantém uma distancia constante entre si
e se prolongam indefinidamente. Essa ideia é valida segundo o o quinto postulado® da GE. Porém,
quando consideramos que nao existem retas paralelas a uma dada reta através de um ponto externo,
estamos considerando principios que constituem a Geometria Esférica. Nessa geometria, sao con-
sideradas retas apenas os circulos maximos da superficie (Coutinho, 2015). Esse fato faz com que
quaisquer duas retas construidas sobre a superficie esférica sempre se encontrem em dois pontos
diametralmente opostos (Figura 1).

Figura 1 - Retas na Geometria Esférica.

Fonte: As autoras (2024)

4 Trabalhos que classificam a Geometria Fractal como uma GNE: Leivas (2013); Borges e Pereira (2017); e Sousa, Guerra e Nunes (2024).
As DCE do estado do Parané (2008) indicaram, no contelido estruturante “Geometrias”, os Fractais como parte do topico “Nogoes de
Geometrias Nao-Euclidianas”.

5 0 5.° postulado da GE passou por varias reelaboragoes. Por exemplo, John Playfair descreve: “sejam dados, em um plano, uma reta AB e um
ponto P que néo esta no plano, entdo existe uma e s6 uma paralela a AB passando por P”. A partir dessa escrita, 0 5° postulado passou a ser
chamado de “postulado das paralelas” (Sachs, 2016, p. 16).

327



VIDYA, v. 44,n. 1, p. 325-350,
jan./jun. - Santa Maria, 2024.

A problematizagao pode ser feita a partir da imagem da Figura 1. A inexisténcia de retas pa-
ralelas na Geometria Esférica constrasta com a nogao de paralelismo e de retas da GE. A partir da
problematizagao da nogéo convencional de reta como uma linha que se estende em ambas dire¢oes
indefinidamente, desafia-se a intuicdo construida a partir da GE e reinterpreta-se conceitos geomé-
tricos fundamentais.

E necessario pensar a formacéo de PMat como um processo complexo, dindmico e infindo que
engloba a interacao de varios elementos. O estudo de GNE em contextos de formagao de PMat pode
ter um impacto positivo para entender os elementos da propria GE (Souza, 2022), ao permitir que se-
jam atribuidos diferentes sentidos aos conceitos de reta, paralelismo e soma dos angulos internos de
um triangulo, o que amplia a sua compreensao, quando constituidos no modelo geométrico euclidia-
no (Junior, 2020). Ademais, o trabalho com GNE pode “contribuir para uma nova dimensao a pratica
pedagagica do professor, pois ele pressupde o desenvolvimento de processos de argumentacao, de
formulagao de conjecturas e de desenvolvimento do raciocinio dedutivo” (Cabariti; Jahn, 2006).

Esse fato tem o potencial de auxiliar o (futuro) professor em formagao a compreender a evolu-
¢ao dos tratamentos axiomaticos em geometria e como isso se relaciona com o desenvolvimento da
propria matematica (SBEM, 2013).

ENCAMINHAMENTOS METODOLOGICOS

Esta investigagao®, qualitativa de cunho interpretativo (Erickson, 1986), tem como objetivo dis-
cutir pontos de enfoque de reflexdes manifestadas por professoras formadoras a respeito da GNE na
formacgao de PMat. Para tanto, foram convidadas trés professoras experientes no ensino de geome-
tria, as quais foram escolhidas por terem trabalhado ou por trabalharem com a formagao de PMat
no estado do Parana, que sinalizou as GNE em suas Diretrizes Curriculares; por terem desenvolvido
projetos e publicagoes relacionados ao ensino de geometria; por terem orientado dissertagoes/teses/
iniciagoes cientificas relacionadas a geometria; e por terem interesse por GNE. Nao nos preocupamos
com a representatividade numérica de professores investigados, pois nao temos pretensao de tecer
generalizagoes relacionadas ao trabalho com GNE em contextos de formagao de PMat e, sim, discutir
reflexdes de formadoras consideradas experientes’ no ensino de geometria. Na perspectiva de Jorge
Larrosa (2002, p. 24):

a experiéncia, a possibilidade de que algo nos aconteca ou nos toque, requer um
gesto de interrupgao, um gesto que é quase impossivel nos tempos que correm:
requer parar para pensar, parar para olhar, parar para escutar, pensar mais devagar,
olhar mais devagar, e escutar mais devagar; parar para sentir, sentir mais deva-
gar, demorar-se nos detalhes, suspender a opiniao, suspender o juizo, suspender
a vontade, suspender o automatismo da agao, cultivar a atengéo e a delicadeza,
abrir os olhos e 0s ouvidos, falar sobre 0 que nos acontece, aprender a lentidao,
escutar aos outros, cultivar a arte do encontro, calar muito, ter paciéncia e dar-se
tempo e espaco.

6 Aprovada pelo Comité de Etica em Pesquisa da Universidade Estadual de Londrina (parecer: 5.001.063; CAAE: 50991921.1.0000.5231).

7 As professoras atuam/atuaram no estado do Parand, o qual incluiu tépicos de GNE no curriculo da EB (Parand, 2008). Elas tém/tiveram
participacao ativa na area de Educagao Matematica, tanto em escolas da EB quanto em Universidades publicas, envolvendo-se em cursos de
graduacao, programas de pds-graduagao, projetos de extensao, grupos de pesquisa e eventos académicos da area.
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A experiéncia, portanto, é aquilo que “nos passa, que nos acontece, o que nos toca.” (Larrosa, 2002,
p. 21). As trés professoras escolhidas, Loreni, Marie-Claire e Mariana®, apresentam essas caracteris-
ticas e foram convidadas pela primeira autora deste artigo a participar desta investigacao (Quadro 1).

Quadro 1 - Formagao e atuacéo profissional das professoras participantes.

Atuacao Profissional
Educacgao Basica | Ensino Superior

Professora Formacao

Licenciatura em Matematica (1991) (UEL);
Loreni Mestrado em Ensino de Ciéncias e Educacao Matematica (2004) (UEL); 28 anos 16 anos
Doutorado em Ensino de Ciéncias e Educacao Matematica (2014) (UEL).

Licenciatura em Matematica (1976) (UEPG);

Graduagao em Engenharia Civil (1980) (UEL);

Mestrado em Estatistica (1989) (UEL);

Doutorado em Tecnologia de Ensino (2000) (Université Laval).

Graduagao em Matematica (2004) (UEM);
Mariana Mestrado em Educagao para a Ciéncia e o Ensino de Matemética (2010) (UEM); - Desde 2008
Doutorado em Educacao para a Ciéncia e o Ensino de Matematica (2015) (UEM).

Fonte: As autoras (2024)

Marie-Claire 4 anos 26 anos

Loreni atuou como professora formadora nos cursos de licenciatura da Faculdade de Apuca-
rana (FAP) e da Universidade Estadual do Parana (UNESPAR). Na formagao de PMat, trabalhou com
as disciplinas de Geometria, Geometria Plana, Geometria Espacial e Ensino de Geometria. Atuou na
formagao de PMat em diversas Secretarias de Educacéo Municipal do estado do Parana, produziu
artigos e desenvolveu projetos relacionados a GNE na formacao inicial de PMat.

Marie-Claire atuou como professora formadora na UEL nos cursos de Licenciatura em Matema-
tica e Arquitetura e Urbanismo. Também atuou no Programa de Pos-Graduac&o em Ensino de Cién-
cias e Educacao Matematica - PECEM. Lecionou disciplinas como Desenho Geométrico, Geometria
Descritiva, Desenho Arquitetnico, Geometria e Algebra Linear. Marie-Claire elaborou e desenvolveu
projetos envolvendo Desenho Geométrico, Geometria e ensino de Geometria para professores da
escola basica e para estudantes de graduacéao.

Mariana trabalha na formacao inicial de PMat na Universidade Estadual de Maringa (UEM) e
no Programa de Pos-graduacdo em Educacao Matematica (PRPGEM) da UNESPAR. E lider do gru-
po de Pesquisa em Ensino de Geometria (GPEG) que estuda o ensino de Geometria e a Didatica da
Matematica e € a Primeira Secretaria da Sociedade Brasileira de Educagao Matematica - regional
Parana (SBEM/PR) (2022-2025). Ja lecionou nos cursos de Licenciatura em Matematica, Pedago-
gia, Ciéncias Econdmicas, Informatica, Ciéncia da Computacgao, Ciéncias Contabeis, Engenharia Civil,
Engenharia de Producéo, Zootecnia e Ciéncias Biologicas. Ela elaborou e desenvolveu projetos de
pesquisa, escreveu artigos para revistas e eventos e orientou iniciagoes cientificas, relacionados a
GNE. Atualmente, orienta uma pesquisa de mestrado sobre a tematica.

As trés professoras foram convidadas a elaborar narrativas de natureza reflexiva, tendo em
vista suas consideragoes sobre o trabalho com GNE na formagéo de PMat. A escolha pelo uso de
narrativas nessa investigagao se sustenta no fato de que individuos tém historias para contar e
estas podem indicar como interpretam, criticam e vislumbram o mundo, individual e socialmente.

8 0s nomes néo sdo ficticios.
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Esses individuos sao atores de suas historias, revelam-se e constituem-se por meio do discurso.
A narrativa indica o que e como pensam sobre determinado assunto, e a experiéncia de quem a es-
creve pode assumir a forma das narrativas usadas para conta-las.

Ao contar ou escrever uma situacao vivida, quem produz a narrativa mostra como
vivenciou a experiéncia, revelando um conhecimento tacito. Essa fungao da lingua-
gem, de construir a realidade pelo modo como o individuo da sentido ao mundo e
as suas vivéncias, parece-me ser o traco que define e torna narrativa peculiar em
relagao a outras formas do discurso e o que a torna um poderoso método de inves-
tigacao em educacao (Coura, 2018, p. 62).

Portanto, as narrativas seriam como reconstrugoes particulares da experiéncia (Bolivar;
Domingo; Fernandes, 2001). A palavra narrativa é polissémica. Pode se referir a escrita do professor,
narrativas autobiograficas e de experiéncia, historias de vida, pesquisa narrativa etc. “Em muitos
casos, nao se trata de termos correlatos, mas com mdaltiplos significados e mdaltiplas formas de
abordagem tedrica e de analise” (Mendes; Passos; Silva, 2014, p.703). Nesse estudo, as narrativas
foram utilizadas como instrumento metodologico para a obtengao das informagdes. Solicitamos as
professoras que produzissem narrativas de natureza reflexiva considerando o enunciado a seguir
(Figura 2). Destacamos que o presente artigo faz parte de uma pesquisa de mestrado que con-

siderou, além dos aspectos relacionados ao trabalho com GNE na formagdo de PMat, aspectos
relacionados a EB.

Figura 2 - Enunciado da narrativa

Objetive: compreender percepcdes de professoras experientes no ensino de
geometria a respeito do trabalho com as GNE em contextos de formacdo de PMat
e na educacdo basica;

Orientacoes: Considerando seu trabalho como formadora de PMat e como
professora de geometria, elabore um texto de natureza reflexiva que apresente as
suas percepcdes a respeito das GNE na formagdo de PMat e na educagio basica.

Para a construgdo dessa narrativa, vocé pode contemplar:
¢ 0 papel das GNE na formacéo inicial e continuada de PMat;
¢ elementos das GNE a serem considerados na formacio de PMat;
e desafios inerentes aos formadores no trabalho com GNE na formacéo de PMat.

Fonte: As autoras (2023)

A natureza das narrativas € reflexiva, uma vez que expdem elementos problematizadores de
suas praticas docentes e de seus saberes experenciais. As professoras, ao narrarem de maneira
reflexiva suas experiéncias a outros, aprendem e ensinam e podem (re)significar suas experiéncias
e saberes proprios (Clandinin, 2003). As reflexdes, sob a otica de Muir e Beswick (2007), podem ser
classificadas em diferentes niveis: a descrigao técnica, que contém relatos gerais da pratica docente
por vezes focados em aspectos técnicos em detrimento do valor das experiéncias; a reflexao delibe-
rada, que identifica eventos particulares em sala de aula e fornece justificativas para comportamen-
tos e/ou agoes; e a reflexdo critica, que, além de identificar esses eventos, fornece explicagoes que
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levam em conta perspectivas dos outros e oferece alternativas relacionadas ao ensino e aprendiza-
gem. A analise das trés narrativas produzidas pretendeu identificar reflexoes, ideias e opinides das
formadoras sobre GNE na formagao de PMat.

O dialogo, no sentido estrito do termo, ndo constitui, € claro, senao uma das formas,
é verdade que das mais importantes, da interagao verbal. Mas pode-se compreender
a palavra “didlogo” num sentido amplo, isto é, ndo apenas como a comunicagao
em voz alta, de pessoas colocadas face a face, mas toda comunicagao verbal, de
qualquer tipo que seja (Bakhtin, 2010, p. 117).

A analise® foi dividida em quatro momentos principais. No primeiro, fizemos leituras iniciais e
flutuantes de modo a compreender todos os elementos abordados nas narrativas. Fizemos marca-
coes e anotagoes preliminares, buscando estabelecer algumas relagoes entre as consideragoes de
cada narrativa, 0 que nos permitiu vislumbrar superficialmente possiveis pontos de enfoque. Em
seguida, no segundo momento, foram selecionados trechos que julgamos representativos para o
delineamento dos pontos de enfoque.

Na busca de estabelecer pontos de enfoque bem delimitados, empregamos algumas estraté-
gias. Imprimimos e organizamos 0s trechos sobre uma mesa e tentamos agrupa-los de acordo com
0S possiveis pontos de enfoque iniciais, porém notamos que alguns trechos podiam se encaixar em
mais de um agrupamento. Para superar limitagcoes encontradas durante as leituras, utilizamos gra-
vagoes em audio das leituras completas de cada narrativa e fizemos destaques nas narrativas com
marca-textos coloridos e sublinhadosApds a combinagéo desses metodos, constituimos trés pontos
de enfoque, nomeadamente: justificativas para o trabalho com GNE na formacao de PMat; desafios
relacionados a inclusédo de GNE na formagao de PMat; e sugestoes de metodologias, abordagens e
recursos didaticos para o trabalho com a GNE na formacéo de PMat.

No terceiro momento, levando em conta 0s objetivos de nossa pesquisa, organizamos a descri-
¢ao e a analise interpretativa das informacoes, em torno dos pontos de enfoque. Contudo, como sur-
giram algumas duvidas relacionadas aos trechos das narrativas, num quarto momento, contactamos
as professoras participantes via um aplicativo de mensagens instantaneas para esclarecer algumas
informagodes. O conteudo das mensagens de texto passou a integrar o corpus da pesquisa.

Na proxima secdo, analisamos aspectos constituintes dos pontos de enfoque. Utilizamos “N”
para representar trechos retirados das narrativas produzidas pelas professoras formadoras; e “MT”
para indicar as mensagens de textos encaminhadas pelo aplicativo de mensagens instantaneas.

REFLEXOES MANIFESTADAS POR PROFESSORAS FORMADORAS A RESPEITO DAS GNE NA
FORMAGCAO DE PROFESSORES DE MATEMATICA

Nesta segao, descrevemos e analisamos aspectos revelados pelas professoras experientes no en-
sino de geometria a respeito do trabalho com GNE na formacéo inicial e continuada de PMat. Em alguns
casos, apontamos ao leitor exemplos (entre figuras e modelos manipulaveis com acesso disponibilizado
por notas de rodapé) que desencadearao a apreensao de alguns aspetos citados nas narrativas.

O texto a seguir esta organizado em torno dos trés pontos de enfoque, nomeadamente: justifi-
cativas para o trabalho com GNE na formacgao de PMat; desafios relacionados a inclusédo de GNE na

9 No processo de andlise das narrativas também foram utilizadas mensagens de texto em conversas de um aplicativo de mensagens instantaneas,
realizadas para esclarecer algumas afirmagoes presentes nas narrativas.
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formacdo de PMat; e sugestoes de metodologias, abordagens e recursos didaticos para o trabalho
com GNE na formagao de PMat.

Justificativas para o trabalho com Geometrias nao Euclidianas na formacao de professores de
Matematica

Ao discorrer sobre GNE, as professoras justificam a presenca dessa tematica na formacao de PMat.

Mariana e Loreni destacam que o trabalho com GNE pode favorecer o didlogo com outros
conceitos matematicos. Mariana aponta que este estudo nao se limita apenas a area especifica de
geometria, sublinhando a conexao entre as GNE e os diferentes campos/conceitos da matematica:

0 estudo das geometrias ndo euclidianas possibilita o trabalho com diversos assun-
tos da matematica tais como: algebra, aritmeética, fungées, dentre outros [Mariana,
2023, NJ.

Podemos citar o trabalho com fractais como exemplo de articulagao entre as GNE e algebra.
A arvore bifurcada, ou arvore fractal'®, ¢ um exemplo de fractal que contém sequéncias numeéricas
que podem ser classificadas como progressoes aritméticas (PA) ou geométricas (PG). Este fractal
é gerado, ao considerarmos um segmento de comprimento 1 (uma unidade), em que o fator de re-
ducéo é e 0 angulo de bifurcacdo é 120°. Se nos referirmos ao numero de novos segmentos e aos
seus comprimentos, podemos concluir que a sequéncia é uma PG, mas se nos referirmos ao nivel do
fractal e a0 comprimento total da curva, a sequéncia sera uma PA.

Loreni defende que o estudo de conceitos de GNE pode ampliar a compreensao de conceitos
da propria GE, ao relatar que estas:

tém o papel também de contribuir para melhor compreensao dos conceitos da
geometria euclidiana [...] como também da Matematica em geral [Loreni, 2023, N].

Com base nos apontamentos de Loreni, podemos citar como exemplo a aplicagdo da lei dos
cossenos em tridngulos esfericos. A referida lei descreve a relagao entre os lados e angulos de um
tridngulo plano qualquer. A deducéo da lei dos cossenos na GE € construida a partir da altura do
triangulo, que gera dois triangulos retangulos e nos permite, convenientemente, inferir as razoes
existentes entre os catetos, a hipotenusa e os angulos. A versao esférica da lei dos cossenos é co-
nhecida como “formula fundamental”, e as relac6es estabelecidas ao longo da prova também advém
da construgao de triangulos retangulos planos.

A lei dos cossenos da trigonometria plana relaciona-se com a formula fundamental da trigono-
metria esférica, ja que ambas descrevem como dois lados adjacentes e 0s angulos de um triangulo
estao interconectados. Compreender a consisténcia e a validade de outros modelos geométricos
pode facilitar a compreensao da consisténcia e a validade da propria GE (Altoé, ef al., 2022) uma vez
que esta é um caso particular de um espectro mais amplo de possibilidades geométricas.

Loreni considera que

ao estudar estas geometrias [nao Euclidianas], tem-se a possibilidade de desen-
volver o pensamento geomeétrico do futuro professor ou do professor, bem como
10 Modelo manipulavel disponivel em: https://www.geogebra.org/m/WNrtmZap#material/sSFyHXwd.
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dos estudantes da Educagdo Basica. Esse estudo colabora para o trabalho com
investigagées de propriedades, a realizagdo de generalizagoes e a resolugao de
problemas de diversas areas do conhecimento em diferentes contextos [Loreni,
2023, N, grifo nosso].

Para Loreni, 0 pensamento geométrico é

um modo de pensar 0 mundo, uma atividade social em que se utiliza ideias geo-
meétricas. Uma atividade intuitiva da mente/pensamento que permite utilizar as
ideias dos diferentes espagos geométricos para resolver problemas matemati-
c0S ou ndo, como na arte, na natureza, na arquitetura etc, ou ainda, para tomar
decisées. E também, um pensamento criativo e produtivo que Se relaciona com
a visdo espacial, a representagao espacial e o movimento espacial dos objetos
geometricos [Loreni, 2023, MT].

Entender o espago com base em conceitos nao euclidianos demanda um processo mais abran-
gente em relacao ao pensamento geométrico e permite visualizar, analisar e raciocinar sobre espagos
distintos, promovendo mudancgas na forma como enxergamos o mundo. Por exemplo, o0 trabalho
com GNE pode ajudar o PMat e o futuro PMat a compreenderem o comportamento de objetos mas-
sivos'' de nosso sistema solar, 0 que abrange, inclusive, nogdes de Fisica. A teoria da relatividade
de Einstein prevé a existéncia de curvaturas no espago-tempo e explicita a ideia de que somente
corpos massivos tém a capacidade de curva-lo. A gravidade é uma consequéncia da curvatura do
espaco-tempo, causada por estes objetos, e € uma propriedade geométrica do espago-tempo (Fal-
ciano, 2009). Quanto mais massivo um objeto, maior € a curvatura criada e, portanto, mais forte € a
gravidade exercida. Neste espaco-tempo, 0s movimentos das particulas e da luz séo curvos. Todavia,
essas curvas nutrem relagdo com as linhas retas: assim como linhas retas descrevem a trajetoria
mais curta entre dois pontos em espacos planos, linhas curvas descrevem a trajetoria mais curta
entre dois pontos em espagos-tempo curvos.

Uma consequéncia desse fato esta associada ao posicionamento dos astros: a posicao apa-
rente de uma estrela no céu costuma estar deslocada de sua posigéo real, devido as curvaturas
existentes entre a estrela e o observador'2. Ampliar o repertorio, quanto ao conhecimento geométrico,
permite abordar situagoes-problema nas quais o0 modelo geométrico euclidiano apresenta limitagoes
para sua resolugao, como quando calculamos a posigao real de uma estrela qualquer. lgualmente via-
biliza a investigacao de propriedades e interagoes dos objetos envolvidos utilizando 0 modelo correto

A professora Mariana também chama a atengao para as contribuigoes do trabalho com GNE na
formagao de PMat como caminho para entender situagoes do cotidiano. As GNE podem

possibilitar compreender a existéncia de uma geometria diferente da que estamos
habituados e que pode ser reconhecida de forma representativa nas situagoes do
dia a dia e da natureza [Mariana, 2023, N].

Determinados conceitos nao euclidianos podem ser utilizados, por exemplo, quando nos deslo-
camos em espagos urbanos. A menor distancia entre dois pontos distintos da cidade nao serd uma
11 Objetos massivos sdo corpos celestes que possuem massa significativa em comparagado com outros corpos ao Seu redor e exercem

influéncia notavel na dindmica gravitacional no sistema solar. Sao exemplos: estrelas, planetas, planetas andes e grandes luas.
12 Para visualizar os conceitos tratados neste paragrafo, acesse https://www.geogebra.org/m/hXW4NGMN.
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reta (ou segmento de reta) euclidiana, pois nao é possivel “cortar” as quadras. A distancia entre o0s
dois pontos se da pela soma das unidades de deslocamento pelas quadras, que é o trajeto percorrido.
Esta forma de tratar medidas e distancias, como rotas de trafego urbano, ¢ denominada Geometria
do Taxi*, que se difere da GE apenas pela métrica. (Quadro 2)

Quadro 2 - Comparacao entre a Geometria Euclidiana e a do Taxi

Geometria Euclidiana Geometria do Taxi
Calculo da distancia de(A,B) = (xq — %) + (Vu — ¥)? d.(A,B) = |xa — xp| + [ya — ¥l
B B
4 ® 4
3 3
Representagdo geométrica ) .
A A
1 ® 1

Fonte: Elaborado pelas autoras (2024)

Note que a forma usual de realizar deslocamentos em espagos urbanos é, portanto, nao eucli-
diana (Leivas, 2014). A métrica utilizada na Geometria do Taxi tem implicagoes significativas na for-
ma como as distancias sao interpretadas e visualizadas, ja que a fungao distancia sofre modificagao.
Quando trabalhamos com a defini¢&o de circunferéncia da GE “uma circunferéncia de centro C e raio
é definida como sendo o conjunto dos pontos do plano a distéancia de C” (Augustini, 2019, p. 58) na
Geometria do Téxi, temos uma representagao “atipica”. Conforme o tamanho das quadras da cidade
diminui, os pontos que descrevem a “circunferéncia” tornam-se mais numerosos e aproximam-se da
representacdo de um quadrado, chamado de “taxi-circunferéncia” (Figura 3).

Figura 3 - Evolucéo da “circunferéncia” na Geometria do Taxi.

Fonte: As autoras (2024)

0 estudo de outros aspectos, como conicas, mediatrizes e o valor da constante , pode explici-
tar as divergéncias nas representagoes graficas e numeéricas entre os dois modelos geométricos e
colaborar na aceitagao de métricas diferentes das utilizadas na GE.

13 0 plano da Geometria do Taxi pode ser adaptado com a atribuigdo de pesos especificos a cada unidade, o que resulta em caracteristicas
individuais em cada caso e permite estabelecer comparagoes fiéis com mapas de cidades.
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Mariana considera que

conhecer uma geometria diferente da euclidiana amplia 0s horizontes em termos
de geometria, matematica e cultura. [Mariana, 2023, N].

Como cultura, Mariana relata que compreende

questoes relacionadas a astronomia, por exemplo. No caso da geometria esférica |[...]
podemos pensar no globo terrestre e explorar as suas geodésias (que Sao as retas
curvas). E também, em obras de arte com as de Escher, por exemplo. |...] Além disso,
podemos observar em certas arquiteturas modernas que representam as geometrias
n&o euclidianas em seus aspectos de construgdo [Mariana, 2023, MT].

0 trecho exemplifica a presenca e a influéncia de conceitos ndo euclidianos em diferentes as-
pectos da cultura, como no conhecimento cientifico (astronomia), arte e arquitetura. Maurits Cornelis
Escher (1898-1972) foi um artista grafico holandés que trabalhou com nogdes de simetria, perspec-
tiva e GNE. Suas obras podem ser vistas como exemplo de como avangos matematicos influenciam
a Arte. Em Limite Circular | (1958), representou tesselagoes que se assemelham a tesselagao com
triangulos hiperbdlicos no modelo do Disco de Poincaré (Figura 4).

Figura 4 - Comparagéo entre a obra Limite Circular | (1958) de Escher e
tesselagao com triangulos hiperbolicos no disco de Poincaré.

AR

''''''

Fonte: Ernst (1978, p. 70) e Albon e Nos (2022, p. 25)

As obras de Escher continuam sendo referéncias culturais e fonte de inspiragao para a explo-
racao de ideias matematicas, demonstrando como a matematica pode transcender as fronteiras
académicas e escolares.

Marie-Claire justifica a presenca de GNE em cursos de licenciatura e bacharelado em matema-
tica, tendo em conta a importancia de sua origem, desenvolvimento e consisténcia tedrica.

E importante que saibam da existéncia das geometrias ndo euclidianas, entendam
porque elas apareceram, o que justifica a existéncia delas [Marie-Claire, 2023, N].
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Também enfatiza que estudos, envolvendo GNE, podem ser vistos como

ciéncia e eles [os futuros professores] podem fazer avangar essa ciéncia com seus
estudos e pesquisas [Marie-Claire, 2023, NJ.

Marie-Claire revela acreditar que, para além de saber da existéncia de outros modelos geo-
meétricos e seus conceitos, 0 estudo de GNE em contextos de formagdo de PMat permite aprofun-
dar essa tematica em pesquisas académicas. A professora Marie-Claire julga importante que 0s
cursos de formacgédo de bacharéis e licenciados em matematica fomentem, também, a formagao
de futuros pesquisadores.

Em sintese, as justificativas para o trabalho com as GNE na formacéo de PMat apresentadas
pelas professoras incluem: a possibilidade de estabelecer conexdes com outros campos/conceitos
matematicos; a oportunidade de ampliar a compreensao de conceitos da GE; a articulagao das GNE
com outras area do conhecimento como Fisica e Arte e com situacoes do dia a dia; o desenvolvimen-
to de investigagoes e as generalizagoes de relagoes envolvendo GNE; e a viabilidade de investigagoes
académicas relacionadas a tematica.

Desafios relacionados a inclusao de GNE na formacao de PMat

As professoras reiteram que incluir as GNE em programas de formacao inicial e continuada de
PMat envolve alguns desafios especificos.

Um deles diz respeito ao conhecimento de GE dos professores. Marie-Claire conta a sua expe-
riéncia na implementagao de uma atividade durante um curso de formacao de professores que atuam
nos anos iniciais. Ela apresentou aos participantes questoes relacionadas a GE, retiradas da Provinha
Brasil, com o proposito de serem solucionadas e disse que “o indice de erros foi alto, semelhante aos
dos estudantes da 1.2 a 5.2 série (2.° e 6.° ano)” [Marie-Claire, 2022, N, grifo nosso]

As dificuldades dos professores em geometria podem ter relagcdo com o seu processo formati-
vo. Professores polivalentes costumam ter uma formagao centrada em processos metodologicos que
nao propiciam adequadamente os fundamentos matematicos, em que prevalece a crenca utilitarista
da matematica com prioridade para calculos e procedimentos (Nacarato; Mengali; Passos, 2017).
0 foco das disciplinas formativas costuma voltar-se para métodos de ensino e opgoes didaticas,
como se saber ensinar matematica fosse suficiente. Por vezes, os professores em formagéo nao
entendem adequadamente conteiidos matematicos e sua importancia.

As dificuldades desses professores em topicos de geometria podem se alongar desde o ensino
basico, dadas as lacunas de sua alfabetizagdo matematica (Nacarato; Paiva, 2017). Esse fato pode
reverberar e gerar obstaculos durante a alfabetizagdo matematica de seus estudantes, que podem
nao ser enfrentados e superados nos anos escolares seguintes, e, consequentemente, influenciar o
desempenho das escolas em avaliagoes em larga escala™. Nesse contexto, a formagao continuada
do professor polivalente pode ser encarada, entre outras coisas, como meio de mitigar lacunas ad-
vindas de toda a sua formagao.

14 As avaliagoes de larga escala, advindas de um movimento reformista global, se estruturam a partir de uma concepgao padronizada da
educacao, ao definir um curriculo nacional e padroes de aprendizagem. O resultado é a descentralizagdo da educacao, a responsabilizagao
das escolas e dos professores pelo desempenho e um ensino voltado excessivamente para testes, 0 que pode vir a ter natureza comparativa
e, consequentemente, competitiva. Portanto, os resultados dos estudantes em avaliagdes dessa natureza nao revelam, necessariamente, o
desenvolvimento de seu aprendizado (Hypolito, 2019).
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A alfabetizagdo matematica adequada e a compreensao previa de conceitos euclidianos €, para
Marie-Claire, essencial para o posterior estudo de conceitos nao euclidianos. Ela enfatiza que

minha luta seria primeiro para melhorar o ensino de Geometria Euclidiana em todos 0s
niveis de ensino, inclusive com os professores que fazem pedagogia. Depois da base
bem-feita, podemos fazer um revestimento complementar [Marie-Claire, 2023, N].

0 trecho demonstra a preocupagao de Marie-Claire em tratar os desafios relacionados ao ensi-
no de geometria de forma abrangente, envolvendo todos os niveis educacionais e incluindo a forma-
cao de professores. Em sendo assim, pode-se construir um terreno fertil para futuras exploragoes de
conceitos ditos mais complexos e/ou avangados, como alguns topicos de GNE.

Ha estudos que identificaram que criangas que compreendem o sistema de coordenadas po-
dem desenvolver nogoes fundamentais de Geometria Topologica, Esférica, Hiperbdlica e Projetiva
(Debastian Neto; Nogueira; Franco, 2013). Logo, o nivel de dificuldade e abstragdo do conteido nao
euclidiano pode depender das intencionalidades do professor, e sua implementacao em sala de aula
nao precisa, necessariamente, se dar depois do estudo de todos os topicos de GE. Porém, ter fami-
liaridade com conceitos geométricos euclidianos fornece uma base conceitual util para o estudo de
GNE, uma vez que alguns surgem a partir da negacéo ou alteragdo de postulados da GE.

Os conhecimentos prévios de GE necessarios para o estudo de GNE podem, do mesmo modo,
se configurar como desafios a serem superados. Loreni relata que

geralmente 0s estudantes chegam ao ensino superior com experiéncias somen-
te da Geometria Euclidiana e com alguns conceitos desenvolvidos que podem se
tornar obstaculos didaticos para a aprendizagem das Geometrias Ndo Euclidianas
[Loreni, 2023, N].

As nogoes geomeétricas de professores e futuros PMat sao, geralmente, moldadas por princi-
pios da geometria que conhecem - a euclidiana. Afastar-se dos principios que estdo acostumados
e se permitir estudar elementos que podem confronta-los pode ser uma tarefa complicada, dada a
influéncia que os conhecimentos prévios tém na construgdo de novos conceitos e a dificuldade que
temos, naturalmente, de reavaliar crengas.

Um exemplo € a seguinte afirmagao: “a soma dos angulos internos de qualquer tridngulo é
sempre 180°”, que é verdadeira, quando a estudamos na GE. Entretanto, na perspectiva da Geome-
tria Esférica, a soma dos angulos internos de um triangulo esférico'™ é sempre maior que 180°. Essa
geometria permite a existéncia de tridngulos com trés angulos retos (trirretangulos), fato que pode ser
surpreendente e dificil de aceitar para quem toma a afirmagao exemplificada como verdade. Assumir
a soma dos angulos internos de qualquer triangulo sempre como 180° pode fazer com o0s estudantes
entendam que essa “regra” é verdadeira em todos 0s contextos e gerar barreiras na aprendizagem.

Outro desafio citado nas narrativas diz sobre a abordagem de disciplinas especificas de GNE
em cursos de licenciatura em Matematica. Em relagao a disciplina voltada para o estudo desses con-
tetdos na Universidade em que leciona, Mariana narra que

docentes com bacharelado ministram a disciplina de “Geometrias ndo-euclidianas”
para um curso de Licenciatura em Matemadtica, de forma totalmente axiomatica

15 Para visualizar a soma dos angulos internos de triangulos esféricos, acesse https://www.geogebra.org/m/quzzydhb
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sem prepara-los metodologicamente para o ensino deste tema na Educacao Basica
[Mariana, 2023, N].

Se o foco de disciplinas especificas de GNE se der na estrutura ldgica, no rigor da construcao
dos argumentos, no desenvolvimento teorico, em provas e em dedugoes, estas podem preparar 0s
académicos que desejam seguir carreira como matematicos e pesquisadores de Matematica, mas
nao, necessariamente, instrumentalizar os que ingressarao como docentes na escola basica, o foco
da licenciatura. Em suma, a abordagem assumida pelos formadores pode se desconectar do objetivo
do curso, que é formar PMat.

Essa abordagem pode ter relacao com os desafios dos proprios formadores, ao ensinarem GNE.
Segundo Mariana

muitos desafios sdao impostos aos professores que trabalham com as geometrias
n&o-euclidianas na formagdo de professores, desde o conhecimento deste assunto
até as metodologias adequacas para o seu trabalho [Mariana, 2023, NJ.

A abordagem desses contetdos, em licenciaturas ou bacharelados, além de requerer o enten-
dimento de seus conceitos, demanda abordagens pedagogicas cuidadosas por conta da divergéncia
entre as GNE e a GE. Nas licenciaturas, mais desafios sao impostos aos formadores, como o fato de
se considerarem abordagens convenientes para esses conteudos, visando ao seu trabalho na EB e
discutir possiveis escolhas metodoldgicas para este fim.

0 trabalho metodoldgico deve visar explorar matematicamente (geometricamente
e algebricamente) as representacoes construidas. A construgdo pode ser feita de
modo concomitante a sua exploragdo matematica [Mariana, 2023, MT].

Enfatizamos que abordagens que ndo assumam enfoques formalistas ndo negam a relevancia
no estudo de GNE por um viés axiomatico.
Na mesma direcéo, Loreni relata que

0s formadores de professores enfrentam desafios no trabalho com as geometrias
néo euclidianas na formacdo inicial, uma vez que o curriculo das licenciaturas em
Matemadtica (pelo menos alguns que conhego) ndo as contemplam; muitas vezes
0s formadores também nao foram formados para o ensino destas geometrias; nao
ha pesquisas suficientes com este tema e as que existem muitas vezes tratam um
dos espacos geomeétricos isolados dos outros [Loreni, 2023, N].

E de se esperar que a presenca timida de GNE em curriculos de formacao de PMat limite a
exposicao dos licenciandos (entre eles, futuros formadores) a esses conceitos. Por ndo fazer parte
dos conteudos convencionais em contextos educacionais, essas geometrias podem tender a ser
investigadas em areas da matematica que nao estao relacionadas diretamente a Educagao. Portanto,
é possivel que formadores que concentram seus estudos na area de Educacao e Ensino nao tenham
integrado a seus conhecimentos 0s aportes tedricos e metodologicos necessarios para ministrar
disciplinas especificas de GNE, mesmo em cursos de licenciatura.
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A observacéao feita por Loreni, de que pesquisas tratam os espacos geomeétricos isoladamente,
pode indicar uma tendéncia de as pesquisas centralizarem-se em uma tnica abordagem geomeétrica,
sem estabelecer conexdes entre diferentes espagos geomeétricos.

Em sintese, os desafios relacionados a inclusdo de GNE na formagao de PMat destacados
pelas professoras séo: a formacao de professores polivalentes, que tende a focar em meétodos de
ensino em detrimento dos contetidos a serem ensinados; a possivel énfase axiomatica em disciplinas
especificas sobre a tematica, que salienta a construgéo e a analise de estruturas matematicas em
detrimento do ensino; e a forma conceitual e metodoldgica necessaria para o trabalho com esses
contetidos em contextos de formagao de PMat. Enfim, os desafios enfrentados por formadores de
professores podem impactar (e provavelmente impactam) diretamente a formagéo dos professores
e dos futuros PMat.

Sugestdes de metodologias, abordagens e recursos didaticos a serem utilizados no trabalho
com Geometrias nao Euclidianas na formacao de professores de matematica

Considerando a natureza pouco familiar e o grau de abstracao de algumas GNE, as professoras
formadoras julgam necessario uma selegao cuidadosa e criteriosa de métodos de ensino, praticas
pedagogicas, abordagens e ferramentas empreendidas no processo de ensino e de aprendizagem,
que sao fundamentais para superar barreiras conceituais e que podem constituir ambientes que tor-
nem os conceitos nao euclidianos acessiveis para o professor em formagao.

0 enfoque em aspectos historicos e filosoficos é frequentemente indicado na literatura como
estratégia viavel para o ensino e a aprendizagem de GNE e, igualmente, foi citado pelas trés profes-
soras. Loreni aponta que

Desenvolver propostas na formagao envolvendo a historia do desenvolvimento das
Geometrias Nao Euclidianas sempre foi fundamental para que 0s professores pu-
dessem compreender a importancia de trabalhar com essas geometrias nas suas
praticas pedagogicas [Loreni, 2023, N].

Estudar a histdria do desenvolvimento de ideias matematicas e sua difusao permite a familiari-
zagao com narrativas historicas e pode auxiliar o professor em formagao a reavaliar o planejamento
de suas aulas, organizar mentalmente a estrutura da matematica, desenvolver estratégias de ensi-
no que Ihe permitam explorar conteidos matematicos e situar-se como sujeito historico (Araman;
Gomes, 2020). Loreni reforga a relevancia de abordagens historicas, envolvendo GNE em “momentos
que o professor cria um espago de aprendizagem por meio do seu ensino (sua pratica reflexiva)”
[Loreni, 2023, MT].

Na mesma diregao, Marie-Claire diz que

seria interessante que fosse mostrado como “apareceu” 0 ensino de Geometria
na educacgao formal em primeiro lugar, falando-se sobre Euclides e o legado dele.
Depois, mostrar que a geometria dele se aplica ao plano e nem tudo € plano. As
duvidas que surgiram quando matematicos tentavam provar o0 5° postulado e o que
foi obtido a partir dai [Marie-Claire, 2023, N].
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Marie-Claire sugere uma abordagem que considere, a partir de um enfoque histérico, o ensino
formal de GE, as influéncias da GE, as tentativas de prova do 5.° postulado e o surgimento das GNE
como alternativas a GE, comparando superficies planas e nado planas. Apds o enfoque histarico,
Marie propGe que “as discussoes podem ser aprofundadas para justificativas Matematicas” [Marie-
-Claire, 2023, N].

Marie-Claire defende que questoes historicas sejam tomadas como arranque para o trabalho
com GNE, seguida de aprofundamentos acerca das questdes matematicas envolvidas. O chama-
do “modelo do Disco de Poincaré” (Greenberg, 1994), um modelo de Geometria Hiperbadlica, pode
exemplificar como fundamentar o trabalho com GNE, baseado no seu desenvolvimento histdrico. Tal
modelo foi proposto apos a axiomatizagao da Geometria Hiperbolica e assume que, por um ponto P
exterior a uma reta AB ha infinitas retas paralelas a AB. Nesse modelo, as retas sao representadas
por curvas que se curvam em direcao a borda do disco, 0 que permite a existéncia de triangulos cuja
soma dos angulos internos € sempre menor que 180°7.

Sobre o trabalho com GNE na formagao inicial de PMat, a partir de enfoques historicos, Loreni
conta que

tinha a preocupacgao de que 0s futuros professores pensassem em questoes como:
em que momento politico/historico/filosofico isso aconteceu (a discussao no meio
cientifico)?; por que 0s matematicos questionaram o trabalho de Euclides?; o que
levou 0s matematicos a suspeitarem que 0 5° postulado poderia ser demonstra-
do?: por que 0s matematicos demoraram tantos anos para acreditar e comunicar
a existéncia das geometrias ndo euclidianas?; temiam a Igreja?; haviam preocupa-
cbes com seu ensino ou apenas em desenvolver novos teoremas e/ou contestar
Euclides?; por que a comunidade matematica teve/tem dificuldades em aceitar as
“novas” geometrias?; qual era o conceito de conhecimento da época, estava asso-
ciada a que tipo de filosofia? [...] na minha compreensao questées como estas, sao
elementos que devem nortear o trabalho dos formadores [Loreni, 2023, N].

Loreni sugere uma abordagem que leve em conta as questoes historicas, filosoficas e episte-
mologicas simultaneamente com questoes matematicas, fomentando discussoes que vao além do
desenvolvimento de novos teoremas ou da alteracao de postulados da GE. Questionar se as preocu-
pagoes que pairavam sobre 0s estudiosos matematicos tinham cunho religioso e politico, a que filo-
sofia 0 conceito de conhecimento da época era associado e se 0 ensino desses conceitos era posto
em debate, pode ajudar a entender que contextos, sujeitos, interesses e controvérsias permeiam e
podem ditar o movimento da realidade material da qual a matematica faz parte, além de indicar impli-
cagoes para seu proprio desenvolvimento. Um exemplo disso € o fato de as GNE terem despertado a
nocao de que a matematica, em sua totalidade, € uma criagéo arbitraria da mente humana e nao algo
ditado pelo mundo material. Tal nogao difere da ideia de matematica dos gregos, que a concebiam
como um estudo sistematizado do espaco material idealizado.

Loreni ainda fala:

Acredito que uma formacgao (inicial e continuada) que articula os diferentes es-
pagos (planos, hiperbalicos, esféricos) por meio de questées historicas, filosofi-
cas, sociologicas e de atividades praticas, partindo de uma abordagem intuitiva e

16 Para visualizar os angulos internos de tridngulos no modelo do Disco de Poincaré, acesse https://www.geogebra.org/m/xctabxmy.
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experimental, com situacées reflexivas e instigantes, que priorizem discussées e
argumentagoes Sdo necessarias dentro de uma perspectiva de ensino social, por-
que podem possibilitar que 0s professores e futuros professores possam incluir
estas geometrias no curriculo, ou seja, na pratica pedagogica para a formagdo mais
ampla dos estudantes. No entanto é necessario também pensar nas propriedades
matematicas destas geometrias e em métodos que estas possam ser formalizadas,
institucionalizadas [Loreni, 2023, NJ.

O excerto revela que Loreni defende uma abordagem que integra aspectos historicos, episte-
mologicos, filosoficos, sociologicos e praticos, calcados em bases tedricas consistentes que assen-
tam espacos geometricos em discusséo e tém o potencial de acarretar uma formagao abrangente
do educador matematico. Além disso, reconhecer a influéncia que as ideias advindas da GE tiveram
em contextos culturais, sociais e educacionais em certo tempo (até mesmo na contemporaneidade)
pode fomentar discussoes sobre questionamentos e extensdes de seu pensamento, exemplificando
como nascem e sao tratados paradigmas na ciéncia e na matematica.

Outra abordagem citada para o trabalho com GNE em contextos formativos leva em conta as
concepcoes dos professores e futuros professores. Segundo Mariana

ha de se considerar a necessidade de um trabalho metodologico que traga co-
nhecimento de uma geometria diferente da euclidiana, promovendo muadangas nas
concepgaes a respeito dos elementos geomeétricos existentes, sendo eles euclidia-
nos ou ngo-euclidianos [Mariana, 2023, N].

A mudanga conceitual que o estudo de GNE demanda deve ser pensada no trabalho metodo-
l6gico do formador. Um exemplo é o deslocamento de um individuo em uma superficie. Se estamos
em um ponto A e avangamos uma unidade para frente, depois nos deslocamos uma unidade para o
lado e, finalmente, retrocedemos uma unidade, nos retornamos ao ponto A inicial? A resposta para
essa pergunta parece Obvia, se considerarmos uma superficie plana. Porém, se nos referimos a
uma superficie esférica, a resposta é diferente. Nesse caso, o ponto A é considerado um dos polos'
da esfera, 0s deslocamentos para cima e para baixo sdo equivalentes a latitude, e o deslocamento
lateral corresponde a longitude. Sob essa perspectiva, concluiremos que, apds realizados 0S movi-
mentos, retornaremos ao ponto A e teremos descrito um tridngulo com trés angulos retos. Note que
ambas as respostas sao verdadeiras € o que as difere é tdo somente o contexto geomeétrico referido.
A situacao descrita destaca como as respostas para perguntas aparentemente simples podem variar
drasticamente com base no contexto em que sao feitas e colaborar na aceitagao de conceitos nao
euclidianos. A relevancia desses conflitos em processos formativos deve ser destacada, pois ela nao
se limita apenas ao trabalho com a Geometria Esférica.

Além de abordagens que considerem o0 desenvolvimento historico das GNE, as professoras
sugerem estratégias que assumam outros enfoques, como indica. Mariana:

0 uso de materiais manipulaveis, softwares de geometria, proadugoes artisticas em
forma de pinturas, dentre outros, podem auxiliar neste trabalho, no entanto é ne-
cessario estudo e conhecimento destas possibilidades para que sejam executadas
[Mariana, 2023, N].

17 Interseccao entre a superficie esférica e o eixo de rotagao.
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Aintrodugédo de materiais manipulaveis, como modelos tridimensionais e jogos que simulam
comportamentos de objetos em espacos geometricos distintos, podem tornar o estudo de GNE
mais tangivel. A visualizagao dinamica e interativa de seus conceitos pode ser estimulada por meio
de softwares de geometria dindmica (como ja exemplificado no presente trabalho) e expressoes
artisticas que tenham o potencial de fornecer analogias visuais. Essas sugestoes podem ser apli-
cadas tanto na formagao inicial como na continuada de PMat e na EB, ja que, além de visualizar,
simular e interagir, também pode suscitar discussoes acerca de aspectos didatico-pedagogicos
relacionados ao assunto.

Considerando suas experiéncias ao trabalhar com GNE em formagdes iniciais e continuadas de
PMat, Loreni conta:

Evidenciei possibilidades de desenvolver a interdisciplinaridade com varias dreas do
conhecimento, aspecto que colabora para que 0s estudantes possam compreender
e descrever certos fendmenos (que acreditam ndo serem matematicos) a partir de
espagos diferentes dos propostos por Euclides, ou Seja, constituirem conhecimen-
tos matematicos partindo de diferentes campos, por exemplo Arte. Examinando
as obras do arquiteto Oscar Niemeyer observa-se que ele muito se utilizou dos
conceitos das geometrias ndo euclidianas [Loreni, 2023, N].

A interdisciplinaridade permite desafiar a ideia de que a matematica é isolada de outros conhe-
cimentos, colaborando para que 0s estudantes possam compreender e explicar fendmenos comu-
mente considerados ndo matematicos, abordados a partir de geometrias alternativas a proposta pela
GE. Obras arquitetdnicas fundamentadas em conceitos ndo euclidianos, como as de Oscar Niemeyer,
podem trazer materialidade aos estudos, além de destacar a criatividade do processo e uma incorpo-
ragao tangivel em outros campos, como Arquitetura.

0 uso de contextos e elementos nao matematicos para se trabalhar com GNE é uma abordagem
citada pelas trés professoras. Como estratégia eficaz para incentivar professores em formagao con-
tinuada e inicial a transcender a ideia de que o0 estudo desses contetidos é mera “curiosidade”, Ma-
rie-Claire sugere “apresentar superficies que nao sejam planas e pedir por exemplo que construam
paralelas” [Marie-Claire, 2023, NJ.

Essa abordagem desafia o professor em formagao a construir conjecturas que envolvem curva-
turas e representac0es nao convencionais de conceitos centrais de algumas GNE, de forma pratica.

“Se for dificil consequir uma sela de cavalo, leve batatas Pringles. Vocé ja prestou atengao a forma
dessas batatas?” [Marie-Claire, 2023, N].

Embora os exemplos citados por Marie-Claire sejam analogias simplificadas e metaforicas, eles
podem ajudar os professores e futuros PMat a visualizarem superficies curvas e relacionar conceitos
abstratos de GNE ao cotidiano.

Em sintese, as metodologias, as abordagens e 0s recursos didaticos sugeridos pelas profes-
soras para o trabalho com GNE na formagao de PMat permeiam: abordagens historicas e filosoficas,
que dizem sobre a natureza e os paradigmas relacionados a tematica; estratégias interdisciplinares;
situac6es com correspondéncia no dia a dia; e 0 uso de materiais manipulaveis e softwares de geo-
metria dindmica. As sugestoes demandam selegdes cuidadosas e metodologicamente estruturadas,
de modo a tornar os conceitos em debate acessiveis aos professores em formacgao, considerando as
barreiras conceituais e 0s modos de pensar estabelecidos anteriormente.
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GEOMETRIAS NAO EUCLIDIANAS NA FORMAGAO DE PROFESSORES DE MATEMATICA: DIALOGO
COM A LITERATURA

Nos trechos das narrativas elaboradas pelas professoras que dizem a respeito das justificativas
apresentadas para o trabalho com as GNE na formacao de PMat, observamos que elas consideram
a necessidade de: estabelecer conexao das GNE com outros conceitos matematicos; ampliar a com-
preensao de conceitos da propria GE; articular GNE com outras areas do conhecimento; desenvolver
exploragoes e generalizagoes de relagoes geomeétricas; propor investigagoes académicas sobre con-
tetdos e principios das GNE.

Os desafios relacionados a inclusao de GNE na formagao de PMat estao associados: a forma-
cao de professores polivalentes e de PMat; ao enfrentamento a énfase axiomatica em disciplinas da
licenciatura; e a forma conceitual e metodologica necessaria para o trabalho com a tematica.

As sugestoes de abordagens metodologicas e recursos didaticos indicados pelas professo-
ras se concentram em enfoques historicos, filosoficos e epistemologicos; na interdisciplinaridade; e
no uso de materiais manipulaveis e softwares de geometria dindmica. Em suma, a importancia da
abordagem de GNE na formagao inicial e continuada de PMat se da nao apenas por ser um campo
de investigagdo, mas inclusive por conta de sua influéncia no desenvolvimento da geometria, da
matematica e da propria ciéncia.

Os aspectos manifestados pelas professoras em cada um dos pontos de enfoque, como rele-
vantes para serem considerados em programas de formacao de PM, chamam a atengao por propor-
cionarem ao professor em formagao: ampliar os horizontes conceituais, permitindo uma compreen-
sao abrangente do espaco e das propriedades geométricas; desenvolver um pensamento critico em
relagdo a matematica, como uma area em constante evolugao; preparar-se para desafios educa-
cionais, considerando diferentes abordagens e recursos; e incentivar a curiosidade e a exploragao,
tornando a aula mais envolvente e interessante.

0 estudo de GNE acarreta, por natureza, divergéncias entre conceitos euclidianos e nao eucli-
dianos, uma vez que 0s conhecimentos prévios de quem as estuda estdo calcados na GE e varios
conceitos ndo euclidianos sdo homonimos do conhecimento euclidiano (Kaleff; Nascimento, 2004).
0 contato com uma perspectiva diversificada e flexivel do espago pode levar os PMat e futuros PMat
a repensarem alguns conceitos geomeétricos fundamentais, como paralelismo e distancia entre pon-
tos, e a se familiarizarem com diferentes modelos geométricos. Esse fato permite que o professor
em formagao (re)construa um repertorio de conhecimentos mais abrangente no ambito da geometria
(Altoé et al., 2022) e mova-se com naturalidade entre diferentes espacos geométricos.

Mas para além de permitir o aprofundamento em questoes geométricas, o estudo de GNE pode
dialogar com outros conceitos matematicos, como Geometria Analitica (Leivas, 2014) e Analise
Combinatoria (Caldato, 2013), o que viabiliza uma integragéo entre contetdos, uma compreensao
rica de conceitos matematicos e suas inter-relagdes. O trabalho com GNE

pode favorecer o processo de compreensao, pelo professor, das principais carac-
teristicas e natureza da Matematica, visto que esse conhecimento faz-se presente
nao apenas na quantificagdo do real e no desenvolvimento de técnicas de célculo
com numeros e grandezas, mas, sobretudo, pela criagao de sistemas abstratos que
organizam, inter-relacionam e revelam fendmenos do espago, do movimento e das
formas (Cabariti; Jahn, 2006, p.11).
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Como muito bem lembra Cavichiolo (2011, p. 125), o estudo de GNE contribui “[...] ndo somen-
te para a ampliagao e aprofundamento do conhecimento da area da Geometria, mas, sobretudo, da
propria Matematica”. O contraste entre conhecimentos relacionados a GE e GNE incentiva o professor
em formacéao a repensar a natureza, a estrutura e os resultados do conhecimento geométrico, de
modo a compreender que premissas diferentes das quais estdo habituados podem gerar mode-
los geométricos tao consistentes quanto a GE, mesmo que com propriedades distintas. O trabalho
com GNE pode evidenciar que axiomas antes tomados como verdades absolutas sao, na realidade,
verdades relativas. Portanto, o que existe € um conjunto variado e plural de verdades. Esse embate
entre GE e GNE pode levar o professor em formacdo a questionar, também, os pressupostos basicos
sobre as quais a matematica é construida, possibilitando um posicionamento critico e inquiridor em
relagcdo ao conhecimento cientifico (Cavichiolo, 2011). Esse processo exp6e quebras de paradigmas
no conhecimento matematico, incluindo a concepgao de verdade matematica.

Os aspectos historicos relacionados ao desenvolvimento das GNE podem ser explorados em
contextos de formagao de PMat para esclarecer questoes relacionadas ao conhecimento matematico
e Seu ensino, a contextualizagdo de contetdos, a natureza da matematica e da ciéncia.

A historia do conhecimento geométrico ndo serve somente para expor 0 momento
de géneses da Geometria ndo Euclidiana, mas sim para construir uma visao mais
ampla da Matematica como Ciéncia em que 0s construtos de sua epistemologia vao
se modificando conforme o tratamento dado aos postulados de Euclides, projetando
novas formas de saber e fazer no campo da Geometria (Junior, 2020, p.59).

A historia da matematica pedagogicamente vetorizada (Miguel, Miorim, 2004) é delineada
como uma historia orientada primordialmente por objetivos pedagogicos e, portanto, construida sob
0 ponto de vista do PMat. Os autores destacam trés caracteristicas fundamentais dessa abordagem.
A primeira busca fornecer uma viséo cultural e institucional da matematica, enfocando-se nas neces-
sidades, questoes e dilemas surgidos em contextos nos quais a matematica desempenha papel sig-
nificativo. Nesse contexto, a matematica relaciona-se diretamente com outras praticas sociais. A se-
gunda caracteristica diz sobre utilizar a historia como meio de questionar problemas observados nas
praticas tanto de pesquisas em Educagao Matematica quanto de PMat. A terceira considera define a
historiografia como um meio de dialogo, no qual ela nao apenas fornece respostas e procedimentos
a serem aplicados, mas também estimula a reflexdo e a analise critica frente questoes historicas.
Essas caracteristicas abarcam as possiveis discussoes historicas relacionadas as GNE. O emprego
de elementos historicos no ensino de matematica nao deve ser norteado pela contextualizagao e pela
motivacao para os estudantes e professores em formagao, nem aderir a abordagens meramente
cronologicas e recapitulacionistas. Pelo contrario, essa abordagem pode contribuir significativamen-
te para a construgao do conhecimento geométrico e matematico dos envolvidos bem como para o
desenvolvimento do conhecimento pedagogico de PMat e futuros PMat. Além disso, a integragao da
historia como recurso em aulas de matematica pode promover a humanizagao, um aspecto muitas
vezes negligenciado nos dias atuais.

Ao estudarmos contextos, interesses e 0 movimento historico de seu desenvolvimento, identifi-
camos a estreita relacao que as GNE nutrem com as concepgoes de matematica e de ciéncia neces-
sarias ao educador matematico. Seu estudo desafia conceitos filosoficos arraigados, como a ideia de
uma geometria tinica e absoluta, instiga debates sobre a natureza, o desenvolvimento e a construgao
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do conhecimento matematico e permite captar as mudancas paradigmaticas na ciéncia. Do mesmo
modo 0 conhecimento historico é valioso para a pratica pedagadgica, pois possibilita vislumbrar que
a matematica ndo é apenas um conjunto de fatos objetivos, mas também um produto da cultura e da
sociedade de um determinado periodo (Brito, 1995).

Romper com a ideia de linearidade e rigidez da matematica e relevar a visao axiomatica na qual
a GE é calcada pode sustentar praticas educativas que se desvinculem do excesso de formalismo
predominante no ensino de geometria (Brum; Schuhmacher; Silva, 2015) e promovam a tolerancia
e a apreciagdo pela diversidade de pensamento. Note que isso ndo significa um abandono de abor-
dagens axiomaticas em geometria. A capacidade de imaginar e visualizar cenarios com relagoes
que podem, & primeira vista, nao ser intuitivas, permite elaborar conjecturas e propor solugoes para
alem dos limites de solugdes convencionais. A criatividade tem papel importante nessa equacéao, ja
que a elaboragao, a organizacao e a apresentagao logica de conjecturas e construgoes geomeétricas
também sao acoes criativas (Leivas, 2018). Afinal, foram matematicos criativos que questionaram o
status quo que considerava a GE como absoluta.

Além de possibilitar a ampliacéo de horizontes conceituais e colaborar no desenvolvimento do
pensamento critico, 0 estudo de GNE em contextos formativos pode preparar 0s professores em
formacao para alguns desafios relacionados a abordagem da tematica na EB. As conexdes entre GNE
e outras areas do conhecimento exemplificam a relevancia e a aplicabilidade destas e podem mitigar
a falta de familiaridade e “estranheza” com a tematica. A interdisciplinaridade é citada na literatura
como estratégia viavel para o ensino e a aprendizagem de GNE dadas essas conexdes. A Geometria
do Taxi descreve a malha e os deslocamentos urbanos, e pode ser relacionada a Cartografia (Caval-
cante et al., 2019). A Geometria Esférica descreve a superficie terrestre e a esfera celeste, podendo
ser relacionada a Astronomia Posicional (Kovacevic, 2019) e a Geografia (Honda, 2013). Os fractais
podem ser identificados em grafites (Navarro et al.,, 2022) e em pinturas cubistas e abstratas (Junior,
2008). Em sintese, essas conexdes entre GNE e outras areas e disciplinas, além de relevantes, tém
correspondéncia com situagoes do dia a dia e respondem a antiga e persistente indagacao dos estu-
dantes acerca da aplicabilidade da matematica.

A associacao de conceitos, até entao abstratos, ao cotidiano e outras areas do conhecimento
pode despertar a curiosidade e incentivar o desenvolvimento de uma mentalidade investigativa de es-
tudantes e professores em formagao. O uso de materiais manipulaveis (Gregor et al., 2021) e softwa-
res de geometria dinamica (Albon; Nos, 2022) no trabalho com GNE promove o desenvolvimento de
visualizagao de conceitos geométricos, a partir de manipulagoes, e permite que o individuo relacione
0 espaco em que vive com o0 objeto de estudo.

Outro ponto que pode colaborar com a formagao do PMat esta relacionado a consciéncia da difi-
culdade dos estudantes em se desvincularem de conhecimentos geomeétricos prévios. Afirmagoes como
“a soma dos angulos internos de um triangulo é sempre 180°” e “a distancia entre duas retas paralelas é
sempre constante” devem ser esclarecidas como validas apenas na GE, caso contrario podem produzir
obstaculos epistemologicos que podem interferir na compreensao de conhecimentos cientificos (Lovis
et al., 2014). Portanto, o trabalho com GNE deve ser cuidadoso e metodologicamente estruturado, tendo
em conta os conhecimentos prévios dos estudantes e as intencionalidades do professor.

E razoavel concluir que o estudo de GNE em contextos de formagao (tanto inicial quanto conti-
nuada) de PMat amplia os horizontes relacionados a matematica, as concepgoes didatico-pedagogi-
cas e historico-sociais dos envolvidos. Como bem complementa Cavichiolo (2011, p. 125), o estudo
dessas geometrias:
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conduz a reflexao sobre a natureza e os processos de construgao da Matematica,
mostrando-a como constructo intelectual dindmico e, portanto, passivel de mudan-
cas decorrentes das necessidades do homem de resolver determinados problemas
em diferentes épocas, quer sejam internos da Matematica ou da propria realidade
social.

A compreensao sobre como o conhecimento matematico é construido e validado abrange as-
pectos epistemoldgicos, filosoficos, sociais e historicos envolvidos nesse processo (Bicudo, 2021).
A compreensao do conhecimento matematico por PMat em sua complexidade pode reverberar dentro
das salas de aula, no ensino e na aprendizagem da matematica.

Esta secao de discusséo teve o objetivo de estabelecer relagoes entre os resultados da analise
e a literatura disponivel. Na sequéncia, apresentamos algumas consideragoes.

CONSIDERAGOES FINAIS

Neste artigo, exploramos aspectos relacionados ao trabalho com GNE na formagao inicial e
continuada de PMat Com base em reflexdes, ideias e concepgoes de professoras experientes no en-
sino de geometria e na literatura, foi possivel identificar algumas dimensoes sobre a tematica. Ao dar
voz a professoras formadoras experientes, evidenciamos elementos advindos de suas experiéncias
praticas, identificando obstaculos observados por elas, dando atengao as sugestoes de estratégias
pedagogicas e as incluindo no processo de construcao do conhecimento da Educacao Matematica.

As GNE podem ser uma fonte rica de aprendizado e reflexdo, permitindo uma compreensao
substancial de conceitos geométricos, mesmo aqueles relacionados a GE. O processo de descons-
trucdo das “verdades” euclidianas e exploragao de outros modelos geométricos pode ampliar a visao
dos professores em formacao sobre Geometria, Matematica, Ciéncia e Cultura e colaborar no de-
senvolvimento de um pensamento critico. Além disso, o estudo de GNE tem potencial para servir de
ponte para diversas areas do conhecimento como Arte, Astronomia, Geografia e Historia.

A integracdo das GNE em cursos de licenciatura em matematica exige uma reflexao mais pro-
funda sobre o curriculo atual. Para promover uma ruptura com 0s modelos tradicionais, € neces-
sario repensar a estrutura curricular, incorporando abordagens interdisciplinares, conexdes com
situagdes do cotidiano e outras areas do conhecimento, bem como o uso de materiais didaticos
diversificados e softwares que fomentem a exploragao e a curiosidade. Essa mudanca curricular
poderia incluir disciplinas especificas voltadas para o estudo das GNE, bem como o incentivo a
participacao dos licenciandos em projetos de ensino e pesquisa que abordem esses temas. Além
disso, é fundamental a proposicao de programas de formacgéao continuada direcionados a atender
os PMat ja em atuacao.

Consideramos pertinente que sejam desenvolvidas investigagoes que aprofundem o debate a
respeito: do trabalho com GNE na formagao de PMat e sua efetivagdo na EB; do papel do formador
de PMat frente ao estudo de GNE; do impacto de disciplinas especificas sobre o ensino de geometria
na formagao inicial de PMat diante da abordagem de GNE.

0 trabalho com GNE na formagao inicial e continuada de PMat €, por natureza, uma jornada
transformadora e desafiadora que pode promover beneficios pedagogicos, cognitivos e conceituais
que atendam as demandas educacionais contemporaneas.
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