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SOBRE LOS MODOS DE PENSAR EN ALGEBRA LINEAL Y EL PENSAMIENTO VECTORIAL
SOBRE MANEIRAS DE PENSAR EM ALGEBRA LINEAR E PENSAMENTO VETORIAL
ON WAYS OF THINKING IN LINEAR ALGEBRA AND VECTORIAL THINKING
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RESUMEN

La presente investigacion tiene como propdsito mostrar un contraste y una posible generalizacion de los modos de
pensar en Algebra Lineal de Anna Sierpinska (2000) con relacion al Pensamiento Vectorial y sus ribricas de caracte-
rizacion, las cuales fueron introducidas como aporte teorico de la tesis doctoral del autor de la presente investigacion.
Se propusieron un conjunto de actividades con problemas retadores y no rutinarios a estudiantes de ingenierias de
la Universidad Antonio Narifio, donde se logro evidenciar un tipo especial de pensamiento matematico que permitio
robustecer los modos de pensar en Algebra Lineal y favorecio la construccion de significado de los conceptos propios
del curso de Calculo Multivariado y Algebra Lineal.
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RESUMO

0 objetivo desta pesquisa ¢ mostrar um contraste e uma possivel generalizagdo dos modos de pensar em Algebra
Linear de Anna Sierpinska (2000) em relagao ao Pensamento Vetorial e suas rubricas de caracterizagdo, que foram
introduzidas como contribuigdo teorica a tese de doutorado de o autor desta pesquisa. Um conjunto de atividades
com problemas desafiadores e ndo rotineiros foi proposto aos estudantes de engenharia da Universidade Antonio
Narifio, onde foi possivel demonstrar um tipo especial de pensamento matematico que permitiu fortalecer as formas
de pensar em Algebra Linear e favoreceu a construcao de significado dos conceitos da disciplina de Céalculo Multiva-
riado e Algebra Linear.
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ABSTRACT

The purpose of this research is to show a contrast and a possible generalization of the ways of thinking in Linear Al-
gebra of Anna Sierpinska (2000) in relation to Vector Thinking and its characterization rubrics, which were introduced
as a theoretical contribution to the doctoral thesis of the author of this research. A set of activities with challenging
and non-routine problems was proposed to engineering students from the Antonio Narifio University, where it was
possible to demonstrate a special type of mathematical thinking that allowed strengthening the ways of thinking in
Linear Algebra and favored the construction of meaning of the concepts from the Multivariate Calculus and Linear
Algebra course.
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INTRODUCCION

En la Ensenanza - Aprendizaje del Calculo Vectorial, al ser una asignatura que Sse cursa pos-
teriormente a la del calculo en una variable, los estudiantes deben construir significado de una gran
variedad de nuevos conceptos y de entidades matematicas abstractas, entre ellas, los de campo
escalar, campo vectorial, divergencia y rotacional. Ademas, aparecen los teoremas de Green, Gauss'y
Stokes, que relacionan conceptos tan importantes como las integrales de linea e integrales de super-
ficie con integrales dobles vy triples, tan utiles en los estudios de fisica, por ejemplo en electricidad y
magnetismo.

En la experiencia del investigador, estos nuevos conceptos presentan retos en el aprendizaje
para los estudiantes, retos que estan dados por el nivel de abstraccion de los mismos, 1as nuevas
técnicas de calculo que se deben dominar en la asignatura y el conjunto de asignaturas previas ba-
sicas, como son: Algebra Lineal, Calculo Diferencial e Integral de funciones reales de una variable,
Geometria Analitica junto con un acertado razonamiento espacial.

En el encuentro sobre la Ensefianza de Matematica en Carreras de Ingenieria (EMCI XXII) rea-
lizado en Uruguay se aborda el tratamiento de diferentes teorias educativas (campos conceptuales,
APQOS, matematica critica, entre otras) para poder incluirlas en la ensefanza del calculo en varias
variables o en analisis matematico en general.

En el ICME 14 se hace referencia a algunas investigaciones sobre el proceso de Ensenanza -
Aprendizaje del Calculo, por ejemplo las que se dieron en el grupo tema de estudio TSG13. Estas in-
vestigaciones tienden a concluir que el mayor reto para los estudiantes en ese proceso es potenciar la
visualizacion y el aprendizaje de los fenomenos que conllevan a su modelacion y su posterior puesta
en practica. Estos resultados mostrados en el ICME 14 motivan esta investigacion, cuyo objetivo
principal es el de analizar el proceso de Ensenanza - Aprendizaje del objeto que se le presenta al es-
tudiante y como el docente se lo presenta, lo que permitira llevar al estudiante a una construccion de
significado y su desarrollo de un pensamiento matematico robusto. Cabe resaltar que las investiga-
ciones sobre Ensefianza - Aprendizaje del Calculo Vectorial son muy escasas y la mayoria se refieren
a su interaccion con el Algebra Lineal.

Por otra parte, el investigador aduce que algunos estudiantes en su proceso de aprendizaje de
los temas del curso de Calculo Vectorial han visto reflejados cierta clase de comportamientos de es-
tos nuevos conceptos, que se familiarizan con lo que acontece en los vectores o en el Algebra Lineal.
Esto revela un intrincado proceso de pensamiento presente en los estudiantes que en parte también
motivo esta investigacion y que permitio estudiar este proceso desde multiples puntos de vista.

Como resultado de la aplicacion de un grupo de problemas se logro caracterizar un tipo de
pensamiento capaz de involucrar y magnificar la Ensefianza - Aprendizaje de los temas anteriormente
senalados (Pensamiento Vectorial), que junto a una metodologia coherente y una pertinente practica
pedagogica pudo llevar al estudiante de ingenieria a desarrollar su pensamiento matematico de ma-
nera vectorial mediante la resolucion de problemas.

En lo que sigue se analizara desde la dptica del curso de Calculo Vectorial el articulo clave para
entender el proceso de mejora y generalizacion de los modos de pensar en Algebra Lineal, luego se
muestran los modos de Pensamiento Vectorial y por ultimo el contraste entre estos modos de pensar.
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REFERENTES TEORICOS
On Some Aspects of Students” Thinking in Linear Algebra

En este visionario articulo de Anna Sierpinska, independientemente de Hillel (2000) con sus
modos de descripcion (geomeétrico, algebraico y abstracto), se distinguen tres tipos de pensamiento
en Algebra Lineal que estan muy cercanos al tipo de pensamiento que se pretende mostrar en esta
investigacion, y que estan ligados epistemoldgicamente a la desaritmetizacion de la geometria y el
rechazo de la “intuicion geomeétrica” a solo un dominio aritmético.

Estos tres modos de pensamiento forman la base de una caracterizacion del pensamiento en
Algebra Lineal. Se dan bastantes ejemplos de estos tipos de pensamiento en distintos conceptos de
la asignatura, junto con algunas actividades que reflejan la interaccion entre estos modos.

Estas actividades reflejan, en cierto sentido, la estaticidad de los entes geométricos involucra-
dos en el estudio (sistemas de ecuaciones lineales, paralelismo, cambios de base, transformaciones
lineales) que, aunque se da una idea acertada de estos modos de pensamiento, es incompleto en la
forma de abordar los conceptos de una manera dinamica e interactiva, que potencie la adquisicion
de los mismos para un curso basado en gran parte en el Algebra Lineal, pero con el énfasis del mo-
vimiento, como lo es el Calculo Vectorial.

Ademéds de contrastar y valorar los distintos modos de pensamiento para el Algebra Lineal, la
autora muestra una carencia fundamental en el Gltimo modo de pensar (Analitico - Estructural), pues
los estudiantes en el estudio se inclinaban mas por el modo Analitico - Aritmético, haciendo notar que
es el pensamiento dominante histéricamente de la matematica en general.

Una de Ias principales tareas que se abordaron en la investigacion fue la de complementar, me-
jorar, potenciar y generalizar estas ideas, pero para el curso en cuestion, donde se aporto al avance
en la caracterizacion del Pensamiento Vectorial.

Modos de pensamiento en Algebra Lineal de Sierpinska

Como ya se menciono anteriormente, esta teoria se basa en los modos de pensamiento que son:

» Sintético - Geométrico: Basado en el lenguaje de las figuras geomeétricas.

* Analitico - Aritmético: Basado en el lenguaje de los algoritmos.

* Analitico - Estructural: Basado en el lenguaje de las estructuras.

El marco de referencia sugiere que cualquier concepto y forma de resolucion de un problema en
esta asignatura tiende a sustentarse por alguno o varios modos de pensar, que pueden ser directos o
indirectos, dependiendo de la estructura del concepto o del problema.

A efectos practicos, los primeros conceptos de productos escalares y vectoriales se ven desde
estas tres perspectivas directamente, y aplicado en el aula hay estudiantes que manifiestan algun tipo
de pensamiento mas que otro, que en general es el pensamiento Analitico - Aritmético.

Como un analisis epistemoldgico de estos tipos de pensamiento, la autora muestra que desde
Descartes con su geometria analitica (aritmetizacion de la geometria) hasta la geometria intuitiva que
existen en los espacios de Banach (desaritmetizacion de la geometria) la historia del desarrollo del
Algebra Lineal es vista por la interaccion continua de estos cambios de perspectiva que permite tener
una comprension profunda de los conceptos para asi poder solucionar problemas.
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En el pensamiento Analitico - Aritmético se distingue la formulacion y la manera de ver el con-
cepto o problema como meramente procedimental y algoritmico. Este modo de pensar es siempre el
mas recurrido por los estudiantes en nivel de preparacion, pues es una manera “segura” de obtener
y llegar a los resultados propuestos.

En diferentes investigaciones basadas en este marco tedrico, se concluye que el estudiante al no
poder ver 0 asimilar otra forma de pensar el concepto o el problema, opta por hacer calculos sobre este
sin ver un objetivo u horizonte a donde llegar. Este es un punto de quiebre de estos articulos, donde se
ha escrito desde muchas perspectivas, como desde la que la historia ha favorecido este tipo de pensa-
miento, hasta la de que no habia herramientas teoricas disponibles para poder generar una interaccion
entre ellas, que a su vez conlleven a una solucion elegante pero comprendida por el estudiante.

En el pensamiento Sintético - Geomeétrico se distingue por sobretodo la forma geomeétrica de-
ducida o interpretada de un concepto o problema, que a su vez puede que solo esa interpretacion sea
suficiente para poder analizar sus conexiones con otros conceptos o resolver el problema en cuestion.

Lo anteriormente mencionado se asemeja a lo que actualmente se conoce como Pruebas Sin
Palabras (Proof Without Words), en donde se destacan ciertos grupos de investigacion matematica
con ramificaciones en la Educacion Matematica que buscan hacer demostraciones de manera ya sea
geomeétrica o por axiomas en forma de flechas (Teoria de la Demostracion) hasta mostrar ciertas es-
tructuras que permitan demostrar la proposicion sin la argumentacion clasica mostrada en la escuela.
Vale la pena decir que este tipo de pensamiento no es propio del Algebra Lineal al nivel del proceso
de Ensenanza - Aprendizaje sino que se extiende por varias ramas de la matematica.

En el pensamiento Analitico - Estructural se distinguen los objetos matematicos por un conjunto
de axiomas o propiedades que las satisfacen. Para el Algebra Lineal, estos objetos son los que se
encuentran al final de la asignatura, referidos a los espacios vectoriales, las transformaciones lineales
y sus diferentes conjuntos (ntcleo e imagen).

Historicamente se ha visto que estos conceptos no son de facil comprension por parte de los
estudiantes, al tratar con un lenguaje puramente formal, donde también la forma como surgieron
estas ideas no ha tenido una modificacion substancial y es propensa a ser mejorada.

Desde un punto de vista matematico, este modo de pensar ha sido caracteristico de la
rama pura de las matematicas, donde el estudiante que sale airoso en una asignatura es porque
ha comprendido los esquemas de demostracion y sus distintas conexiones que abarquen otros
resultados y teorias. Esto genera una frontera tedrica entre la matematica pura y la matematica
aplicada. Es por ello que no hay muchos estudiantes que opten por llegar a desarrollar este modo
de pensar en Algebra Lineal.

Pero desde cierto acercamiento, este modo de pensar es mas elegante y mas compacto onto-
semioticamente hablando, pues los resultados se deducen de tipos de propiedades inherentes a los
objetos matematicos tratados. Es por ello que ciertos grupos de investigacion estan enfocados en
tratar de esbozar caminos entre este modo de pensar con los otros modos generalmente desarrolla-
dos con anterioridad.

AVANCE EN LA CARACTERIZACION DEL PENSAMIENTO VECTORIAL
Como aporte teorico de la tesis doctoral del investigador principal del presente articulo (Galindo

(2022)), se logré caracterizar un tipo de pensamiento matematico capaz de involucrar y magnificar
el proceso de Ensefianza - Aprendizaje de los temas del Calculo Vectorial y se llamo Pensamiento
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Vectorial, que se entendera como el sistema de procesos cognitivos asociados con representaciones
y operaciones vectoriales de objefos matematicos de diversa indole.

A través de la resolucion de problemas retadores y no rutinarios consagrados en actividades
ajustadas se manifestaron en el aula cinco modos de Pensamiento Vectorial, los cuales permitieron
esbozar una rubrica de caracterizacion del pensamiento la cual se puede observar en la Figura 1.

Algunos de estos modos de pensamiento fueron inspirados en el trabajo de Sierpinska (2000),
a los modos de pensar en Algebra lineal (Dorier (1995)), donde se ajustaron, modificaron y genera-
lizaron a los requerimientos del curso de Calculo Vectorial. A continuacion una breve descripcion de
tales modos de Pensamiento Vectorial:

El modo vecto - algoritmico manifiesta la utilizacion del algebra vectorial para darle solucion
a un problema. Es el modo mas recurrente observado en la solucion dada por los estudiantes. En
este modo de pensamiento se encuentran por ejemplo el uso de los algoritmos vectoriales como
productos o determinantes, el algebra del producto de cuatérnios, lo que a su vez conlleva al algebra
de formas diferenciales, etc.

El modo vecto - dindmico manifiesta la utilizacion de herramientas tecnologicas de geometria
dinamica para visualizar un problema o para entender algun concepto tedrico que acarree resolver
un problema (Donevska (2016)). En este modo se encuentran el desarrollo de las construcciones
geométricas de los productos de vectores, curvas y superficies orientadas, campos vectoriales, etc.

El modo vecto - estructural manifiesta la utilizacion de estructuras vectoriales, tales como axiomas
0 teoremas propios, para transformar un problema y darle solucion. Como ejemplo de tales modos pode-
mos mencionar el uso de axiomas propios de los espacios vectoriales, las desigualdades de magnitud y
producto escalar (por ejemplo la desigualdad de Cauchy - Schwarz o desigualdad del triangulo), etc.

El modo de orientabilidad manifiesta la necesidad de un tipo de orientacion (por ejemplo pro-
ductos vectoriales, areas o volumenes con signo, algebra de formas diferenciales,...) que se usa
para darle sentido a la solucion de un problema. Asi se puede mencionar el uso de esquemas de
orientacion que permitan desarrollar el significado de una operacion vectorial, el uso de los vectores
tangentes y normales para caracterizar una recta o un plano respectivamente, etc.

El modo de generalizacion manifiesta la necesidad de ampliar u observar la solucion de un pro-
blema desde otros puntos de vista para asi proponer otros problemas y darles solucion. Se menciona
por ejemplo el uso de este modo para complementar o expandir una construccion geométrica o un
algoritmo efectivo que resulte util para replicarlos en subsiguientes tipos de problemas, etc.

Cabe resaltar la importancia de estos modos de pensamiento en el trabajo con los estudiantes
y que tan solo es un avance que logro una caracterizacion del Pensamiento Vectorial. Es de remarcar
que los modos de pensamiento vecto-algoritmico, vecto-dindmico y vecto-estructural fueron cate-
gorias propias derivadas de esta investigacion que muestran una evolucion frente a las categorias de
Sierpinska, modificadas al curso de Céalculo Vectorial, o que representa un componente diferenciable
de las primeras y de las cuales son fuente del presente articulo.

La siguiente rubrica fue concebida después de los analisis de los modos de Pensamiento Vec-
torial involucrados en las soluciones de los problemas establecidos por parte de los estudiantes,
basados inicialmente en los modos de pensamiento en Algebra Lineal de Sierpinska, donde poste-
riormente se ajustaron y extendieron al curso de Galculo Vectorial.

Posteriormente se generaron dos modos de pensamiento propios para el Calculo Vectorial, los
cuales son los modos de orientabilidad y de generalizacion, que ademas tienen conexiones epistemo-
l6gicas con la génesis del pensamiento matematico, las cuales seran el insumo de proximos articulos.
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Figura 1 - Rubrica de caracterizacion del Pensamiento Vectorial.
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Fuente: Galindo (2023).

METODOLOGIA

En la investigacion se elaboré una metodologia sustentada en un modelo didactico, Hernandez
etal. (2014), donde se imbrique la visualizacion, la manipulacion geométrica, la heuristica y el uso de
las tecnologias de la informacion y las comunicaciones (TIC) como herramientas didacticas, para la
resolucion de problemas retadores; dirigido a fortalecer el proceso de Ensenanza - Aprendizaje de la
construccion robusta de los conceptos propios del curso de Calculo Multivariado y Algebra Lineal en
los estudiantes de Ingenieria de la Universidad Antonio Narifio.

Poblacion y muestra

La investigacion se desarrollo con estudiantes de carreras de Ingenieria de la Universidad An-
tonio Narifio, la cual constituye la poblacion. La muestra estuvo constituida por 35 estudiantes del
curso de Calculo Multivariado y Algebra Lineal, correspondiente a la asignacion de los cursos ofreci-
dos en el semestre al docente.
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Métodos, técnicas e instrumentos utilizados

En el desarrollo de la investigacion se utilizaron los siguientes métodos teoricos:

» Historico-Logico: se empled con el fin de valorar la evolucion y el desarrollo del proceso de
Ensenanza - Aprendizaje del Calculo Vectorial en estudiantes de Ingenieria.

» Analisis-Sintesis: presente en la investigacion para el proceso de diagnostico, analisis del
estado del arte y en los fundamentos teoricos, del proceso de Ensenanza - Aprendizaje del
Calculo Vectorial en estudiantes de Ingenieria, propiciando interpretar y sintetizar los resul-
tados, asi como la elaboracion de las conclusiones y recomendaciones.

* La observacion participante: se utilizo en la observacion de clases, para obtener informacion
sobre el proceso de Ensefanza - Aprendizaje del Calculo Vectorial en estudiantes de Ingenieria.

* Encuesta: Se aplicé una encuesta de satisfaccion a los estudiantes una vez concluida la
aplicacion del sistema de actividades.

Fases de la investigacion

Para el logro de resultados satisfactorios en el proceso investigativo se definieron las si-
guientes fases:

Fase 1. Preparatoria. Disefio de instrumentos: observacion participante, encuesta a estudiantes y
docentes, pretest. Aplicacion de instrumentos. Recogida de datos arrojados por instrumentos. Trian-
gulacion de instrumentos para concretar el problema de investigacion. Se estableci6 la metodologia
de investigacion a seguir.

Fase 2. Revision de |a literatura. Determinacion el estado del arte sobre el proceso de Ensefanza -
Aprendizaje del Calculo Vectorial en estudiantes de Ingenieria, para precisar las carencias presentes en
las investigaciones, las cuales fueron bases para identificar el aporte tedrico y determinar la unicidad
del problema.

Fase 3. Construccion del marco teorico. El marco tedrico estuvo dado por el pensamiento ma-
tematico basado en la visualizacion, la teoria de la resolucion de problemas y problemas retadores,
referentes sobre la modelacion matematica y el contenido matematico sobre el Calculo Vectorial. El
marco teorico propicio perfilar las categorias para la construccion del modelo didactico.

Fase 4. Diseno de aportes teoricos y practicos. En esta fase se elabord un modelo didactico y el
sistema de actividades. Los problemas retadores planteados en estas actividades fueron enfocados para
vislumbrar los modos de Pensamiento Vectorial al fin de estudiar sus caracteristicas y sus diferencias.

Fase 5. Trabajo de campo. Esta fase se dirigio a la aplicacion del sistema de actividades por
lo menos dos veces a traves de un estudio piloto, lo cual perfecciono las actividades y mejorar el
modelo didactico.

Fase 6. Recogida, analisis de la informacion y evaluacion. Recogida y procesamiento de la infor-
macion, triangulacion de resultados, elaboracion de informes y publicacion o socializacion de resultados.
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CONTRASTE ENTRE LOS MODOS DE PENSAMIENTO VECTORIAL Y LOS MODOS DE PENSAR EN
ALGEBRA LINEAL

En este apartado se mostrara evidencia del trabajo realizado por los estudiantes del curso de
Célculo Multivariado y Algebra Lineal en algunas de las actividades dispuestas para dar avances en
la caracterizacion del Pensamiento Vectorial y |a manera como logra robustecer las formas de pensar
en Algebra Lineal. Estas evidencias se presentan en las figuras de la 2 a la 10 segln cada modo de
Pensamiento Vectorial.

Modo vecto - algoritmico
Problema Actividad 3.

Por la estructura de los materiales que conforman una caja, su longitud, su ancho y su altura
varian con el tiempo. En cierto instante las medidas de la caja son de dos metros su longitud y de tres
metros su ancho y su altura. Se observa que la longitud y el ancho de la caja aumentan a razon de
2 m/hy que su altura disminuye a razon de 1m/h. En el momento que se tomaron las variaciones de
las medidas, determine las razones a las que cambian el volumen y el area lateral de la caja. Realice
un bosquejo dinamico de la situacion.

Figura 2 - Problema que representa el modo vecto - algoritmico.

Fuente: Galindo (2023).
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Figura 3 - Problema que representa el modo vecto - algoritmico.
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Los estudiantes realizan los correspondientes calculos usando una notacion vectorial de la
regla de la cadena, lo cual conlleva a una mejor interpretacion de los resultados obtenidos sin incurrir
a muchos procesos algoritmicos.

En este problema (basados en la rubrica de caracterizacion) se muestra que los estudiantes
desarrollan el significado vectorial de las formulas y algoritmos vistos en las clases previas al desa-
rrollo de la actividad. Asimismo, apoyandose en las herramientas tecnologicas sugeridas con el fin
de observar imagenes de las posibles soluciones y utilizando vectores para entender las relaciones
existentes y dar una posible solucion al problema, volvemos a evidenciar la relacion de las facetas
vecto-algoritmica y vecto-dinamica.

Se contempla al maximo la habilidad tecnologica que posee el estudiante, el cual analiza y or-
ganiza los datos para la construccion de la geometria a utilizar y da solucion de manera teorico-visual
a este problema; un analisis tridimensional basado en la construccion y su correspondiente faceta
dinamica permite dar la forma grafica correspondiente. Esto mostro que los estudiantes tienden a una
mayor comprension y analisis en estas facetas del pensamiento vectorial.

Es de remarcar que el algebra vectorial de este modo de pensamiento difiere de o mostrado
habitualmente en los libros de testo clasicos, como lo es el de Stewart (2018).

Problema Actividad 7

Sea la 1-forma: w=sin(x)dx+(xcos(y)+cos(z))dy-ysin(y)dz ;Qué procedimiento po-
drian conjeturar para la obtencion de una forma diferencial cuya derivada sea la 1-forma dada?
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Figura 4 - Problema que representa el modo vecto - algoritmico.

Fuente: Galindo (2023).

Los estudiantes conjeturan la solucion de una “antiderivada exterior” usando el calculo integral
multivariable. Esto da pie a usar un algoritmo efectivo que nos muestre sin demasiados procesos al-
goritmicos la funcion potencial de un campo conservativo, que resulta ser una 0-forma en el lenguaje
de las formas diferenciales.

Lo anterior muestra que los estudiantes desarrollan un pensamiento intuitivo ligado al calculo
integral que resulta “naive” y que arroja una respuesta correcta mas alla de los algoritmos mostrados
clasicamente en los textos sobre campos conservativos.

Esto dio inicio a preguntarse sobre cuando una forma de este estilo tiene una “antiderivada
exterior” y si este proceso se puede extender a otras formas diferenciales, lo que coincide con el
objetivo de un Pensamiento Matematico Avanzado (Tall. 2013) y que contrasta con el modo Analitico -
Aritmético de los modos de pensar en Algebra Lineal.

Modo vecto - dinamico
Problema Actividad 2. (Tomado del libro Calculo de varias variables. J Stewart)
. 4
La funcién posicién de una nave espacial es 7(®) = 3 + & 2+1In(®); 7 — =)y las coor-

denadas de una estacion espacial son (6, 4, 9). El capitan desea que la nave se deslice hasta la
estacion espacial. ¢En qué momento deberian apagarse los motores de la nave?
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Figura 5 - Problema que representa el modo vecto - dindmico.
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Fuente: Galindo (2023).

Figura 6 - Problema que representa el modo vecto - dindmico.
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Fuente: Galindo (2023).

Los estudiantes hacen un esquema de la situacion geométrica del problema para intuir una for-
ma de solucion. Se analiza la relacion existente entre la trayectoria seguida por la nave y su trayectoria
tangente, la cual se deduce de la derivada de la funcion posicion, con la que el capitan desea que se
deslice la nave, notando que en el tiempo se obtiene la solucion del mismo. Los estudiantes realizaron
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los calculos algoritmicos correspondientes, notando que esta faceta vecto - dindmica resulto ser la
que mejor se adaptaba a la solucion del problema, pues los calculos aritméticos resultan ser tediosos.

Los estudiantes dan sus respuestas y justificaciones de manera tedrica y practica mediante las
formulas presentadas durante las clases y el manejo de la plataforma tecnoldgica sin ir mas alla de
la faceta vecto-estructural del pensamiento vectorial. Cabe destacar que los estudiantes, utilizando
los modos de pensar vecto-algoritmico y vecto-dinamico, intuyen y se preocupan por la orientacion
de estos objetos geomeétricos, lo cual relacionan con el recorrido del vector tangente sobre la curva
e indica una relacion implicita entre los modos de pensar de Sierpinska que trasciende a ellos, pues
va mucho mas alla de la parte algoritmica, de la geométrica y la estructural que se profesa en estos
modos de pensar.

Vale la pena decir que este modo vecto - dinamico va mas alla de las interacciones estaticas
que clasicamente se tomaron en el modo de pensar sintético - geométrico en algebra lineal, pues
le profieren a la construccion una orientacion necesaria para el desarrollo de este modo de pensar
vectorialmente.

Modo vecto - estructural
Problema Actividad 1.

Demuestre que: Si para tres numeros reales a, b, ¢ se tiene que a? + b?> + ¢?> = ab + bc + ca,
mostrar que a = b = c.

Figura 7 - Problema que representa el modo vecto - estructural.
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Fuente: Galindo (2023).
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Figura 8 - Problema que representa el modo vecto - estructural.

Fuente: Galindo (2023).

Figura 9 - Problema que representa el modo vecto - estructural.

Fuente: Galindo (2023).

En esta solucion se muestra una demostracion alternativa de este hecho algebraico utilizando
las propiedades vistas y trabajadas en clase. El desafio de los estudiantes era utilizar un tipo de pen-
samiento vectorial tratando de buscar una solucion al problema presentado, teniendo en cuenta las
estructuras de los teoremas y de las propiedades de las operaciones vectoriales mostradas en clase.
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Problema Actividad 4.

Encontrar el valor minimo de la funcion

2 +y?+1
(ax + by + ¢)?

fx,y) =

Figura 10 - Problema que representa el modo vecto - estructural.

Fuente: Galindo (2023).

En esta solucion se muestra como el estudiante ataca el problema con los recursos mostrados
en el aula pero de manera vectorial, 1o que evidencia una forma implicita y novedosa de argumentar
una solucion via desigualdad de Cauchy - Schwarz, pero sin que €l lo mencione. Cabe destacar que
otros estudiantes realizaron de manera clasica algoritmicamente esta solucion (via la matriz Hessiana
de la funcion ) y llegaron al mismo resultado pero con calculos muy tediosos.

En esta faceta del pensamiento se evidencio en unos estudiantes un poco mas de complejidad
al momento de presentar una solucion, mientras que en otros se presentd un avance importante
relacionando las facetas del pensamiento vectorial para dar una solucion con el fin de analizar las
estructuras propuestas y los diversos esquemas vectoriales que pueden formular los estudiantes.
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Ademas se identifica su conocimiento intuitivo y la capacidad de transformar formulas y es-
tructuras con el fin de dar solucion a los problemas presentados. En la solucion de este problema se
nota la confluencia de los distintos modos del pensamiento vectorial y se refleja un entendimiento y
empoderamiento de las herramientas de tipo vectorial que no se esbozaba antes en la solucion de los
problemas anteriores.

El contraste con el modo Analitico - Estructural de los modos de pensar en Algebra Lineal y el
modo vecto - estructural del Pensamiento Vectorial radica en que en este dltimo se conecta con los
otros modos de Pensamiento Vectorial de una forma mas directa que las propuestas por Sierpinska
(2000), donde en Algebra Lineal parece que este modo de pensar es disconexo con los demas al
propender una estructura clausurativa que se baste con sus propias herramientas, muy tipico de la
matematica formalista.

Lo anterior muestra que el modo vecto - estructural hace desarrollar el significado de los con-
ceptos del curso de Calculo Vectorial para lograr una optima demostracion y argumentacion del
porqué de sus respuestas.

RESULTADOS DE LA APLICACION DE LAS ACTIVIDADES

* EI35% de los estudiantes que resolvieron los problemas que vislumbraban el modo vecto -
estructural mostraron nuevas formas de pensar algunos problemas propuestos desde el
enfoque del Pensamiento Vectorial, dando asi una oportunidad de mejora en este sentido.

* EI 83% de los estudiantes usaron adecuadamente las herramientas y plataformas tecnolo-
gicas para la visualizacion de los problemas y sus soluciones, trabajando desde la practica.

o EI 74% de los estudiantes desarrollaron notaciones del Calculo Vectorial que permitié opti-
mizar las formas de entender y las formas de pensar de un problema particular.

e EI92% de los estudiantes se empodero de las herramientas del Pensamiento Vectorial para
la modelacion de un problema especifico, dando otro énfasis en la solucion de los mismos.

e EI74% de los estudiantes notaron un cambio de paradigma de ensefianza - aprendizaje del
Calculo Vectorial a través del Pensamiento Vectorial y sus rabricas de caracterizacion, lo
cual se llevo a cabo mostrando el trabajo clasico de los libros de texto y contrastandolo con
los modos de Pensamiento Vectorial.

CONCLUSIONES

Los modos de pensar vectorialmente muestran la necesidad de un cambio de paradigma entre
lo que se imparte en un curso de Gélculo Vectorial y lo que se viene realizando actualmente con las
herramientas tecnoldgicas disponibles, ya que se ha evidenciado el empoderamiento del estudiante
en la formacion de los conceptos del curso y su posterior aplicacion.

Es bien sabido por la comunidad matematica la dificultad inherente entre Ia transicion de un
curso de Galculo a otro, donde esta diferencia se hace remarcable en el curso de Calculo Vectorial,
sobre todo en los métodos y la notacion. Se pudo evidenciar con certeza un transito optimo al utilizar
elementos vectoriales desarrollados en las actividades para robustecer el significado de conceptos
de diferenciacion e integracion multivariable.
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Los modos del Pensamiento Vectorial generalizan y extienden los modos de pensar en Algebra
Lineal

Como se evidencio en los resultados del trabajo realizado por los estudiantes, se obtuvieron las

siguientes generalidades:
* El'modo Vecto - Algoritmico tomo situaciones del algebra vectorial y los adapto a los algo-
ritmos existentes en Céalculo Vectorial vista como la matematica en movimiento en varias
variables. Los conceptos del dlgebra del producto vectorial se extendieron al algebra de las
formas diferenciales, abarcando mas escenarios que el modo Analitico - Aritmético.
* El modo Vecto - Dinamico generaliza el campo de accion del modo Sintético - Geomeétrico
en cuanto al uso de la herramienta tecnologica y logra visualizar situaciones en movimiento
que el modo de pensar en Algebra Lineal tiene limitaciones, lo que redundd en la obtencion
de mas problemas cuya solucion la misma herramienta dinamica era capaz de analizar.
e EI'modo Vecto - Estructural moldea un camino de diferentes representaciones algebraicas
que pueden interactuar con los otros modos de Pensamiento Vectorial, como por ejem-
plo los modos descritos anteriormente, que redundan en favorecer una componente mas
general que el modo Analitico - Estructural, la cual algunas veces se limita a la obtencion
de resultados sin una conexion con los deméas modos de pensar en Algebra Lineal. Las
propiedades v los teoremas propios del Algebra otorgan al desarrollo del pensamiento ma-
tematico de los estudiantes de la asignatura de Calculo multivariado una arista mas para el
aprendizaje de las funciones multivariables y sus conexiones con otras ramas de la ciencia.
Es de destacar que el uso de herramientas matematicas poco utilizadas en los textos clasi-
cos, como lo son las formas diferenciales, y el manejo de las mismas de una manera informal que
conlleve a una resolucion alternativa de los problemas de la asignatura en cuestion, resulto en la
creacion de una tension entre los modos de pensar en Algebra Lineal y el Pensamiento Vectorial, lo
que conllevd a la obtencion del modo de orientabilidad y al de generalizacion, los cuales muestran
un camino coherente a un posible avance en la caracterizacion de un pensamiento propio para el
Calculo Vectorial.

Estas mismas ideas podrian implementarse en el ambito de la Ensefanza - Aprendizaje de la
asignatura de Variable Compleja, pues la epistemologia de ambas ramas de las matematicas com-
parte varios modos de pensar y se conectan de manera natural.
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