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RESUMO

A disciplina Calculo Diferencial e Integral é componente curricular obrigatorio em diversos cursos universitarios ofer-
tados no Brasil. Historicamente, essa disciplina tem apresentado elevados indices de reprovagao. Considerando essa
situacao, desenvolvemos uma pesquisa com o objetivo de analisar as concepgoes de estudantes dessa disciplina acer-
ca do conceito de Limite a fim de identificar possiveis obstaculos para a sua aprendizagem. A pesquisa foi concebida
sob os principios da Engenharia Didatica e, decorrente dessa opgao metodoldgica, o artigo apresenta resultados de
algumas etapas de sua realizagao, especialmente um breve historico do Calculo e do seu ensino no Brasil. Apresenta
ainda analises das informacoes produzidas pelos estudantes acerca do conceito de Limites, que identificou problemas
que decorrem do ensino dessa disciplina. A pesquisa nos levou a concluir que sao necessarias mudangas metodolo-
gicas no ensino de Calculo, a exemplo do uso de metodologias ativas.

Palavras-chave: Ensino de Calculo no Brasil. Engenharia Didatica. Metodologias ativas.
ABSTRACT

The Differential and Integral Calculus course is a compulsory curricular component in several university courses
offered in Brazil. Historically, this discipline has shown high failure rates. Considering this situation, we developed this
research to assay the student’s conceptions of this discipline about the concept of Limit, to identify possible obstacles
to their learning. The article presents the results of some stages of Didactic Engineering, which was the methodological
option adopted, especially a brief history of Calculus and its teaching in Brazil. It also presents the analysis of what
was proaduced by the students about the concept of Limits. We identify problems arising from the teaching of this
discipline. The research led us to conclude that methodological changes are necessary for the Calculus’s teaching,
such as the active learning methodologies.

Keywords: Teaching Calculus in Brazil. Didactic Engineering. Active Learning Methodologies.
RESUMEN

El curso de Calculo Diferencial e Integral es un componente curricular obligatorio en varios cursos universitarios
ofrecidos en Brasil. Historicamente, esta disciplina ha mostrado altas tasas de fracaso. Ante esta situacion, desarrollamos
una investigacion con el objetivo de analizar las concepciones de los estudiantes de esta disciplina sobre el concepto
de Limite con el fin de identificar posibles obstaculos para su aprendizaje. La investigacion fue concebida bajo los
principios de la Ingenieria Didactica y, como resultado de esta opcion metodoldgica, el articulo presenta resultados
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de algunas etapas de su realizacion, especialmente una breve historia del Calculo y su ensefianza en Brasil. También
presenta analisis de la informacion producida por los estudiantes sobre el concepto de Limites, que identificd problemas
derivados de la ensefianza de esta disciplina. La investigacion nos llevé a concluir que son necesarios cambios
metodoldgicos en la ensenanza del Calculo, como el uso de metodologias activas.

Palavras-chave: Enserianza del Calculo en Brasil. Ingenieria Diddctica. Metodologias activas.

INTRODUGAO

O presente artigo apresenta consideragoes a respeito do Calculo Diferencial e Integral, sua
historia e seu ensino na educagao superior brasileira e traz uma breve analise sobre a compreenséao
dos estudantes de uma universidade pablica sobre o conceito de Limite®. O interesse pelo tema
deve-se aos altos indices de reprovagao e evasao desta disciplina no Brasil, como indicam diversos
estudos (BEZERRA, 2019; JESUS; LUCAS; MAPA, 2011; LOPEZ; SEGADAS, 2014; REZENDE, 2003;
SOUZA JUNIOR, 2000; WROBEL; ZEFERINO; CARNEIRO, 2013), e as possibilidades vislumbradas nas
metodologias ativas de ensino em contribuir com a aprendizagem dos estudantes. Diversos fatores
sdo indicados como responsaveis pelas dificuldades no ensino e na aprendizagem de Calculo, como
a relagao entre aprovagao e a boa qualidade do curso (OLIVEIRA; RAAD, 2012), o ensino insuficiente
na educacao basica, a falta de motivagao por parte do aluno devido ao pouco tempo para estudo, in-
teragao professor-aluno insatisfatoria e tipo de metodologia utilizada inadequada (SANTOS; BORGES
NETO, 2005). Este dltimo fator refere-se @ metodologia tradicional, ou tecnicista de ensino, definida
pelos autores como aquela em que predomina a aula expositiva seguida de resolugao de exercicios,
com valorizagdo na acumulagao de informagoes e na reprodugéo de formulas e conceitos. Como
destaca Moretto (2007, p. 133), a escola tradicional teve o seu valor em determinado momento his-
torico, mas “[...] essa mesma escola parece nao responder mais as exigéncias de um novo contexto
social e educacional”.

Quanto a metodologia da pesquisa, a abordagem foi a qualitativa, que parte de questdes amplas
que vao se definindo ao longo da investigagao, e fornece dados descritivos para compreender os fe-
némenos, de acordo com a perspectivas dos sujeitos da situagao em estudo (GODOY, 1995). O méto-
do adotado foi a fenomenologia, que compreende 0s processos de ensino e aprendizagem para além
da transmissao de contetdos, pois tem seu interesse nos sentidos e significados atribuidos pelos
sujeitos. Assumir uma postura fenomenoldgica ao trabalhar-se com Educagdo Matematica significa
buscar sentido daquilo que se faz ao ensinar e ao aprender matematica (BICUDO, 1999, p. 31). Para
a analise das informagoes coletadas na fase de intervengao da pesquisa, que foram os registros dos
estudantes, langou-se mao da analise do conteudo, que de acordo com Bardin (2011), € um conjunto
de técnicas que possui duas fungdes, uma heuristica e outra de administragao de prova. Na pesquisa
realizada o interesse foi pela de segunda fungao, que de acordo com a autora, sao postas questoes
ou afirmagdes provisorias que servem como diretrizes para uma confirmagao ou informacao.

A investigacao foi guiada pela Engenharia Didatica, uma metodologia de pesquisa que agrega
teoria e pratica pedagodgica, pois exige uma sistematizacao teoricamente fundamentada, denomi-
nada fases da Engenharia Didatica, e a realizagcdo de atividades em sala de aula. De acordo com
Almouloud (2007) a primeira fase, denominada analises preliminares, se estrutura em torno da
3 0 artigo é um recorte da tese de doutorado “As metodologias ativas de aprendizagem e sua contribui¢ao para o ensino de Calculo Diferencial

e Integral”, do primeiro autor, desenvolvida sob a orientacdo do segundo autor. A pesquisa foi submetida ao Comité de Etica em Pesquisa,
obtendo parecer n°® 3.934.17 favoravel a sua execugao.
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analise do funcionamento de um sistema de ensino e aprendizagem que parece pouco satisfatorio,
para tornd-lo mais eficiente. A segunda € a de construgao das situacoes e analise a priori. As situagoes
sdo as atividades realizadas em sala de aula, as situagées-problema que auxiliem os alunos
no processo de construgdo do conhecimento, que favorecam o desenvolvimento de habilidades
matematicas e do raciocinio dedutivo. A analise a priori tem como objetivo determinar quais varia-
veis, tanto as que dizem respeito ao problema em si, quanto as associadas ao meio que estrutura
o fendmeno, é possivel exercer algum tipo de controle, relacionando o contetudo em estudo com as
atividades a serem desenvolvidas, para apreensao dos conceitos. A terceira fase € a experimentagao,
que € a aplicacao da sequéncia didatica definida na fase teorica da pesquisa, € a tltima é denominada
analise a posteriori e validagdo, que consiste no tratamento das informagoes obtidas na sequéncia
didatica. Com as informag0es adquiridas na experimentagao, constroi-se o protocolo de pesquisa
para a analise, que pode ser complementada com outros instrumentos de coleta de dados.

Para compreender o fendmeno educativo é preciso a observagao em diferentes aspectos para
um bom planejamento das ag6es de melhoria do ensino. Assim, na fase de analises preliminares foi
realizado um levantamento bibliografico a respeito do Calculo, buscando pesquisas que tratam da
organizagao dos conteudos dos livros didaticos e as que dizem a respeito dos problemas enfrenta-
dos no ensino dessa disciplina. Na analise a priori estabelecemos como variaveis 0 ensino com foco
em conceitos, a mudanca do quadro algebrico para o geometrico e vice-versa, trabalho em grupo e
0 uso da tecnologia. Para a fase de experimentagao, no que se refere as atividades escolhidas para
trabalhar o conceito Limite, o apoio tedrico foi de Artigue (1995), Reis (2001) e Rezende (2003) para
que as tarefas nao considerassem apenas a aplicagao de formulas e memorizagao, mas apreensao
de conceitos, que precisariam ser introduzidos de forma intuitiva.

Considerando 0s aspectos motivadores dessa pesquisa e 0s aportes da metodologia utilizada
em seu desenvolvimento, nesse artigo nos propomos a apresentar um breve historico do surgimento
da disciplina Calculo e como se da seu ensino nas universidades brasileiras, com base em pesquisas
que analisaram livros de Calculo. Além disso, apresentamos uma atividade de intervengao em sala de
aula relacionada ao conceito de Limite, a fim de conhecer qual o conceito atribuido pelos estudantes.
A pesquisa foi desenvolvida em uma universidade publica localizada no estado de Goias/Brasil, com
a participacao de 16 estudantes do curso de Fisica, ao longo do ano 2020. As atividades foram reali-
zadas na modalidade de aulas remotas®, ou seja, ministradas de forma nao presencial, mediadas por
tecnologias, de modo a permitir atividades coletivas sincronas, e que pudessem ser repassadas para
os discentes com dificuldades de acesso sincrono.

UM BREVE HISTORICO DO SURGIMENTO DO CALCULO

E atribuido ao inglés Isaac Newton (1643-1727) e ao aleméo Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
a origem do Calculo, mas seu desenvolvimento teve inicio séculos antes, com questdes levantadas
por filsofos, como as do paradoxo de Zendo, que “[...] incluem um conjunto de problemas que criam
davidas sobre o movimento. Existe algum movimento? E se sim, como? NOS chegamos ao nosso
destino?” (FIGUEROA; ALMOULOUD, 2018, p. 149). A necessidade de resolver problemas praticos,
também contribuiram para uma mudanca de pensamento que, no decorrer do desenvolvimento ma-
tematico, culminou em conceitos como Limites, Integrais e Derivadas. De acordo com Eves (1989),

4 No ano 2020 houve a suspensdo das aulas presenciais no Brasil, devido a pandemia causada pela Covid-19, e as instituigdes de ensino
adotaram a modalidade de aulas remotas.
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a fim de resolver o problema da quadratura do circulo, Antifon, o Sofista (430 a.C.) propunha sucessivas
duplicagoes do numero de lados de um poligono inscrito em um circulo, até que a area do poligono
se aproximasse da area do circulo. Essa seria uma antecipacao ao metodo de exaustao de Eudoxo de
Cnido (408 a.C.- 355 a.C.), que tornou esse processo rigoroso. Boyer (1996) denomina esse método
de equivalente grego do Calculo Integral, que antecede historicamente ao Calculo Diferencial.

Para Mateus (2007) o surgimento dos conceitos de Calculo partiram da necessidade de resol-
ver problemas praticos de quadraturas e tangentes, e foi se desenvolvendo ao longo de muito tempo.
O autor destaca os estudos sobre variabilidade de quantidades de Nicole d’Oresme (1323-1382), a
utilizacéo sistematica de simbolos, como realizado por Frangois Viéte (1540-1603), a modificagéo
do método de exaustao, por Simon Stevin (1548-1620), e sua extensao e generalizagao por James
Gregory (1638-1675), e a discussao dos indivisiveis de Personne Gilles Roberval (1602-1675) e Blaise
Pascal (1623-1662), como contribuicoes ao Calculo Diferencial e Integral que conhecemos hoje.
Carvalho e D’Ottaviano (2006) também destacam alguns precursores do Calculo, como Arquime-
des de Siracusa (287 a.C.-212 a.C.), Galileu Galilei (1564-1642), Johannes Kepler (1571-1630), René
Descartes (1596-1650), Bonaventura Cavalieri (1598-1647), Pierre Simon de Fermat (1601-1655),
Evangelista Torricelli (1608-1647), John Wallis (1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677). Além destes,
citamos ainda Blaise Pascal (1623-1662) e James Gregory (1638-1675) cujas contribuicdes mencio-
naremos nesse topico.

Arquimedes desenvolveu 0 método do equilibrio, empregado para calcular o volume de solidos,
que foi demonstrado utilizando 0 metodo da exaustao de Eudoxo. Com esse metodo ele desenvolveu
a formula para obter o volume da esfera® 4"7 sendo o raio da esfera, e de solidos como conicas e
cunha de um cilindro circular reto (BOYER, 1996). De acordo com Eves (1989, p. 424) “[...] com 0
moderno método dos Limites, pode-se fazer com que o método de equilibrio de Arquimedes se torne
perfeitamente rigoroso, confundindo-se, em esséncia, com a moderna integragéo.”.

Galilei e Kepler contribuiram com o desenvolvimento do Calculo ao trabalhar com o Infinitésimo.
De acordo com Carvalho e D’Ottaviano (2006), Galilei foi o primeiro a utilizar esse termo, que apa-
rece nas propriedades do estudo de mecanica e dindmica. Para Eves (1989), Kepler desenvolveu as
ideias relativas ao Infinitésimo em trabalhos com integragao, e utilizou o procedimento de Cavalieri
para estabelecer a area da regido limitada por uma elipse. Os principios de Cavalieri, utilizados como
ferramentas para o célculo de areas e volumes, também foram uma contribuicao ao Galculo moderno.

A Fermat é atribuida a origem do Calculo Diferencial por seus trabalhos com 0s problemas
relativos a tragado de tangentes a curvas e maximos e minimos de fungées (BOYER, 1996). Néo é
possivel precisar sua influéncia, pois ele ndo tinha o habito de publicar seus trabalhos, mas muitas
foram suas contribuigoes. De acordo com Rezende (2003, p. 165) Fermat

[...] acrescenta as “propriedades especificas” (equagoes e definigoes analiticas) das
curvas de sua geometria analitica o seu conhecimento acerca dos infinitesimais -
obtido com o estudo das obras de Arquimedes, Kepler e Cavalieri -, criando, dessa
forma, um instrumento infinitesimal analitico geral e poderoso para a resolugéo de
problemas do Calculo.

Torricelli também trouxe significativas contribuicées ao Calculo na demonstragao da genera-
lizagao do resultado do teorema de Cavalieri, em que, para n um nimero natural, [&xm dx = ™t
0

n+1

5 A formula para se obter o volume da esfera & 477°, sendo o raio da esfera
3

168




A

Torricelli também esteve bem proximo ao conceito de Limite, usando métodos com uso de indivisiveis
e de exaustdo para diferentes provas da quadratura da parabola (BOYER, 1996). Para Rezende (2003),
se Torricelli tivesse desenvolvido um tratamento analitico das curvas e figuras geométricas, poderia
ter se consagrado como um dos inventores do Calculo.

Pascal também se destaca no processo de desenvolvimento do Calculo com seu trabalho com
integrac@o da fungao seno num quadrante de um circulo. Boyer (1996, p. 252) salienta que,

Se Pascal nao tivesse morrido, como Torricelli, logo depois de completar trinta e
nove anos, ou se tivesse se dedicado mais constantemente a matematica, ou se
fosse mais atraido por métodos algoritmicos que pela geometria e pela especulagao
sobre a filosofia da matematica, ha pouca duvida de que poderia ter-se antecipado a
Newton e Leibniz em sua maior descoberta.

0 entendimento da diferenciacdo e integracdo como processos inversos surge com Barrow.
Além disso, com o denominado ‘tridangulo diferencial’, ele traz uma abordagem muito proxima ao atual
processo de diferenciagdo. Seu contemporaneo, o matematico John Wallis, na tentativa de calcular
f01(1 — x?)*2dx, que ndo podia ser calculado diretamente na época, trouxe contribuicdes com a teoria
da integragao (EVES, 1989). Os resultados Wallis repercutem no trabalho de Gregory, que unifica a
aritmética infinitesimal de Wallis e de Roberval, e obteve um método de tangentes semelhante ao de
Fermat. Foi de Gregory a primeira publicagdo da demonstracdo do Teorema Fundamental do Calculo
(REZENDE, 2003).

Ainda que diversos personagens contribuissem para o surgimento do Calculo Diferencial e Integral,
foram Newton e Leibniz, trabalhando de forma independente, que tornaram seus fundamentos consisten-
tes. As descobertas de Newton sdo cerca de dez anos anteriores as de Leibniz, mas as primeiras publica-
coes foram de Leibniz, em 1684, enquanto Philosophiae naturalis principia mathematica, em que Newton
expoe suas ideias do Calculo, foi publicado em 1987 (BOYER, 1996). Newton resolveu o problema de
determinacao de uma tangente a curva de uma fungao f(x, y) = 0, utilizando 0 método dos fluxos.

Para ele [Newton], uma curva era gerada pelo movimento continuo de um ponto, a
saber, x e y eram fluentes, isto €, quantidades que fluem com o tempo e a taxa de
variacdo desses fluentes, chamou de fluxo dos fluentes. Fluxdes eram as velocida-
des dos movimentos ou 0s acréscimos dos fluentes as quantidades geradas. Intro-
duziu ainda o chamado momento de um fluente, que era o incremento infinitamente
pequeno sofrido por um fluente em um intervalo de tempo também infinitamente
pequeno. Ele proprio declara que utiliza o0 método dos fluxoes na quadratura de cur-
vas. Assim ele estabeleceu a questao fundamental: dada a relagdo das quantidades
fluentes, encontrar a relagdo de suas fluxoes e inversamente, fato esse que se traduz
hoje pelo Teorema Fundamental do Calculo, que em termos da geometria significa
resolver os dois problemas, o do célculo de areas sob uma curva e o do tragado
da tangente a curva. Ressalta-se ainda que Newton apresenta idéias embrionarias
sobre a nogao de Limite, ao retomar os “infinitamente pequenos”, caidos no esque-
cimento desde a matematica grega. (SILVA, 2011, p. 397).

Como ja mencionado, Leibniz obteve as mesmas conclusoes que Newton a respeito do Calculo,
mas foi ele quem desenvolveu linguagem e notagoes adequadas. Utilizou dx e dy para diferenciais
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em x € y, e 0s simbolos [y e [ x para o sinal de integrais. Também desenvolveu férmulas para os
produtos dxy = x dy + y dx, quocientes d (i) = ydxy_zx 2 ¢ poténcias dx™ = nx™1, com aplicagdes
geométricas (BOYER, 1996). “O raciocinio de Newton estava mais perto dos modernos fundamentos
do célculo que o de Leibniz, mas a plausibilidade da atividade de Leibniz e a eficacia de sua notagao
diferencial produziram uma maior aceitacéo das diferenciais que dos fluxos.” (BOYER, 1996, p. 278).

Apos Newton e Leibniz, contribuiram com o Céalculo Diferencial e Integral, dentre outros, Jean
le Rond d’Alembert (1044-1122), com o conceito de Limite no qual nogoes de discreto e continuo pu-
dessem ser trabalhadas, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), que concentrou seus estudos na teoria
de Limite, apresentando resultados importantes, e Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), a
quem sao creditadas a definicao rigorosa de Limite, e as defini¢coes de continuidade, diferenciabilida-
de e outras nogoes afins. (CARVALHO; D’OTTAVIANO, 2006; FIGUEROA; ALMOULOUD, 2018).

Cauchy deu ao Céalculo elementar o carater que se tem hoje. Ele construiu uma definicéo de
Limite mais clara do que se tinha na época, tornando fundamental o conceito de d’Alambert, que
desconsiderava a lei do Infinitésimo. Seu conceito de Limite tinha um carater mais aritmético, e con-
siderava o Infinitésimo como uma variavel dependente. Para o conceito de Derivada de uma fungao
(f") utilizou o acréscimo Ax = i para a variavel x, tornando a definicao de Derivada de ¥ em relagéo
a x, 0 quociente i—z = w quando i se aproxima de zero, sendo que essa Derivada nao existe
num ponto em que a fungao seja descontinua. A definicdo de Integral de Cauchy independe da di-
ferenciacao, e a relacéo de Integral e Antiderivada se deu pelo teorema do valor médio. A Integral
foi definida em termo de limites de somas, o que tornou possivel muitas generalizagoes da Integral.
|deias semelhantes foram desenvolvidas por Bernhard Bolzano (1781-1848), cuja obra matematica foi
ignorada por seus contemporaneos, sendo dado apenas a Gauchy o reconhecimento (BOYER, 1996).

A formalizacéo do Calculo utilizando a linguagem de épsilons e deltas foi feita por Weierstrass,
que segundo Eves (1989) exerceu forte influéncia entre os matematicos de sua época por suas aulas
meticulosamente preparadas e pelo seu rigor matematico. E considerado o pai da andlise, e suas
contribuigGes estao mais relacionadas a essa area que propriamente ao Calculo.

0 ENSINO DA DISCIPLINA CALCULO NO BRASIL

Ao longo do desenvolvimento da humanidade o conceito de Limite foi necessario para esta-
belecer raz0es entre grandezas, para resolver problemas como 0s de tangéncia e quadratura, ainda
que este saber nao tivesse sido reconhecido na época (FIGUEROA; ALMOULOUD, 2018). No século
XVII se estabelecem os fundamentos do Calculo Diferencial e Integral, e ao final do século seguinte o
ensino dessa disciplina ocorria através de Limite e Infinitésimos, perdurando essa logica até o final do
seculo XIX, em que passou a ter primazia a abordagem por Limites, devido a influéncia dos trabalhos
de Cauchy. Ainda que o desenvolvimento historico do Calculo tenha seguido a ordem: Calculo Integral,
Calculo Diferencial, Limites e nocdo de nimero real, 0 ensino da disciplina segue a ordem inversa:
Numeros, Limites, Derivadas e Integrais (REIS, 2001).

No Brasil, o Calculo Diferencial e Integral ja estava presente nos curriculos das escolas
militares e politécnicas antes do surgimento do curso superior de matematica no pais, e seu
ensino tinha um carater pratico, com énfase em procedimentos algoritmicos. Com o surgimento
do curso de matematica da Universidade de Sao Paulo, em 1934, o Calculo deixa o carater pra-
tico de formagao do engenheiro e do militar, e passa a ser voltado para o formalismo e o rigor
matematico, a fim de fornecer aos estudantes dos primeiros anos do curso, a conceitualizagao
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de elementos matematicos fundamentais, preparando-os para a disciplina Analise Matematica
(LIMA; SILVA, 2012).

Para Lima e Silva (2012) os estudantes de Calculo enfrentaram muitas dificuldades com esse
modelo de ensino, o que levou alguns professores a defenderem a adequagao no nivel de rigor e
formalismo com que 0s conceitos eram trabalhados nessa disciplina. Segundo os autores, uma das
propostas de mudanca foi feita pela professora Elza Furtado Gomide (1925-2013), que defendia um
ensino de Calculo com finalidade preparatoria, que pudesse proporcionar ao estudante a capacidade de

[...] compreender os significados dos conceitos fundamentais deste ramo do conhe-
cimento, as ideias que estiveram em sua génese, e que soubessem utilizar aquilo
que haviam estudado, por meio de técnicas operatorias, como ferramentas para a
resolugao de problemas. Neste sentido, as técnicas de calculo de Limites, derivadas
e integrais, que até entdo praticamente nao tinham espaco na disciplina, embora nao
devessem ser 0 foco do curso, deveriam sim fazer parte deste estudo introdutorio
(LIMA; SILVA, 2012, p. 7).

Além da abordagem do Calculo por meio de Limites ser predominante no ensino brasileiro
(REIS, 2001), atualmente “[...] é comum que o Limite seja explorado no inicio do curso, seja de
modo intuitivo, utilitario ou operacional, mas néo ter ligagdo com novas definicdes, como Derivada
e Integral, e nessa perspectiva o ensino de Limite torna-se desnecessario (BARROSO et al., 2009).
E possivel escolher uma abordagem de ensino em que o Limite ndo seja dispensavel, pois os con-
ceitos podem ter como base os Infinitésimos, e mais adiante, no curso de Andlise, se faca a opgao
pela Andlise ndo Standard. Mas caso essa nao seja a op¢ao adotada pelo professor, 0s conceitos de
Continuidade, Derivadas e Integrais devem se relacionar com os Limites.

Rezende (2003) argumenta que independente da escolha de abordagem, os conceitos devem
ser introduzidos de forma intuitiva em um curso inicial de Calculo. Ou seja, a nogao formal de Limite,
seguindo a teoria weierstrassiana de épsilons () e deltas (5), ou a construgao rigorosa de Infinité-
simo elaborada por Robinson, ndo devem ser elementos construtores de conceitos nessa etapa do
ensino. Qutro problema relacionado a aprendizagem de Limites é a prevaléncia da técnica sobre o
significado, como explica o autor:

[...] as dificuldades de aprendizagem relacionadas a operagao de limite estao as-
sociadas muito mais as suas dificuldades em manipulagoes algebricas (fatoragcao
de polindémios, relagoes trigonomeétricas, simplificagées algébricas, “produtos no-
taveis”, etc.) do que a sua interpretacao analitica. Assim, no contexto do ensino de
Célculo, pode-se dizer que a nogdo de limite de funcbes estd mais caracterizada,
portanto, como uma operagao algébrica do que com uma operacao analitica. Essa
“algebrizacao exacerbada da operacao de limite caracteriza bem o que queremos
dizer com a “prevaléncia da técnica sobre o significado.” (REZENDE, 2003, p. 13).

Nao apenas a abordagem escolhida influencia o ensino, como 0 modo de conduzi-lo, 0 que
mostra o quanto é importante que o professor conhega o publico com que vai trabalhar, podendo
adequar o ensino para favorecer a aprendizagem de seus estudantes.

De um modo geral, e nao apenas no Brasil, a historia do ensino de Calculo apresentou con-
flitos e controvérsias, resultantes de métodos que pretendem melhorar a aprendizagem dos alunos
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(CODE et al., 2014). Surgiram algumas propostas de adequagao no ensino dessa disciplina, como
0 Calculus Reform nos Estados Unidos na década de 1980, que enfatizava o uso da tecnologia e a
abordagem numérica, algébrica e geométrica na resolucéo de problemas. De acordo com Rezende
(2003), ao analisar as pesquisas em Educacao Matematica é possivel constatar que essa reforma
influenciou o ensino de Calculo no Brasil. Na Franca, a reforma dos liceus no inicio do século XX
introduziu o Calculo Diferencial e Integral na educagéo basica. Foi proposto um ensino adaptado as
capacidades cognitivas dos estudantes, sequindo uma proposta filosofica positivista, que era domi-
nante na época. Com a criagao dos Institutos de Pesquisa sobre o Ensino de Matematica, na década
de 1980, foram propostas alteragcdes no ensino de Galculo, como modificar as relagdes entre teoria
e aplicagoes, teorizar apenas o necessario e promover um enfoque construtivista da aprendizagem
(ARTIGUE, 1995). Apesar das propostas de mudancgas nos cursos de Célculo, de forma direta ou
indireta (com reformas no ensino, de modo geral) no Brasil, poucas foram as mudangas com relagéo
as taxas de sucesso dos alunos, e 0 modelo de instrugéo nao sofreu alteragao, pois continua baseada
em aulas, com turmas numerosas.

Para conhecer como o Calculo tem sido ensinado nas universidades brasileiras atualmente,
seria preciso uma extensa investigagao sobre curriculos e ementas, 0 que nao € objetivo dessa
pesquisa. Mas considerando que o trabalho do professor geralmente é guiado pelo livro didatico
adotado e que, como afirma Reis (2001), ainda que o professor nao adote um livro e utilize suas
proprias notas de aula, o que é uma pratica bem comum, ele geralmente tem como base dois ou trés
livros didaticos,. Infere-se que esse material € capaz de fornecer indicios da organizagao do ensino
dessa disciplina. Desse modo, foram verificadas as pesquisas que analisaram livros de Calculo, para
identificar o que tem se ensinado nessa disciplina nos tempos atuais. Também foram analisados 0s
livros indicados na bibliografia basica do curso em que se realizou a fase de intervengao da pesquisa.

Em sua pesquisa, Mateus (2007) analisou oito livros de Calculo, sendo o mais antigo de
1981, e 0 mais recente publicado em 2003, escolhidos porindicacao de professores, por ter grande
publicidade, ser muito utilizado nas universidades brasileiras, ou por ser citado em outros estu-
dos sobre o0 tema. De acordo com o autor “[...] nos livros analisados ha muito mais atividades de
repeticdo, visando a rotinizacao da técnica do que outro tipo de atividades [...] 7 (MATEUS, 2007,
p. 113). Para o autor, na maioria dos livros analisados, o0 conteudo é expresso através da algebra
e suas transformacgoes, ainda que haja um esforgo de combinar procedimentos algébricos com a
visualizagdo grafica. Quanto as atividades apresentadas nos livros, as que apresentam exercicios
de repeticao, visando a rotinizagao de técnicas, foram as mais encontradas. O autor ainda classi-
ficou essas atividades em dois tipos, as que dao énfase a tarefas de reproducao de técnicas, com
ligeiras variagoes para outros tipos, e outro grupo que apresentam uma quantidade significativa
de tarefas de interpretacéo e de prova. Quanto a apresentacao do conteudo, em geral segue a
sequéncia “Definicdo (ou teorema) — exemplos / algumas tarefas de discussao exercicios (entre
alguns de contexto).” (MATEUS, 2007, p. 175). O autor conclui que

[...] os resultados apresentam-nos fatores relacionados com a organizagao pra-
xeologica dos livros didaticos que interferem diretamente no processo de ensino
e aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral. Esses fatores prendem-se com a
formalizacao precoce dos conceitos, caracterizada pelo dominio do tecnicismo em
detrimento da énfase nos conceitos e na produgao de técnicas, énfase na algebriza-
cao durante a exposigao do contetdo, debilidade na articulagao entre o algébrico e
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0 visual-grafico/figural. [...] Com este resultado, percebemos que algumas dificulda-
des do ensino e aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral estao relacionadas
com a organizagao praxeologica dos livros didaticos. (MATEUS, 2007, p. 175).

Outro pesquisador que analisou livros didaticos de Calculo foi Reis (2001). O autor preferiu cha-
mar esses recursos de manuais e concluiu que eles “[...] refletem uma relacao desigual e dicotémica
entre rigor e intuicéo na apresentagao dos contetdos, ocorrendo uma primazia do primeiro elemento
deste par tensional em detrimento do segundo.”, e ainda que “[...] a proposta de ensino de Calculo
apresentada pelos livros didaticos €, ainda, predominantemente formalista e procedimental.” (REIS,
2001, p. 195). O autor sugere um ensino voltado para a problematizagéo, ressignificacao e sistemati-
zacao de conceitos a partir de imagens conceituais dos estudantes, e que 0s professores encontrem
um ponto de equilibrio entre rigor e intuigao

Para a elaboracao das atividades a serem desenvolvidas com os estudantes, na fase de in-
tervengao da pesquisa, além de considerar os resultados supracitados, foram analisados os livros
indicados como bibliografia basica da disciplina Calculo | da turma investigada. Como contribuigao
para a compreensao do ensino da disciplina no Brasil, as apresentamos neste topico. Conforme Pro-
jeto Pedagagico do Curso (PPC) ha trés indicagOes para a bibliografia basica a ser adotada, “Calculo”
(STEWART, 2011), “Um Curso de Calculo” (GUIDORIZZI, 2002) e “Célculo com Geometria Analitica”
(LEITHOLD, 2002). Ambos apresentam como abordagem o ensino por Limites, e tem a sequéncia de
contetidos que, segundo Alvarenga, Dorr e Vieria (2016, p. 47), geralmente se apresentam os livros
de Calculo. Os contetdos sao:

1. Fungoes reais. Limites de funcGes. Limites laterais e Continuidade de fungoes.
Teorema do Valor Intermediario. Reta tangente, Derivada, regras basicas de deriva-
cao. Derivadas de fungoes transcendentes.

2. Derivadas de composigoes e inversas de fungoes. Derivagdo implicita e taxas
relacionadas. Otimizagdo. Teorema do Valor Médio. Esbogo de graficos. Regra de
’Hopital.

3. Integral definida e propriedades. Teorema Fundamental do Célculo. Integral inde-
finida. Técnicas de integragao: substituicao, partes, fragoes parciais, substituigao
inversa, produtos de fungdes trigonométricas. Aplicagoes da Integral ao calculo de
areas planas, comprimento de curvas, volumes de solidos (ALVARENGA; DORR,;
VIEIRA, 2016, p. 47).

As obras de Guidorizzi (2002) e Leithold (2002) se diferenciam apenas por terem um capitulo
inicial sobre nimeros reais. De acordo com a ementa que consta no PPC, a disciplina Calculo | con-
templa o estudo de Fungdes, Continuidade, Limites e Derivadas, e Gélculo Il o contetdo Integrais.

A respeito do contetdo Limite, conceito fundamental do Calculo nessa abordagem, no livro
de Stewart (2011) ha uma introduc&o com problemas sobre reta tangente e velocidade instantanea,
seguido da definicao de Limite de uma fungao utilizando a ideia de aproximacao. A definicao formal
por meio de e § é apresentada apds limites laterais e propriedades. O autor traz exemplos algébri-
cos, tabelas e gréficos, e 0s exercicios trazem algumas atividades contextualizadas, interpretagao e
construcao de graficos, resolugao de problemas e exercicios algébricos como calcule e determine.
Ao final de cada capitulo traz exercicios de revisao com o objetivo de verificar conceitos. Guidorizzi
(2002) inicia o capitulo sobre Limites com as nogoes intuitivas de continuidade e Limite de fungoes,
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o Limite como coeficiente angular de uma reta e a ideia de Derivada como Limite, seguido da defini-
¢ao de fungao continua e de Limite por meio de € e 5. O autor apresenta uma linguagem matematica
formal, trazendo as definicoes e exemplos algebricos com seus graficos correspondentes, € 0S exer-
cicios s@o voltados para operagoes algébricas e demonstragoes. Leithold (2002) traz esse conceito
por meio de um exemplo algébrico, ilustrado graficamente, e a definicao formal por meio de ¢ e 6.
Utiliza exemplos algébricos com tabelas e graficos correspondentes, e muitos exercicios resolvidos,
sendo as vezes uma situagao-problema. Os exercicios propostos para os estudantes, assim como
0s do Guidorizzi (2002), sao voltados para operagoes algebricas e demonstragdes, mas traz alguns
exercicios contextualizados e problemas.

No que diz tange as dificuldades de aprendizagem em Calculo, destacam-se pouca habilidade
com 0s conteudos da matematica basica (HIEB et al., 2014; NASCIMENTO, 2000; PETRILLO, 2016;
SANTOS; BORGES NETO, 2005; THOMPSON; HAREL, 2021; VANDENBUSSCHE; RITTER; SCHERRER,
2018); dificuldades inerentes aos conceitos de Calculo (MATIC; DAHL, 2014; NASCIMENTO, 2000;
SILVA, 2011; VANDENBUSSCHE; RITTER; SCHERRER, 2018); procedimentos didaticos ou metodo-
l6gicos inadequados (REZENDE, 2003; SANTOS; BORGES NETO, 2005), em especial na énfase ao
modelo de ensino tradicional (SALINAS; ALANIS, 2009); dificuldades na transicdo do ensino médio
para o ensino superior (MATIC; DAHL, 2014; NASCIMENTO, 2000); falta de motivagéo, pouco tempo
para estudo e iteracao professor-aluno deficiente (SANTOS; BORGES NETO, 2005); e ainda dificulda-
des de natureza cognitiva ou epistemoldgica (REZENDE, 2003; SILVA, 2011).

Reis (2001) aponta alguns caminhos para a melhoria do ensino de Calculo, apresentando as
opinides de alguns autores de livros didaticos dessa disciplina. Em sua pesquisa, relata que para
0 professor Roberto Ribeiro Baldino um bom curso de Calculo deve se desenvolver com base no
conceito de Infinitésimos, e ndo baseado em Limites, com excesso de rigor na apresentagcao dos
conceitos, como se faz geralmente. Para o professor Geraldo Severo de Souza Avila, as dificulda-
des em Calculo poderiam ser minimizadas com o auxilio de monitores nas aulas, que geralmente
possuem turmas com muitos alunos. Propde ainda uma metodologia de ensino centrada na reso-
lucdo de problemas. O professor Elon Lages Lima sugere a utilizagcao de recursos, como a visuali-
zagao grafica, para dar significado e entendimento as ideias do Calculo. O autor ainda recomenda,
como possibilidade de melhoria no ensino de Calculo, a utilizagdo do computador para conceber
e representar as ideias ou conceitos do calculo, o trabalho coletivo de professores e utilizacao de
projetos de ensino.

A COMPREENSAO DO CONCEITO DE LIMITE

Como ja explicitado, foi realizada uma intervengdo em uma sala de aula de Calculo, com es-
tudantes do curso de Fisica de uma instituicao publica de ensino superior, na modalidade de ensino
remoto. No desenvolvimento da disciplina com os estudantes, iniciou-se o trabalho com uma revisao
sobre Fungoes, por meio de atividades com o uso do GeoGebra e introdugao ao contetdo Limites. Foi
solicitado aos estudantes que escrevessem, sem consultar nenhum tipo de material, o que é Limite,
a fim de conhecer suas concepcgoes prévias sobre o assunto, de modo a identificar possiveis erros
conceituais e estabelecer estratégias para a aprendizagem adequada desse conteudo. Os estudantes
enviaram suas anotagées por meio da plataforma Google Classroom®, como uma atividade. Para a
analise desses registros langou-se mao da analise do contetdo, que de acordo com Bardin (2011)

6 Ferramenta gratuita desenvolvida pelo Google que auxilia o gerenciamento de atividades escolares.
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¢ um conjunto de técnicas de analises de comunicages, com o intuito de apreender o fendmeno
investigado, em uma perspectiva qualitativa.

A partir das producoes dos estudantes foram identificados erros conceituais, organizados em
quatro categorias: Limite como uma ferramenta, dificuldade de compreenséo de fungdes matemati-
cas, dificuldade em compreender a definicao de Limite e reproducao de conceitos.

e Limite como uma ferramenta.

Na historia do Calculo essa disciplina era vista como uma preparagao para outra, a Analise
Matematica, e de maneira equivocada alguns professores compreenderam que no Calculo os estu-
dantes deveriam aprender as técnicas e fazer contas, uma vez que em Analise seriam trabalhados 0s
fundamentos da disciplina. (LIMA; SILVA, 2012). Isso fez com que se tivesse o entendimento de que
em Calculo se aprende os procedimentos, as técnicas para serem aplicadas em outras disciplinas.
Esse modo de conceber o Calculo pode ser observado nas falas dos estudantes pesquisados, como
mostra o excerto a seguir.

Limite, na matematica, € uma determinagao usada para facilitar a resolugao de equa-
cOes, em sua maioria polinomiais, impondo um valor limite para a variavel. (ES).

0 estudante compreende que o contetdo Limite, estudado em calculo, é uma ferramenta para
se resolver equagoes, em uma visao instrumental da matematica.

 Dificuldade de compreensao de fungoes matematicas.

Uma das dificuldades no ensino de Calculo, segundo Artigue (1995), esta associada a com-
plexidade dos objetos basicos da disciplina, como Fungoes, e foi possivel observar essa questao ao
analisar as respostas dos estudantes na atividade, como destacamos no excerto a seguir.

0 conceito de Limite é usado para descrever a variagdo de um numero, em uma
determinada fungao. (E14).

Esse trecho mostra que o conceito de “variagdo” ndo esta claro, pois um nimero nao varia. Ao
discutir a prevaléncia da abordagem estatica sobre a dindmica no ensino de Fungoes, Rezende (2003)
sinaliza que um dos problemas esta em identificar as quantidades variaveis envolvidas no problema
a ser resolvido e a relagao funcional entre elas. Thompson e Harel (2021) destacam a importancia
da compreensao do significado de variagdo, uma vez que compreender esse termo como substitui-
céo de valores ndo provoca uma imagem de variagdo continua, necessaria para a compreensao das
ideias de Calculo.

 Dificuldade em compreender a definicao de Limite.

As dificuldades relativas ao ensino e aprendizagem de Limite sdo encontradas ao longo da
historia da Matematica e comegam a aparecer desde a nogao intuitiva e foram se agravando com a
definicao formal do conceito. (BARROS; MELONI, 2006). Além da dificuldade associada a complexi-
dade dos objetos basicos da disciplina, Artigue (1995b) identifica outra, relacionada ao conceito de
Limites. Ao escreverem uma definicdo para esse conceito, percebeu-se alguns problemas com o0s
termos incorporados a ele, como evidenciado nos excertos seguir.
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0 Limite é um valor para “Y” “tender mas nunca ser”, obtido quando aproximamos
“X” de um valor, mas nunca se é esse valor, apenas numeros proximos positivamente
ou negativamente. (E7).

Limite € um valor atribuido a uma fungao, que se aproxima de um determinado
namero, mas nao podendo ser o proprio nimero. (E8)

Esses excertos sinalizam dificuldade de compreensédo dos termos “tender” e “aproxima”, uma
Vez que para os estudantes esse “valor” nao pode ser alcangado. Esses termos “[...] entre outros,
geram dificuldades no processo de aprendizagem do Calculo. ” (BARROS; MELONI, 2006, p. 1739).
Para Rocha (2016) € um obstaculo epistemoldgico relacionado ao Limite ser ou nao atingido, e do
ponto de vista historico se aproxima da definicdo de D’Alambert, em que a variavel, em nenhuma
hipotese, atinge o valor Limite.

REPRODUGAO DE CONCEITOS

Foram identificadas cinco respostas em que o Limite é utilizado para descrever o comporta-
mento de uma funcéo, semelhante a definicao descrita no site da Wikipédia, que ¢ uma enciclopé-
dia virtual livre com conteudo editavel pelos usuarios. Possivelmente esses estudantes buscaram
0 conceito nesse site para enviarem suas respostas. A pratica de reproduzir conceitos é propria do
ensino tecnicista, que esta arraigado no ensino da matematica. Ainda que desde a década de 1970 se
buscasse no Brasil um novo modelo de ensino, ainda hoje é possivel notar caracteristicas didaticas
do ensino tradicional e a presenga do condicionamento no processo de alfabetizagdo matematica
(TAROUCO; SILVA; SILVA, 2016). Desse modo, o ato de reproduzir, identificado nas respostas dos
estudantes, pode ser para eles um procedimento natural em matematica.

Identificados 0s problemas conceituais, foram planejadas atividades com a turma envolvendo
metodologias ativas, que sao formas de desenvolver o processo de aprender, utilizadas para conduzir
a formacao critica do individuo, favorecendo a autonomia do estudante, despertando a curiosidade
e estimulando tomadas de decisoes individuais e coletivas (BORGES; ALENCAR, 2014). De acordo
com Berbel (2011, p. 29) utilizam “[...] experiéncias reais ou simuladas, visando as condigoes de so-
lucionar, com sucesso, desafios advindos das atividades essenciais da pratica social, em diferentes
contextos.”. As metodologias ativas foram escolhidas de acordo com 0s objetivos de aprendizagem,
buscando a mudanga metodoldgica como alternativa as aulas tradicionais em que predomina o for-
malismo matematico, a memorizagao e reprodugao de conceitos.

CONSIDERAGOES FINAIS

Os primeiros conceitos de Calculo partiram de necessidades praticas do homem e diversos
personagens ao longo da histdria contribuiram para que se chegasse a sistematizacao da disciplina.
Atribui-se a Cauchy o Calculo com o carater mais aritmético, com abordagem por Limites, e devido
sua influéncia no campo da Matematica, seu ensino a partir do século XX seguiu essa abordagem. Ja
a linguagem formal em termos de épsilons e deltas de Weierstrass fez com que ele fosse considerado
0 pai da Andlise Matematica. O rigor no ensino de Calculo, seguindo a linha dos matematicos supra-
citados, prevaleceu com o surgimento do curso de matematica no Brasil na década de 1930, modelo
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que foi criticado ao longo do tempo e que resultou em diversas reformas no ensino. Tais reformas
nao foram suficientes para resolver 0s problemas de aprendizagem dessa disciplina, que apresenta
altos indices de reprovacao e evasao nos cursos brasileiros.

Uma proposta para a melhoria no processo de ensino e aprendizagem em Calculo séo mudangas
metodologicas, como por exemplo 0 uso de metodologias ativas, que favorecem a aprendizagem dos
estudantes e contribuem com o envolvimento dos sujeitos na realizagao das atividades e estimulando
a sua autonomia. Com o levantamento historico sobre o Calculo Diferencial e Integral e seu ensino
no Brasil, bem como busca por caminhos para a melhoria no ensino dessa disciplina, segundo pes-
quisas ja realizadas, foi possivel o bom planejamento de atividades de intervengdo em sala de aula.
Seguindo essas orientagoes e as metodologias ativas selecionadas, o ensino de Limites se dirigiu
pela énfase aos conceitos, por meio de resolugao de problemas, mudanga do quadro algébrico para
0 geomeétrico e vice-versa, com 0 uso do GeoGebra para plotar graficos e do Excel para construir
tabelas de valores, e o trabalho em grupos.

Destacamos que ao elaborar as atividades seguindo essa proposta, houve o cuidado em evitar
que fossem abordadas em uma perspectiva pratica, o que conduziu a Engenharia Didatica, que orien-
ta para um processo de ensino e aprendizagem em etapas. Inicia com a analise do sistema de ensino
para que se identifique o que pode ser melhorado, seguido do planejamento especifico de uma secéo
da sequéncia didatica, em que se relaciona o contetido em estudo com as atividades a serem desen-
volvidas. Essas atividades sdo realizadas em sala de aula e analisadas, de modo que o0s resultados
sejam confrontados com as hipoteses definidas previamente, na etapa inicial. Esse sistema em fases
conduz ao aprimoramento no processo de ensino e de aprendizagem, uma vez que o professor tem
a oportunidade de avaliar continuamente o desenvolvimento de sua turma e refletir sobre sua pratica,
fazendo os ajustes que julgue necessarios. Planejar as atividades a serem executadas, baseadas na
realidade da turma, analisar e refletir sobre os resultados obtidos a luz da teoria, sdo os caminhos
para aprimorar 0 processo de ensinar, de modo a favorecer a aprendizagem.

No decorrer das atividades realizadas foram identificadas algumas dificuldades na aprendiza-
gem dos conceitos trabalhados, e selecionadas estratégias de ensino com 0 objetivo de sana-las.
Na atividade inicial realizada na fase de experimentacéo, foram evidenciados erros conceituais dos
estudantes sobre o contetdo Limites, categorizados em: Limite como uma ferramenta, dificuldade de
compreensao de fungoes matematicas, dificuldade em compreender a definicao de Limite e reprodu-
céo de conceitos. As dificuldades conceituais relacionadas as fungdes matematicas e a reproducao
de conceitos, também foram identificadas no decorrer das tarefas realizadas com metodologias
ativas. Foram ainda identificados, no decorrer das atividades executadas, pouca habilidade com argu-
mentacoes matematicas, conflito do resultado algebrico com a interpretagdo da situagao-problema
e dificuldade em se expressar matematicamente. Essas deficiéncias decorrem de um ensino por
reproducao e repeticao, que aprecia o pensamento algebrista e pouco oferece em termos de criativi-
dade, autonomia e desenvolvimento social do estudante. Isso reforca a necessidade de alternativas
a0 ensino tecnicista em matematica.

A exemplo de metodologias alternativas, citamos a aprendizagem baseada em problemas e a
instrucao por pares, que foram utilizadas na pesquisa, na disciplina Calculo. A aprendizagem baseada
em problemas possibilita 0 processo de investigagao, a articulacao de conhecimentos e o dialogo en-
tre alunos e professor e aluno. A instrugao por pares oportuniza ao aluno refletir sobre os resultados
obtidos em uma atividade, e o estimula a buscar argumentos para suas escolhas.
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