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A RESOLUGAO DE UM PROBLEMA:
SOLUGOES ALTERNATIVAS E VARIAGOES NA FORMULAGAO

THE RESOLUTION BY ONE WHOLE QUESTION:
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RESUMO

Neste trabalho, foi utilizado um método proposto
por Polya (1978) para a resolucéo de problemas.
Em seu livro A arte de resolver problemas, Polya
(1978) expode o seu método dividindo-o em quatro
etapas: compreensao do problema, construgao de
uma estratégia, execugao da estratégia e revisao
da solugdo. Aplicou-se 0 processo proposto por
Polya (1978) para a resolugéo de um problema
com énfase na obtencao de solugdes alternativas.
Posteriormente, ao fazer alteragdes na sua formu-
lagéo, resolveu-se o problema com as condigdes
introduzidas. O objetivo da aplicacéo foi exerci-
tar a metodologia de resolugao de problemas e
relacionar diferentes conteidos e estratégias na
solugéo do problema selecionado neste trabalho.
Com esta pesquisa, da area da Educagao Matema-
tica, conclui-se que aspectos aqui desenvolvidos
podem servir como uma contribui¢&o simples para
a melhoria do processo de ensino e aprendizagem
de alguns contetdos do ensino basico, bem como
ilustrar uma aplicagao do conceito de limite.

Palavras-chave: Ensino; heuristica; resolugao de
problemas.

ABSTRACT

In this study, we used a method proposed by
Polya (1978) for solving problems. In his book,
The art of solving problems, Polya (1978)
outlined his method by dividing it into four
steps: understanding the problem, formulate a
Strategy, strategy implementation and review
of the solution. We applied the procedure
proposed by Polya (1978) for solving a problem
with an emphasis on obtaining alternative
solutions. Later, when making changes in its
formulation, resolved the problem with the
conditions introduced. The purpose of the
application has been exercise the methodology
of problem solving and relate different ideas and
Strategies in solving the problem in this work.
With this research, the area of Mathematics
Education, concluded that aspects developed
here can serve as a single contribution to the
improvement of teaching and learning of some
content of basic education and to illustrate one
application of the limit.
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INTRODUGAO

A atividade de resolver problemas teve seu
inicio com os filosofos gregos que a praticavam
como uma forma de exercitar o pensamento fi-
losdfico. Socrates afirmava que para resolver um
problema bastava fazer uma sequéncia logica de
perguntas. Descartes (1999) contribuiu com
importantes ideias dizendo que é necessario
método para raciocinar bem e procurar solu-
¢Oes nas ciéncias para descobrir as leis da
natureza, ressaltando, com isso, a importancia
da sistematizagao. Para ele, s0 se deve aceita-
ro que se pode ver ou deduzir com clareza.

Conforme Pereira (2002), apos Descartes
surgiram outros pensadores como Graham
Wallas (1858-1932) que, em sua obra A arte de
pensamento, publicada em 1926, apresentou
0 seu metodo dividindo-o em 5 etapas:
preparagao (trabalho prévio sobre um problema
que concentra a mente do individuo sobre o
problema e explora as dimensdes do problema),
incubagdo (quando o problema € internalizado
na mente subconsciente e nada parece estar a
acontecer externamente), intimagdo (a pessoa
criativa percebe um «sentimento» de que uma
solugdo esta a caminho), iluminaggo ou insight
(na qual a ideia criativa emerge dos processos
pré-conscientes e se manifesta na consciéncia)
e verificagdo (quando a ideia é conscientemente
verificada, elaborada e em seguida, aplicada).
Em outras publicagdes, o processo de
Graham Wallas é divido em quatro etapas,
sendo que, a “intimacao” é considerada como
um subestagio. As ideias de Graham Wallas
nao tiveram muita aceitagao na resolugao
de problemas por estarem ligadas a nogoes
vagas de funcionamento da “mente”.
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Apos, surgiram as ideias de Skinner (1904-
1990), que sdo bastante contrarias as de
Graham Wallas. A proposta de Skinner con-
sistia em determinar as agoes produtivas e
reforga-las. Na verdade, as suas ideias tiveram
importancia somente no treinamento de ratos e
pombos. Em problemas de niveis de dificulda-
de elevados, mostraram-se insuficientes.

George Polya (1897-1985) publicou o
seu livro How to solve it no ano de 1957,
expondo as suas ideias sobre a heuristica
de resolugdo de problemas. Polya foi
considerado um dos maiores matematicos
do século XX. Foi ele o primeiro a apresentar
uma heuristica de resolugéo de problemas
especifica para a matematica. Polya (1978)
dividia o processo de resolugao de um
problema em quatro etapas: compreensao
do problema; construgao de uma estratégia
de resolugdo; execucdo da estratégia e
revisao da solugéo.

Atualmente, destaca-se Alan Schoenfeld
como matematico que desenvolveu uma heu-
ristica para resolucao de problemas, dividindo-a
em quatro categorias de conhecimento ou habi-
lidades que julga serem necessarias: recursos
(conhecimento de procedimentos e questoes
matematicas); heuristicas (estratégias e téc-
nicas para resolucao de problemas); controle
(decisGes sobre quando e quais recursos usar)
e convicgdes (saber realmente o que esta fazen-
do e para que utilizara o resultado). Schoenfeld
(1985) ainda ressalta que para resolver um pro-
blema néo basta apenas possuir o conhecimento
sobre alguma heuristica para sua resolugao, é
necessario ter capacidade de resolver proble-
mas sobre 0 assunto.




Neste trabalho, estudou-se algumas heu-
risticas para resolucao de problemas e foi
realizada uma aplicagado num problema espe-
cifico com o objetivo de exercitar a metodo-
logia de resolugéo de problemas e relacionar
diferentes contetidos e estratégias na solugao
do problema selecionado.

AS HEURISTICAS DE RESOLUGAO DE PRO-
BLEMAS DE GEORGE POLYA

Polya (1978, p. 65) ja afirmava que:

Resolver problemas é uma habilidade
pratica, como nadar, esquiar ou tocar
piano: vocé pode aprendé-la por meio
de imitacdo e pratica. [...] se vocé
quer aprender a nadar vocé tem de ir
a agua e se vocé quer se tornar um
bom ‘resolvedor de problemas’ tem
que resolver problemas.

Ele acreditava na existéncia da arte da
descoberta e que a habilidade de descobrir
e inventar poderiam ser acentuadas por uma
bem cuidada aprendizagem. Nela, o aluno é
levado a perceber os principios da descoberta
e tem a oportunidade de exercita-los.

Emseulivro A arte de resolver problemas,
Polya (1978) afirma que 0 modo como se vé 0
problema pode sofrer alteragdes. No principio,
tem-se uma visdo incompleta e complicada,
mas quando se realizam algumas evolugoes,
essa percepcao comeca a mudar e ela ainda
sera diferente no momento em que se chegar
a solugéo do problema.

Com a finalidade de agrupar melhor as in-
dagagoes e sugestoes, Polya (1978) dividiu 0
seu processo de resolugao de um problema
matematico em quatro etapas:
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= Compreender o problema

0 autor coloca como algo muito importan-
te a compreensao do problema. Ele relata que
é uma tolice se tentar responder uma pergunta
sem saber qual o seu significado. Pode-se per-
ceber que, ja nesta primeira etapa, ele se pre-
ocupava com uma aprendizagem que pudesse
vir a ser significativa.

Para compreender melhor o problema po-
demos realizar algumas perguntas como: Qual
¢ a incognita? Quais sao os dados? Qual é a
condicionante? Também se devem considerar,
sob varios pontos de vista, as partes que se
julgarem importantes no problema. Devemos
verificar se 0 problema pode ser representado
através de uma figura e se é possivel satisfa-
zer as condicgoes.

= Estabelecer um plano

Para Polya, deve-se muitas vezes iniciar
com um plano para a resolugao do problema
a partir da seguinte pergunta: Conhece algum
problema correlato?

Deve-se pensar num possivel problema
que ja foi resolvido com a mesma incognita,
ou informagao, e que possa vir a ser utilizada.
Caso nao seja encontrado nada que nos ajude,
devemos verificar se é possivel fazer uma re-
formulagdo no enunciado. Essa reformulagao
pode levar a um problema auxiliar adequado.
Ao usarmos varios problemas ou teoremas
conhecidos, realizando diversas modificagoes
e ensaiando problemas auxiliares diferentes,
podemos nos distanciar do problema original.
Para voltar podemos realizar a seguinte in-
dagacdo: Foram utilizados todos os dados?
Foram usados todas as condicionantes?




= Executar o plano

0 plano é apenas um roteiro geral. E preciso
ter certeza de todos os detalhes que estdo ali
inseridos de modo que nao reste nenhuma
ddvida na qual possa estar escondido algum
erro. A execucdo do plano é uma tarefa facil,
mas é necessario ter paciéncia e certeza de
que cada passo executado esta correto.

* Revisar a solucao

Esta é uma etapa muito importante;
executando-a teremos certeza de que
resolvemos o problema de maneira correta,
eliminando, assim, algum erro que possa
ter ocorrido durante a execugado do plano.
Para tanto, podemos realizar o seguinte
questionamento: E possivel verificar o
resultado? E possivel verificar o argumento?

Também sera necessario verificar se
poderemos utilizar o resultado obtido ou o
método utilizado em algum outro problema
e se ha a possibilidade de encontrarmos a
solugao utilizando outra estratégia.

A obra de Krulik e Reys (1997) igualmen-
te salienta a importancia do uso de estraté-
gias na resolugéo de problemas e apresenta
contribuicoes de varios estudiosos que dis-
cutem a eficiéncia no ensino de matematica
e afirmam que os problemas sao, muitas
vezes, impulsionadores no desenvolvimento
de topicos da matematica.

METODOLOGIA

0 procedimento metodoldgico utilizado
foi do tipo pesquisa bibliografica, com abor-
dagem qualitativa, por meio da qual se estu-
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dou e analisou a metodologia de resolugdo
de problemas e as contribuicoes no ensino-
aprendizagem da matematica. Utilizou-se o
método proposto por Polya, seguindo-se as
quatro etapas, para a resolucdo do seguinte
problema [5]:

Um fabricante produz bolas macigas em dois
tamanhos, mas dispée de um tnico modelo de
caixa para transporta-las. Felizmente, essa
caixa acondiciona perfeitamente uma bola
grande, ou 216 pequenas. Sabendo que,
independente do tamanho, as bolas séo feitas
do mesmo material, qual a caixa de bolas que
pesard mais?

RESULTADOS

Utilizando o método de Polya pararesolugao
do problema, tem-se:

12 etapa: compreensao do problema. Para isso
questionou-se:

- 0 que o problema pede ou qual aincognita?

0 problema solicita: Qual das caixas pesa-
ra mais, a que contém as bolas pequenas ou
a bola grande?

- Quais sao os dados?

Tem-se informacgao de que uma bola gran-
de é acondicionada perfeitamente dentro de
uma caixa; noutra caixa, do mesmo tamanho,
cabem 216 bolas pequenas e todas as bolas
sdo macicas e feitas do mesmo material.

- Podemos representar o problema através
de uma figura?

Sim, pois, nesse caso, tem-se 0 seguinte
desenho:
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Figura 1 - De acordo com o problema teremos
uma bola grande ou 216 bolas pequenas dentro
de uma caixa.

22 etapa: estabelecimento ou elaboragédo de
um plano.

Nessa etapa, encontrou-se a ligacao entre
0s dados e a incognita do problema. Obser-
vou-se a distribuicdo das bolas pequenas no
interior de uma das caixas, bem como o dese-
nho das duas caixas e concluiu-se que:

- se “A” for a medida das arestas das
caixas, “R” a medida do raio da bola grande
e “r’ a medida do raio das bolas pequenas,
entao: A = 2R = 2(6r);

- a caixa grande pode ser dividida em 216
caixas pequenas, cada uma acondicionando
perfeitamente uma bola pequena.

Pensando num plano para se resolver o
problema, percebeu-se que existem pelo me-
nos trés maneiras distintas de soluciona-lo:
12, utilizando-se proporgoes (fez-se a compa-
ragao entre o volume das esferas e suas res-
pectivas caixas);

22, calculando-se o volume das esferas gran-
de e pequena (aplicaram-se as formulas do
calculo do volume);

32. por semelhanga (lembrou-se que duas fi-
guras ou objetos no espago sao semelhantes
quando tém a mesma forma e a mesma razao
entre as medidas lineares correspondentes).

T

32 etapa: execugao do plano.
12 solugao: utilizando proporgaoes.
Imaginando-se cada bolinha inscrita em
uma caixinha, notou-se que a caixa grande
fica dividida em 216 caixinhas imaginarias do
mesmo tamanho. Como a razéao entre 0 vo-
lume da esfera (bola) grande e o volume da
caixa cubica é a mesma que a razao entre o
volume da esfera pequena e o volume da cai-
xinha cubica imaginaria, tem-se:

vol esf.grande

vol.caixa.grande

vol esf.pequena

vol.caixa.pequena

216 volesf.pequena

216 vol.caixa.pequena

216vol esf.pequena

vol.caixa.grande

Portanto,
volesf.grande  216vol.esfpequena

vol.caixa.grande vol.caixa.grande

dai, vol.esf.grande = 216.vol.esf.pequena

Assim, conclui-se que, como todas as bo-
las sédo feitas do mesmo material e possuem o
mesmo volume, entdo as caixas terdo o mes-
mo peso.

22 solugdo: usando formulas.

Aplicando-se a formula do volume da esfera,
calculou-se o volume das esferas grande e pe-
quena, resultando que:
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vo!.e.sf.gmnde=%-n-R3 zis-n -(6r)° =
E-1|:-216-;»-3= 216.i-n rd =
3 3

= 216- vol esf.pequena
Como todas as bolas sao feitas do mesmo
material e possuem 0 mesmo volume, entao
as caixas terao 0 mesmo peso.

32, solugdo: por semelhanga.

Considerando-se que duas figuras ou objetos
no espago sao semelhantes quando tém a mesma
forma e a mesma razao entre as sua medidas
lineares correspondentes, conclui-se que a esfera
grande é semelhante a esfera pequena na razao
6, pois R = 6.rou R/r = 6.

Considerando-se também que se dois soli-
dos séo semelhantes na razao “K”, entao seus
volumes estdo na razao K, tem-se:

vol.esf.grande _ 6 =

vol.esf. pequena

vol esf.grande = 6°.vol.esf.pequena =
vol.esf.grande = 216 .vol esf.pequena

Como todas as bolas sao feitas do mesmo
material e possuem 0 mesmo volume, entao
as caixas terao 0 mesmo peso.

42 etapa: revisando a solugao.

Pode-se verificar o resultado construindo-se
bolas dos dois tamanhos, com material concreto,
constatando-se com isso que a conclusao que
se obteve é verdadeira.

Ainda, nessa etapa, reviu-se todos os ar-
gumentos e as manipulagoes algébricas feitas
e verificou-se que tudo esta correto.

Também, nessa etapa, questionou-se se
¢ possivel utilizar o resultado, ou 0 método,
para resolver algum outro problema analogo,
quando se fazem alteragdes no enunciado do
problema. Pensando nisso, fizeram-se alte-
racoes na formulagao do problema inicial e
trocaram-se hipoteses. Apds, considerou-se:

- “Se as bholas forem ocas, e sendo x
(xe ;®”) a medida da espessura da casca,
qual a caixa que pesara mais?”

- “Quem tem maior area de superficie, a
bola grande ou as 216 pequenas?”

Para a resolugao da primeira questao, indi-
cou-se 0 volume da “casca” da esfera grande
por “vol.cas.esf.gr.” e obteve-se:

vol.casesf.gr.=
4
a ey -6r-2k
vol.cas.esf.gr.=
\
3 6 6’ 6

e, se “vol.cas.esf.pqg.” indica o volume da cas-
ca da esfera pequena, entao

216.vol.cas.esf-pq. =
4
2167 C--x°)=

4
63.5.‘5 x(3r* =3rx +x?)

Logo, comparando-se 0s volumes encon-
trados, tem-se que:

Vol.cas.esf. gr. < 216.Vol.cas.esf.pq.,
concluindo-se que, com a hipotese das esfe-
ras Serem ocas, a caixa que pesara mais é a
que contém as esferas pequenas.




Pode-se responder a segunda pergunta de
duas maneiras:

12 - usando-se a formula de area da super-
ficie da esfera, tem-se:

a area da superficie da esfera pequena =
4.1

a area da superficie da esfera grande =
4.77.(6.0)>=6". (4 m.r*). Mas,

216.area da superficie da esfera pequena
=6".4.7.17%).

Assim, “superficie da esfera grande <216
superficie da esfera pequena”, o que permite
concluir que a caixa que pesara mais é a que
contém as esferas pequenas;

22 - utilizando a nogéo de limite:

intuitivamente, pode-se imaginar uma su-
perficie como uma “placa solida” de espessu-
ra x “infinitamente pequena”.

Assim, 0 volume dessa placa é ¥p =Sp -x,
Portanto, Sp=@, em que V2 e Sp sdo 0 vo-
x. .
lume e a superficie da placa, respectivamente.

Se existe um valor parax, quando x — 0 *
(x tende a zero por valores maiores que zero),
esse valor limite de Sp indicara a superficie S
que se quer determinar.

I
')(

Figura 2 - “r" representa o raio da esfera e “x” a
espessura da superficie.

Logo, indicando-se o volume da casca da
bola pequena por “vol.cas.b.p.”, tem-se:

vol.cash.p.= ;n E'3 - (r— ::L:)3 ]:>

T

-3+ x° ]=>

—Ll‘mg-n[?:rz—3m+x2]:>
x—0

vol.cash.p. =§ TX- E

volcash.p
Lim——

emque S, ,
bola pequena.

Ainda, indicando-se 0 volume da casca da
bola grande por “vol.cas.b.g.”, tem-se:

vol.cash.g. = ;n: E6i")3 —(6r —Jt:)3 ]=>

4 3 3 1
volcash.g.=6* =1 x| =r’ - m+—x* | =
3 6 6°

indica a superficie da casca da

6

6%- (4:r|:r ):>S

c.bp’

emque S, indicaa superficie da casca da
bola grande. Logo,
216-S,,,=6"S,,,>6"S.,, =S.,.

Portanto, as 216 bolas pequenas pos-
suem uma superficie maior que a superficie
da bola grande.

FORMULAGAO GENERICA DO PROBLEMA INICIAL

E sempre possivel resolver o problema
ou o enunciado ter sentido se trocarmos o
namero 216 por outro nimero qualquer?

Qual a relacdo que deve existir entre a medi-
da da aresta da caixa cubica e a do diametro da
bola (esfera) grande para que o enunciado tenha
sentido e 0 problema tenha solugao? E entre a




medida da aresta da caixa cubica e a do dia-
metro da bolinha? E entre a medida do diame-
tro da bola grande e o da bolinha?

De modo geral, para o enunciado ter sen-
tido e o problema ter solugao, questiona-se:

Qual deve ser a medida da aresta da caixa
cubica, se a medida do didmetro da bolinha for
tomada como unidade de comprimento?

Quantas bolinhas podem ser acondiciona-
das perfeitamente nessa caixa?

Como se pode dar uma formulagcao
genérica para esse problema?

Respondendo-se a essa dltima pergunta,
tem-se:

“Um fabricante produz bolas macigas em
dois tamanhos, mas dispde de um Unico mo-
delo de caixa para transporta-las. Felizmente,
essa caixa acondiciona perfeitamente uma
bola grande, ou n3 bolas pequenas (n N*).
Sabendo que, independente do tamanho, as
bolas sdo feitas do mesmo material, qual a
caixa de bolas que pesara mais?”

Na generalizagao do problema, € facil obser-
var que:

aresta da caixa = didmetro da bola gran-
de = n . diametro da bolinha. Dai, vol.esf.
grande = 3.7.(n.r)e vol.esf.pequena =
%. T.r3. Portanto, volume da esfera grande
= 1. volume da esfera pequena.

Assim, como todas as bolas séo feitas do
mesmo material, conclui-se que as duas cai-
xas de bolas tém 0 mesmo peso.

Além dessas, outras variagoes e outros as-
suntos de matematica podem ser sugeridos e
explorados a partir desse problema.

Os alunos podem ser incentivados a pro-
curarem outros problemas e explorarem
outros assuntos, pois, ao trabalhar dessa
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forma, eles desenvolverdo a sua criatividade
e se tornardo agentes ativos na construcao
de seu conhecimento.

CONSIDERAGOES FINAIS

Utilizando-se o0 método proposto por Polya
(1978) constata-se que, com mais facilidade,
organizam-se as ideias e se obtém a solugao
do problema com uma melhor compreensao
do que se nao tivéssemos sequido seu méto-
do. Também & possivel encontrar problemas
analogos e tornar mais clara uma estratégia
para sua resolugdo. Certamente esse método
ndo é uma ferramenta milagrosa, mas torna-
se necessario e eficiente seu uso em um gran-
de nimero de problemas, principalmente os
que apresentam um maior nivel de dificuldade.
Polya ressalta que primeiramente temos uma
visdo do problema, mas com a aplicagao das
etapas, a medida que vamos avancando, (re-
tirando os dados do problema e construindo
uma estratégia para sua resolugao), a nossa
perspectiva sobre o problema altera-se; o
mesmo acontece quando o resolvemos; dai a
importancia de uma heuristica.

0 estudo e resolugédo de um problema
simples, como esse, mostraram que é ne-
cessario um trabalho de persisténcia e uso
de método para obter e explorar diferentes
solugbes. O problema oportunizou aplicar
conteudos diferentes, estabelecer relagoes
entre conceitos e exercitar a metodologia de
resolucdo de problemas. Deu-se énfase na
exploragao de maneiras diferentes de resolugao
do problema proposto e nas alteragoes feitas
nas condicionantes enunciadas no problema,
bem como nas estratégias para a busca de
solugoes alternativas.
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