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RESUMEN

En la investigacion se analiza la incidencia que tiene la aplicacion del enfoque teorico de la resolucion de problemas,
para motivar el estudio de la conservacion del area, a través del uso positivo de las pseudoparadojas geomeétricas, en
los grados séptimos de |a Institucion Educativa Distrital Cedid Ciudad Bolivar. Este estudio se sustenta en la visualiza-
cion matematica y en la Comunidad de Practica de Wenger (2002), para la comprension de dichas pseudoparadojas.
En el trabajo se disenan actividades, donde se integra los contenidos de nimeros enteros, fracciones y geometria,
para explicar coherentemente las inconsistencias de estas pseudoparadojas. Estas actividades se realizan con los
estudiantes de dos grupos del grado séptimo, a través de problemas retadores, donde se les posibilita hacer uso de
su creatividad para desarrollarlas y discutirlas en pequefios equipos de trabajo. Con su implementacion se promueven
espacios académicos nuevos para los estudiantes, pues le permite lograr un mejor desempefo en el rendimiento
académico de las clases de matematicas y desarrollar 6ptimas competencias junto con el progreso de las relaciones
sociales al interior del aula.

Palabras claves: figuras geomeétricas, resolucion de problemas, visualizacion, pseudoparadojas, conservacion del area.
ABSTRACT

The research analyses the incidence of the application of the theoretical approach to problem solving, to motivate the

study of the conservation of the area, through the positive use of geometric pseud paradoxes, in the seventh grades of
the Educational Institution of the Distrital Cedid Ciudad Bolivar. This study is based on the mathematical visualization of
Wenger and Community of Practice (2002) to understand these pseud paradoxes. Work activities are designed where

whole contents, fractions and geometry are integrated to consistently explain the inconsistencies of these pseud par-
adoxes. These activities are conducted with two groups of students from seventh grade through challenging problems,
where they are possible to use their creativity to develop and discuss them in small teams. With its implementation,
new academic spaces are promoted for students, as it allows them to generate better academic performance of math

classes and develop optimal skills along with the progress of social relationships within.
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RESUMO

A presente investigagao visa analisar a incidéncia da aplicagdo da abordagem tedrica de resolugdo de problemas,
através do uso positivo de pseudoparadoxos geomeétricos, nas sétimas séries da Instituicdo Educacional do Distrito
de Cedid Ciudad Bolivar, a fim de motivar o estudo da conservagao da area. Este estudo baseia-se essencialmente na
visualizagdo matemadtica e na Comunidade de Pratica de Wenger (2002), para a compreensdo desses pseudopara-
doxos. No trabalho sdo propostas atividades, cujo conteudo de numeros inteiros, fragoes e geometria sdo integrados,
objetivando explicar de forma coerente as inconsisténcias desses pseudoparadoxos. As referidas atividades sao reali-
zadas com o corpo discente de duas turmas da sétima série, através de situagoes-problema, onde os alunos poderao
usar a criatividade para elucida-los e discuti-los em pequenas equipes. Com a implementagdo destas atividades,
novos espagos académicos serdo construidos para os alunos, posto que otimizara o desempenho do discente, pos-
sibilitando, assim, melhor rendimento nas aulas de matematica, além do fato de que promovera o desenvolvimento
de habilidades sociocultural e as relagdes humanas em sala de aula.

Palavras-chave: figuras geomeétricas, resolugao de problemas, visualizagdo, pseudoparadoxos, conservagao da area.

INTRODUCCION

Aprender a conocer, a hacer, a convivir y a ser, constituyen pilares basicos del aprendizaje que
la educacion debe crear y desarrollar (DELORS, 1997). En las escuelas actualmente se implementan
metodologias, se introducen nuevas tecnologias, se disenan diferentes formas de organizar la ense-
fanza y evaluar el aprendizaje de la Matematica, con el que se contribuye a estos pilares. A pesar de
todo, persisten dificultades de contenidos, en tematicas tan basicas como geometria, trabajo con
fracciones y nimeros enteros, que limitan el logro de ellos.

El proceso de ensenanza y aprendizaje de la matematica, especificamente la conservacion del
area, a través de pseudoparadojas geomeétricas en la Educacion ha ocupado a investigadores, tanto
nacional como internacionalmente. Los resultados alcanzados se valoran en diferentes reuniones y
congresos: Congreso Internacional de Educacion Matematica (ICME), en el Congress of the European
Society for Research in Mathematics Education (CERME), Conference of the International Group for
the Psychology of Mathematics Education (PME), y el Encuentro de Geometria y sus Aplicaciones en
Colombia, entre otros. En estas reuniones se ofrecen cursos, conferencias y se presentan ponencias
que reflejan las dificultades y avances de las tematicas referidas en la escuela.

En el ICME 13 (2016) en el Grupo de Estudio de Temas, TSG 13 se aborda “La ensefianza y
el aprendizaje de la geometria en nivel secundario”, haciéndose referencia a las conexiones entre la
geometria, las practicas matematicas y los procesos, tales como argumentacion y visualizacion.

En el CERME 10 (2017) en el grupo temas de trabajo (TGW 4) se aborda la ensenanza aprendi-
zaje de la geometria, especificamente la construccion de conceptos, Ia manipulacion de instrumentos
y la visualizacion. En la conferencia del PME (2018) desarrollada en Rancagua, Chile, se llevaron a
cabo contribuciones relacionadas con el conocimiento geometrico inicial, la visualizacion, y las
acciones sobre objetos mentales y materiales.

Especificamente en el XIll Encuentro de Geometria y | de Aritmética en el 2002, se exponen las
paradojas en la matematica. En este congreso se aportan elementos de las implicaciones que han
tenido las paradojas en la evolucion de las matematicas, a través de exposiciones que mas han
influenciado en Ia historia de la matematica. Estos criterios dados en los anteriores congresos,
constituyen algunos de los elementos que muestran |a pertenencia y actualidad de la investigacion.




En la literatura cientifica consultada, Kondratieva (2007) expresa que las paradojas tienen
por objeto dar a conocer una inconsistencia o contradiccion y llevan un reto especial. El uso de
los términos de paradojas y pseudoparadojas se precisan para los propositos de la investigacion
en el marco teorico.

En resumen, esta investigadora aporta estrategias y alternativas, donde demuestra las impli-
caciones del uso de las pseudoparadojas en la ensefianza aprendizaje de las matematicas, pero en
el ambito universitario, no se evidencia una reflexion para su aplicacion en la Educacion Basica.
En la practica se carece de una estrategia que permita integrar los siguientes contenidos en el aula:
geometria, trabajo con fracciones y numeros enteros. Ademas, es de destacar que se carecen de
investigaciones sobre esta tematica en la educacion basica colombiana.

Por otra parte, al desarrollar los contenidos programaticos en la Institucion Educativa Distrital
CEDID Ciudad Bolivar, se encuentra que estan organizados de la siguiente manera: primer y segundo
periodo, nimeros enteros; tercer periodo fracciones, en paralelo con la geometria. Esto evidencia que
no hay una integracion de dichas tematicas.

Se precisa como situacion, en el area de la geometria, 1a confusion de los estudiantes con
relacion al perimetro y el area. En este proceso es limitado el trabajo de transformaciones en figuras
geomeétricas en otras, para dar cuenta de la conservacion del area. También es deficiente la ensefianza
de la geometria enfocada en los procesos de comparacion, descomposicion y recomposicion de las
figuras geométricas (ROJAS 2009, BERRIO, 2015).

Con relacion al desarrollo de los numeros enteros y las fracciones, solo se evidencian propie-
dades aritméticas, mas no una construccion asociada para la comprension de tales propiedades.
La suma, resta, multiplicacion y division es lo primordial para dar cumplimiento al programay a las
exigencias del Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (MEN).

A través del analisis de las investigaciones realizadas en el estado del arte (que abordan dificultadas
en el proceso aprendizaje del concepto de area), de la observacion a clases en el grado séptimo de
la Institucion Educativa Distrital CEDID Ciudad Bolivar y de las experiencias de los investigadores, se
constata las siguientes insuficiencias:

* Limitados conocimientos geométricos y aritméticos.

» Se carece de una comprension adecuada del concepto de area.

» Deficiente la ensenanza de la geometria enfocada en los procesos de comparacion, des-

composicion y recomposicion de las figuras geométricas.

» Escasa motivacion en los estudiantes por la clase de matematicas.

Las valoraciones anteriores y el estudio epistemologico inicial realizado precisan determinar
como objetivo de la investigacion elaborar una propuesta de actividades para la ensefianza y el
aprendizaje de la conservacion del area, donde se integre la geometria, las fracciones y los nimeros
enteros, usando pseudoparadojas geométricas con estudiantes de grado séptimo, de la Institucion
Educativa Distrital CEDID Ciudad Bolivar.

MARCO TEORICO

En la investigacion se asumié como sustento de las actividades los referentes sobre paradojas,
la teoria de la resolucion de problemas, la visualizacion matematica y la Comunidad Practica de
Wenger (2001).
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Con respecto a las paradojas en la literatura cientifica consultada se destacan: Movshovitz-Hadar y
Hadass (1990,1991), Kleiner y Movshovitz-Hadar (1994), Sullivan y Panasuk (1997), Castro y Pérez (2002),
Kondratieva (2007), Macho (2012), Farlow (2014), entre otros.

Dado que las paradojas en matematicas generan crisis y reestructuraciones en sus teorias
(KLEINER y MOVSHOVITZ-HADAR, 1994), en ningiin momento se pretendio el analisis de paradojas
en este sentido con los estudiantes. La intencion de la investigacion consistio en traer situaciones al
aula de tal modo que se mejorara la comprension de conceptos matematicos. Por este motivo, se
presenta la definicion de paradoja dada por Kondratieva (2007), que para los propdsitos de la actual
investigacion se asumio como pseudoparadoja. Lo que interesa es el aspecto didactico para la apli-
cacion de las actividades a desarrollar con los estudiantes.

Kondratieva (2007, p. 1) propone una definicion de particular interés para los propositos de esta
investigacion, pues declara que “... una paradoja en el sentido amplio, es algo inesperado, surgido
repentinamente, una declaracion que se ve mal y contradictoria...su presencia facilita el proceso de
comprension de las cosas en un intento para corregir un error y hacerlo con sentido”.

Se comparte las ideas de los investigadores Kondratieva (2007), Kleiner y Movshovitz-Hadar
(1990,199), y Castro y Pérez (2002), al plantear que las pseudoparadojas sorprenden, provocan, exas-
peran, llaman la atencion y trastornan el pensamiento matematico del que esta expuesto a ellas. En
el proceso de la elaboracion y desarrollo de las actividades de |a presente investigacion se asumieron
las recomendaciones sugeridas por Kondratieva (2007, p. 7), las cuales son:

* “Ensenar paradojas para ilustrar un punto especifico.

* Permitir a los estudiantes algunas veces tiempo para pensar por su cuenta.

* Involucrar a los estudiantes en una discusion. Hacer que ellos desarrollen sus conclusiones,

llevandolos a una resolucion.

» El objetivo es desequilibrar al alumno en una manera estéticamente valiosa, y a continuacion,

hacer uso de su curiosidad natural”.

Por tales motivos, el uso de pseudoparadojas en las clases de matematicas se debe retomar,
ya que:

» Cautivan, divierten, exasperan, seducen, despiertan la curiosidad y motivan, cuestiones
esenciales para lograr un proceso de ensefianza aprendizaje robusto en contenidos mate-
maticos (KLEINER y MOVSHOVITZ-HADAR, 1994).

Generan conflictos cognitivos y motivan para lograr un aprendizaje constructivo.

Facilitan el proceso de comprension de los contenidos matematicos.

Pueden mejorar el conocimiento de |a heuristica en la resolucion de problemas.

Pueden provocar un cambio de actitud con respecto a la ensefianza aprendizaje de las

matematicas.
En cuanto a |a teoria de resolucion de problemas se destacan Polya (1973), Kilpatrick (1969),
Schoenfeld (1992, 2014), Sriraman & English (2010), Pochulu y Rodriguez (2012), Liljedahl y
Santos-Trigo (2019), entre otros, los cuales aportan definicion de problemas, de resolucion de
problemas y estrategias para su resolucion. En la investigacion se asumio la definicion de problema
dada por Polya (1981, p.117), donde expresa que “... significa buscar de forma consciente una accion
apropiada para lograr un objetivo claramente concebido, pero no alcanzable de forma inmediata”.
También se asumio las cuatro fases para la resolucion de problemas: “Comprender el problema,
disenar un plan, llevar a cabo el plan y por dltimo, mirar hacia atras” (POLYA, 1973, p. 5-16).
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Las actividades estuvieron conformadas por problemas retadores, Pérez (2004, p. 12) expresa
que estos “... exigen la integracion de conceptos relacionados y el establecimiento de nexos con
otras areas de la matematica, para lograr un dominio y una comprension profunda de la matematica
elemental, sin tratar de extender los conocimientos de los estudiantes hacia conceptos propios de la
matematica superior”. Es de precisar que los problemas que generen motivacion e interés en los
estudiantes deben incluir las siguientes caracteristicas, “... que sea una situacion que estimula el
pensamiento, que sea interesante para el alumno, y que la solucion no sea inmediata” (Falk, 1980, p. 16).

Las relaciones descritas anteriormente, tales como la indagacion, el razonamiento, la exposi-
cion de su actuacion, la integracion de conceptos, y otros como la motivacion e interés, permiten
lograr una comprension profunda de la matematica en la Educacion Basica, y surgen del progreso de
las actividades que se proponen en el desarrollo de esta investigacion.

La visualizacion en matematicas es considerada por varios investigadores de la educacion
matematica como una herramienta poderosa que, si se emplea adecuadamente, posibilita un adecuado
aprendizaje de ideas y conceptos matematicos. Se destacaron, para los propdsitos de la investiga-
cion, Zimmermann y Cunningham (1991), De Guzman, (1996) y Arcavi (2003), quienes han aportado
referentes tedricos y estrategias.

En la presente investigacion se asumio la definicion de Zimmermann y Cunningham (1991, p. 3),
quienes plantean que “... la visualizacion matematica es el proceso de formar imagenes (mentalmen-
te, con lapiz y papel o con ayuda de materiales o tecnologias) y de utilizar estas imagenes de manera
efectiva para el descubrimiento y la comprension matematica”. En la investigacion se asumio esta
definicion, pues se enfatizo en la visualizacion como un recurso que propicia el descubrimiento y la
comprension matematica, elementos importantes para la resolucion de las pseudoparadojas.

Con relacion a la teoria de comunidad practica de Wenger, se admitio que “[...] son grupos de
personas que comparten una preocupacion, un conjunto de problemas o una pasion sobre un tema,
y que profundizan en su conocimiento y experiencia en esta area mediante la interaccion de forma
permanente” (WENGER, MCDERMOTT y SNYDER, 2002, p. 4). Estas comunidades comparten una
estructura basica, pues es una “... combinacion unica de tres elementos fundamentales: un dominio
de conocimiento, una comunidad de personas y una practica comun” (Idem, p. 27). Es de destacar
que una practica exitosa depende de un equilibrio entre las actividades, la exploracion de ideas y la
produccion de un conocimiento conjunto.

METODOLOGIA

La investigacion se realizd con un enfoque de investigacion mixto y un disefo de investigacion
accion. Este disenio “... constituye un proceso de reflexion-accion-cambio-reflexion, por y para el
mejoramiento de la practica del docente, mediante la participacion activa de este, dirigido a superar
los problemas y las necesidades del aula, la escuela y la comunidad, posibilitando el dialogo entre
teoria-préactica-teoria” (MINERVA, 2006, p. 116).

La poblacion estuvo constituida por estudiantes de grado séptimo y la muestra 73 estudiantes
de los grupos 703 y 704 de la Institucion Educativa Distrital CEDID Ciudad Bolivar. Los estudiantes
que participaron de las actividades tenian entre 10 y 12 afos. La institucion educativa esta ubicada
en un estrato socioeconomico de nivel 1. La construccion del conocimiento geométrico en el grado
septimo y la edad, no fueron un impedimento para que los estudiantes avanzaran de la mejor manera
en explicar coherentemente las pseudoparadojas. Fue todo un reto para ellos explicar estos dos hechos




geométricos tan extranos, ya que generalmente realizaron sin dificultad transformaciones en las figuras
para llevar a cabo calculos de areas y donde tenian presente el principio de la conservacion de ésta.

En la investigacion se combinaron métodos y técnicas de investigacion cientifica, en un nivel
tedrico (Historico-logico y analisis-sintesis) y empirico (Observacion participante y encuesta). Estos
ultimos se aplicaron, con el objetivo de obtener informacion sobre las dificultades y el éxito de apli-
car las actividades, acerca del proceso de ensenanza aprendizaje de la geometria, a través de las
pseudoparadojas en el grado séptimo. También se utilizan los métodos Matematicos estadisticos
(procedimiento del calculo porcentual) con el fin de procesar la informacion obtenida en los diferentes
momentos de la investigacion.

Se presentaron dos actividades para la ensefianza y aprendizaje de la conservacion del area,
donde se integraron la geometria, 1as fracciones y los nimeros enteros, usando pseudoparadojas
geomeétricas. Las actividades propuestas se estructuraron en titulo, objetivo, materiales didacticos
y desarrollo de la actividad. A continuacion, se presentan las actividades “Un triangulo magico” y
“Un cuadrado extrano”.

Titulo: Un triangulo magico.

Objetivo: Explicar las inconsistencias que aparecen en la pseudoparadoja geométrica que evidencia
la no conservacion del principio del area.

Materiales didacticos Papel cuadriculado de cuadritos 1x1, lapices de colores y reglas.

Desarrollo de la actividad:

En la figura de la izquierda se muestra un tridngulo asociado a determinados puntos reticulares
y en la figura de la derecha se muestra otro triangulo con una reorganizacion diferente, pero con las
mismas piezas. Analice y responda las siguientes interrogantes.

] A

//
//
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.

a) ¢Cudles son los puntos reticulares que definen los vértices de estos triangulos?

b) ¢Cuales son los puntos reticulares del punto A, en primer triangulo?

c) ¢Existe un punto reticular sobre la prolongacion del segmento OA en el primer tridngulo con
coordenadas (8,6)?

d) ¢Existe un punto reticular sobre la prolongacion del segmento OA en el primer tridngulo con
coordenadas (12,9)?

e) ¢Pertenece el punto reticular (9,7) a la prolongacion del segmento OA en el primer triangulo?
f) ¢El segmento con extremos reticulares (4,3) y (9,7) pertenece a la prolongacion del segmento
OA en el primer triangulo?

) ¢Puede concluirse que OAB es un segmento en el primer triangulo?

h) ¢En la primera figura los segmentos OA y AB estan definidos por dos razones diferentes?

i) ¢Cuales son las razones que definen a estos segmentos?

j) ¢Son las razones calculadas anteriormente equivalentes?




Problema retador.
¢Por qué no se cumple “el principio de la conservacion del area” en esta situacion cuando se practican
en estos triangulos las siguientes subdivisiones?

B

Titulo: Un cuadrado extrafio.

Objetivo: Explicar las inconsistencias que aparecen en la pseudoparadoja geométrica que demuestra
la no conservacion del principio del area.

Materiales didacticos: Papel cuadriculado de cuadritos 1x1, lapices de colores y reglas.

Desarrollo de la actividad:

Problema retador: un cuadrado extraio.

Se construye un cuadrado como el que aparece en figura de la izquierda, asociado a determinados
puntos reticulares.

Este cuadrado se transforma en el rectangulo de la figura que se adjunta a la derecha. Explique:

a) ¢Por qué hay una ganancia de una unidad de area con solo intercambiar las piezas que

conforman el cuadrado?

b) ¢Por qué no se cumple “el principio de la conservacion del area” en esta transformacion?

Para la resolucion de las actividades en el aula se conformaron grupos de trabajo de tres estu-
diantes cada uno. Se entrego la guia de cada actividad y comenzaron su desarrollo a nivel grupal.
Los estudiantes mostraron interés y agrado al trabajar en cada una de las actividades.

La recoleccion de los datos se logro, con la resolucion de la guia de trabajo, muestras fotogra-
ficas contentivas del trabajo grupal y de las mejores soluciones de los estudiantes. También, a través
de videos que contienen el trabajo realizado por los estudiantes durante la resolucion en el grupo y la
socializacion en el aula.

Para el procesamiento de la informacion se realizd una valoracion de las actividades desarro-
lladas por los estudiantes, donde se realiza un analisis mediante tres categorias: la motivacion por el
aprendizaje, los logros y las dificultades encontradas en cada una de ellas.




RESULTADOS

En el analisis de las actividades “Un triangulo magico” y “Un cuadrado extrafio”, no se evidencio
dificultad en la comprension de las preguntas de cada actividad y mediante la socializacion en los
grupos de estudiantes, 1as soluciones surgidas se valoraban y se constataban en cada uno de ellos.
El papel del docente y sus acciones estuvieron dirigidas a guiar el trabajo de los estudiantes.

La relacion entre visualizacion matematica y resolucion de problemas, en el contexto de las dos
actividades propuestas, estan dadas en los procesos que llevaron a cabo los estudiantes al resolver
estas pseudoparadojas geométricas y en los resultados que se obtuvieron cuando los diferentes
topicos (Geometria, fracciones y nimeros enteros) de la matematica del grado séptimo se relacio-
naron a partir de los problemas planteados, los cuales, apoyados en la visualizacion matematica,
facilitaron la comprension de las pseudoparadojas.

La visualizacion se puede emplear adecuadamente para permitir tanto construccion como trans-
formacion de imagenes mentales, posibilitando la comprension, ordenacion e implicacion de nuevas
relaciones, criterios estos necesarios en el proceso de resolucion de problemas, que potencian los
aprendizajes en los estudiantes.

La visualizacion no es solo una herramienta para la comprension de los conceptos matematicos,
sino que mediante su empleo se posibilita 1a comunicacion de ideas en matematicas (ARCAVI, 2003).
Por otra parte, esta tiene que ver con las ideas y conceptos que son “[...] representables intuitivamente,
geométricamente, cuya utilizacion resulta muy provechosa” (DE GUZMAN, 1996, p. 2). Tanto los
criterios de Arcavi (2003) como los de De Gusman (1996) son esenciales para el proceso de resolucion
de problemas geométricos basados en pseudoparadojas que se presentaron en la investigacion.

El proceso de resolucion de los problemas planteados en las actividades propicio la experimenta-
cion, la exploracion y la conjeturacion, elementos estos que se enriquecen con el uso de la visualizacion
matematica, la cual permitio la integracion de la geometria, las fracciones y los nimeros enteros.

Resolucion de la actividad 1: Un triangulo Magico

Se precisd como objetivo que los estudiantes pudieran explicar coherentemente las inconsis-
tencias que aparecen en la pseudoparadoja geomeétrica, en donde aparentemente se evidencia la no
conservacion del principio del area empleando triangulos rectangulos. Aunque la pseudoparadoja
es dificil de resolver, con la fundamentacion matematica que se realizo con los estudiantes lograron
explicarla satisfactoriamente.

Se presenta a los estudiantes como un tridngulo magico y se indaga el siguiente aspecto: épor
qué no se cumple “el principio de la conservacion del area” en esta situacion?

Se puede evidenciar que los estudiantes formalizaron varias soluciones de este problema
retador. También se valoro el esfuerzo de los grupos de estudiantes por explicar de la mejor
manera la inconsistencia. Esto se observa en las figuras 1y 2.




Figura 1 - Solucion grupo de estudiantes A.

Fuente: Construccion de los autores.

Figura 2 - Solucion grupo de estudiantes B.

Fuente: Construccion de los autores.

Motivacion por el aprendizaje. Esta actividad fue de gran expectativa para los estudiantes.
Simplemente el hecho de mover unas piezas y recomponerlas para formar otro “triangulo igual” al
original trae como consecuencia ganar una unidad de area. Esta es una “transformacion” geomeétrica
que debe ser estudiada con sumo cuidado. En la geometria conocida por el estudiante, el area de las
figuras siempre se conserva.

Logros. La pseudoparadoja, motivo a que los estudiantes buscaran el error conscientemente y
generaron conocimiento matematico construido por ellos mismos. Las ideas que surgieron aportaron
y permitieron enfrentar la situacion, en donde, la socializacion fue fundamental.

Se logro un desarrollo en las formas de sustentacion, pues se observa en las figuras 1y 2 un
esfuerzo por expresar las soluciones al problema planteado. Se avanzo a tal grado, que la conser-
vacion del area que aqui se puso en duda, ya parecio haber quedado establecida en los estudiantes,
debido a que es independientemente de las transformaciones que se realicen en la figura. Es evidente




la construccion del concepto de linea recta y de segmento de recta. También se observd como la
razon entre segmentos y sus equivalencias han sido construidas para explicar la pseudoparadoja
coherentemente. La actividad fue motivadora y se alcanzo el objetivo.

Dificultades. Hubo insuficiencias en los estudiantes, dado que la confianza en sus soluciones
fue paulatinamente generandose con el desarrollo de la actividad. También se constataron limitaciones
para escribir una solucion coherentemente.

A pesar de las dificultades se percibio realmente lo mucho que se alcanzd con la aplicacion de
esta actividad en la construccion de conceptos e ideas en matematicas por parte de los estudiantes.

Desarrollo de la actividad 2: Un cuadrado extraino

Se precisd como objetivo que los estudiantes pudieran explicar las inconsistencias en esta
pseudoparadoja geomeétrica. Se indago ahora épor qué hay una ganancia de una unidad de area con
solo intercambiar las piezas que conforman el cuadrado? En el desarrollo de la actividad realizada
por los estudiantes se evidencio el esfuerzo logrado por ellos para explicar las inconsistencias. En
esta situacion, se comprobd que hay varias formas en que los grupos de estudiantes proponen como
explicar y entender |as inconsistencias aqui presentadas. Esto es evidenciado en las figuras 3 y 4.

Figura 3 - Solucion por un grupo de estudiantes.
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Fuente: Construccion de los autores.

Figura 4 - Solucion por otro grupo estudiantes.

Fuente: Construccion de los autores.




Motivacion por el aprendizaje. En la literatura cientifica es conocida como El Cuadrado de Ball.
Aqui se presento a los estudiantes la pseudoparadoja como tal. Es importante estudiarla por el hecho
de que al mover unas piezas y componerlas para conformar un rectangulo se gana una unidad de area.

Logros. En el intento por explicar su inconsistencia se refinaron conceptos matematicos. Las
ideas que alli brotaron aportaron y proporcionaron enfrentar esta situacion, en donde la socializacion
fue fundamental en la actividad. Se avanzo en las formas de sustentacion y explicacion, pues de nuevo
se observo un esfuerzo en las soluciones al problema planteado.

Se progreso a tal grado que la conservacion del area es independientemente de las transforma-
ciones que se realicen en toda figura. También se logré una construccion de las fracciones equivalentes
para dar explicacion a la pseudoparadoja y la comparacion de la inclinacion, para segmentos de recta o
pendiente, fue un elemento decisivo.

Dificultades. De nuevo la confianza en sus soluciones fue gradualmente generandose con el
desarrollo de la actividad. La manera como escriben no permitio realmente percibir lo mucho que se
alcanzo con la aplicacion de esta actividad.

Valoracion de los resultados obtenidos en la practica escolar de la investigacion a través de la
encuesta de satisfaccion

Es de mencionar, como aparece en la introduccion, que la mayoria de los estudiantes mostraban
apatia por las clases de matematicas, ademas se quejaban del papel del docente, en el sentido de solo
ensenar formulas para luego realizar una serie de ejercicios de manera mecanica que estan en los libros
de texto. También expresaban abiertamente que nada les motiva bajo esta perspectiva. Por tales situa-
ciones de aula se opto para contribuir a resolver las problematicas antes mencionadas el empleo del
analisis de pseudoparadojas. Las pseudoparadojas desempeian en el aula de clases el papel de retar,
incitar, invitar y motivar al estudio de algun contenido especifico de las matematicas elementales.

Para verificar los avances, se realizo una encuesta de satisfaccion (ver Anexo 1) a los estudiantes,
con el propdsito de constatar el éxito de las actividades e indagar en aspectos fundamentales tales
como la motivacion y los logros alcanzados por ellos. Estos logros estan dados en: el desempeio en
el area de las matematicas, las actividades propuestas constituyeron un reto, el desarrollo de un am-
biente matematico y la motivacion a realizar el trabajo de forma natural y autdnoma. En la encuesta los
estudiantes respondieron cinco preguntas en escala Likert, siendo cinco la maxima calificacion y uno la
minima, el analisis de las encuestas se realiza en correspondencia a estas cinco escalas.

La aplicacion de la encuesta de satisfaccion a los estudiantes participantes consolida los
resultados alcanzados en el desarrollo de Ias actividades, las cuales tienen que ver con la motivacion
que crearon las actividades por el estudio de la matematica. Con la aplicacion de la encuesta se pudo
constatar los avances en las dos problematicas fundamentales planteadas por los estudiantes.

Al triangular el analisis realizado a cada una de las actividades con los resultados de la encuesta
de satisfaccion, se concluyo que son beneficiosos los logros obtenidos por los estudiantes al poder
explicar la ganancia de una unidad de area en las actividades que se analizaron en el trabajo de
investigacion. El esfuerzo cognitivo por parte de los estudiantes al explicarlas, evidencio el empeno
y la entrega, al sentirse retados por estas pseudoparadojas, tal como ellos mismos lo expresaban.

Se logrd confirmar que este tipo de actividades desarrolladas en la investigacion son aceptadas
por los estudiantes del CEDID Ciudad Bolivar, asi mismo, esto permitio que los estudiantes se apropiaron
de una metodologia para la resolucion de problemas.




En lo que sigue, se describen las respuestas que se obtuvieron después de finalizar las acti-
vidades en los grupos de la muestra. A continuacion, en la Tabla 1, se muestra los resultados de la
encuesta de satisfaccion del grupo 703.

Tabla 1 - Resultados del grupo 703.

CURSD 703
S O O O S S

PREGUNTA

1 2 11 12 7

3 1 11 10 B

0 2 a8 12 11

2 4 16

1 3 5 7 17

Fuente: Construccion de los autores.

¢Considera usted que las actividades desarrolladas motivan el estudio de la matematica?, el
3% de los estudiantes la calificaron con 1, el 6% de los estudiantes la estimaron con 2, el 33% de
los estudiantes la apreciaron con 3, el 36% de los estudiantes la calificaron con 4 y el 21% de los
estudiantes la consideraron con 5 (ver Figura 5). Los resultados muestran un 91% de aceptacion.

Figura 5 - Resultados del grupo 703.
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Fuente. Construccion de los autores.

¢Cree usted que su desempefio en el area de las matematicas mejoraria si estas actividades
se repitieran con frecuencia? En este sentido el 9 % de los estudiantes la calificaron con 1, el 3 %
de los estudiantes la estimaron con 2, el 33 % de los estudiantes la consideraron con 3, el 30 %
de los estudiantes la apreciaron con 4 y el 24 % de los estudiantes la calificaron con 5 (ver Figura
6). El 87.8% de los estudiantes muestran aceptacion de que una aplicacion futura de actividades
mejoraria su desempefio.
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Figura 6 - Resultados del grupo 703.
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Fuente. Construccion de los autores.

¢Las actividades propuestas constituyeron un reto para usted? ElI 0 % de los estudiantes la
calificaron con 1, el 6 % de los estudiantes la evaluaron con 2, el 24 % de los estudiantes la ponde-
raron con 3, el 36 % de los estudiantes la apreciaron con 4, el 33 % de los estudiantes la califican
con 5 (ver Figura 7). Los resultados muestran un 94% de aceptacion.

Figura 7 - Resultados del grupo 703.
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PREGUMNTA ¢

Fuente. Construccion de los autores.

¢Considera usted que se vivio durante el desarrollo de las actividades un ambiente matematico?
En las respuestas el 6 % de los estudiantes la calificaron con 1, el 11 % de los estudiantes la aprecia-
ron con 2, el 11 % de los estudiantes la consideraron con 3, el 26 % de los estudiantes la evaluaron
con 4y el 46 % de los estudiantes la estimaron con 5 (ver Figura 8). Los resultados muestran un
87.9% de aceptacion.
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Figura 8 - Resultados del grupo 703.
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Fuente. Construccion de los autores.
¢Se sintio usted motivado a desarrollar los retos de forma natural y autonoma? Aqui el 3 %
de los estudiantes la calificaran con 1, el 9 % de los estudiantes la apreciaron con 2, el 15 % de los

estudiantes la estimaron con 3, el 21 % de los estudiantes la consideraron con 4 y el 52 % de los
estudiantes la calificaron con 5 (ver Figura 9). Los resultados muestran un 87.9% de aceptacion.

Figura 9 - Resultados del grupo 703.
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Fuente. Construccion de los autores.

A continuacion, en la Tabla 2, se muestra los resultados de la encuesta de satisfaccion del
grupo 704.
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Tabla 2 - Resultados del grupo 704.

CURSO 704
e s e s T cauricacion

PREGUNTA

0 0 4 18 16

0 1 6 11 20

2 2 5 11 18

0 1 6 13 18

1 2 10 17 8

Fuente: Construccion de los autores.

¢Considera usted que las actividades desarrolladas motivan el estudio de la matematica?
En esta pregunta el 0 % de los estudiantes la calificaron con 1, el 0 % de los estudiantes la apreciaron
con 2, el 11 % de los estudiantes la consideraron con 3, el 47 % de los estudiantes la estimaron con
4y el 42 % de los estudiantes la valoraron con 5 (ver Figura 10). Los resultados muestran un 100%
de aceptacion.

Figura 10 - Resultados del grupo 704.

PREGUMNTA a

Fuente. Construccion de los autores.

¢Cree usted que su desempenio en el area de las matematicas mejoraria si estas actividades se
repitieran con frecuencia? Aqui el 0% de los estudiantes la evaluaron con 1, el 2% de los estudiantes
la consideraron con 2, el 16% de los estudiantes la estimaron con 3, el 29% de los estudiantes
la califican con 4 y el 53% de los estudiantes la ponderaron con 5 (ver Figura 11). El 97% de los
resultados muestran aceptacion.
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Figura 11 - Resultados del grupo 704.
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Fuente. Construccion de los autores.

¢Las actividades propuestas constituyeron un reto para usted?, el 5% de los estudiantes la
califican con 1, el 5% de los estudiantes la calificaron con 2, el 13% de los estudiantes la evaluaron
con 3, el 29% de los estudiantes la ponderaron con 4y el 47% de los estudiantes la estimaron con 5,
como se muestra en la Figura 12. Los resultados muestran un 89% de aceptacion.

Figura 12 - Resultados del grupo 704.
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PREGUMTA C

Fuente. Construccion de los autores.

¢Considera usted que se vivio durante el desarrollo de las actividades un ambiente matematico?,
el 0% de los estudiantes la calificaron con 1, el 3% de los estudiantes la evaluaron con 2, el 16% de
los estudiantes la apreciaron con 3, el 34% de los estudiantes la estimaron con 4 y el 47% de los
estudiantes la valoraron con 5 (ver Figura 13). EI 97% de los resultados muestran aceptacion.
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Figura 13 - Resultados del grupo 704.
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Fuente. Construccion de los autores.

¢Se sintio usted motivado a desarrollar los retos de forma natural y autonoma?, el 3% de los
estudiantes la califican con 1, el 5% de los estudiantes la calificaron con 2, el 26% de los estudiantes
la ponderaron con 3, el 45% de los estudiantes la valoraron con 4 y el 21 % de los estudiantes la
consideraron con 5 (ver Figura 14). Los resultados muestran un 92% de aceptacion.

Figura 14 - Resultados del grupo 704.
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Fuente. Construccion de los autores.

Consideraciones generales

Los estudiantes demostraron gran expectativa por el desarrollo de las actividades en general.
Fue retador para ellos subdividir una figura en regiones para evidenciar la equivalencia de fracciones
mediante representaciones geomeétricas. Al explicar las inconsistencias de las pseudoparadojas se
necesita que las fracciones asociadas a las piezas deban ser comparadas.

Para tal efecto, los criterios de comparacion fueron establecidos en una linea recta inicialmente
pues los estudiantes aqui mostraron avances significativos. En un segundo momento emplearon la
representacion angular para las fracciones, pues esta representacion fortalece argumentaciones para
explicar las pseudoparadojas geomeétricas.
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Evidentemente durante el transcurso de las actividades aparecieron nuevos problemas
geomeétricos que pusieron a prueba la habilidad matematica de los estudiantes y su comprension
matematica. El entorno de una clase tradicional fue modificandose gradualmente, con el propdsito
de hacer entender a los estudiantes, que estas actividades posibilitaron generar ambientes de
trabajo mas dinamicos a los que estaban habituados. Se dié importancia a la participacion activa
de los estudiantes y sus intervenciones surgieron de modo natural al lograr sustentar y explicar su
proceder en cada actividad.

El docente fue un observador de las acciones de los estudiantes y contribuyo para guiar el trabajo
original de los estudiantes. La intervencion docente, en los momentos adecuados, permitio a los
estudiantes ganar confianza para enfrentar, expresar y sustentar las soluciones. El eje central fue el
estudiante mismo y mediante la generacion de ambientes de trabajos dinamicos, mantenidos por la
participacion activa de los estudiantes, se apoyo la construccion de conocimiento.

Fue una oportunidad para concebir el aula en un espacio para la discusion, el respeto por las ideas
y la construccion de conocimiento en comunidad. Se brindaron nuevas estrategias para fortalecer la
comprension de relaciones entre diferentes tematicas del grado séptimo, al aprovechar las inconsistencias
de las pseudoparadojas. Los problemas enfrentados exigieron una mejor comprension matematica al
demandar de los estudiantes la busqueda de nuevas conexiones para generar posibles soluciones.

Llama también la atencion que el uso de diferentes materiales, para escudrifar propiedades de
figuras geométricas, les permitio evidenciar relaciones que existen entre los triangulos, los rectangulos,
los paralelogramos, los cuadrados, los rombos y los trapecios. Las transformaciones entre ellas les
proporcioné de manera mas sencilla el calculo de areas que usar tradicionalmente una formula. Esto
revelo el concepto de area construido mediante apropiadas transformaciones en las figuras.

Logros generales:

* Las actividades fueron un reto para los estudiantes, debian resolverlas por ellos mismos,
con la excepcion de algunas cuestiones que debieron ser aclaradas por parte del docente.
Las soluciones a cada una de las situaciones planteadas evidenciaron un desarrollo autonomo
y responsable por cada grupo.

e El desarrollo de las actividades permitio que se origine la cooperacion y la discusion entre
los diferentes grupos de estudiantes. El eje motriz de las actividades, la socializacion,
permitio una mejor comunicacion entre los estudiantes.

» Se desarroll6 creatividad, al encontrar para una misma situacion variadas soluciones y
diferentes explicaciones. Los miembros participaron de diversas maneras en la solucion
de los problemas y se esforzaron por expresar las soluciones a los problemas planteados.

* Realizaron la transformacion inversa de una figura en otra. De esta manera sustentaban
que cuando una figura sufre transformaciones el area es igual. Se avanz a tal grado, que la
conservacion del area es evidente a través de transformaciones. Manifestaron abiertamente
que, si dos figuras son idénticas, ellas tienen la misma medida de area.

e El principio de la conservacion del area les permitio realizar calculos de area en figuras
complejas de una manera sencilla. Dichos calculos son un proceso de transformaciones en
la figura. Aunque numéricamente se presentaron errores, fue evidente la capacidad de los
estudiantes para transformar figuras.
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Se avanzd con relacion a la equivalencia entre fracciones. La representacion angular, 1a hace
mas evidente, los puntos asociados estan en la misma linea recta que pasa por el origen.
Un progreso en el manejo del plano reticular es positivo, al observar como determinaron fraccio-
nes equivalentes y expresaron relaciones entre los numeradores y los denominadores.

La razon, distancia vertical a distancia horizontal, aparecio como determinante para establecer
que una serie de puntos estan sobre una misma linea recta.

Se aport6 otros elementos de mayor significatividad para los estudiantes, a través de la
visualizacion, para fortalecer la construccion de sus conceptos matematicos.

Dificultades generales. Se constatan las siguientes insuficiencias:

Varios grupos de estudiantes no lograron subdividir una figura de manera adecuada para
asociarle una fraccion correspondiente a cada region. Por tanto, los problemas retadores, a
pesar de no ser resueltos en su totalidad permitieron que exhibieran animo y destreza.

La filmacion de pequenos videos, para evidenciar Ias soluciones a determinadas preguntas de la
actividad, genero un estado emocional en los estudiantes diferente a su comportamiento diario.
En la representacion angular para las fracciones, es la inclinacion asociada al punto reticular
la que permite establecer el orden en las fracciones positivas, contrario a lo que pensaron
algunos estudiantes de Ia investigacion (mientras mas mida el segmento asociado mas
grande es la fraccion).

Limitaciones en establecer “la escritura correcta” para expresar que una fraccion es mayor
0 menor que otra.

CONCLUSIONES

El proceso de investigacion sobre las pseudoparadojas geométricas para potencializar el con-
cepto de area en el grado séptimo, permitio dar respuesta al objetivo. Los resultados obtenidos resul-
taron esenciales en esta investigacion, ellos son:

Los diferentes planteamientos mostrados, en los cuales se precisan varias investigaciones
sobre el estudio de la geometria y el uso de las pseudoparadojas para el aprendizaje de las
matematicas, en especial las que tiene ver con el area en las figuras geomeétricas, permitieron
que las actividades planeadas demandaran de situaciones que desafiaran la comprension
matematica de los estudiantes.

Al asumir en la investigacion como marco teorico la resolucion de problemas de Polya (1973),
la visualizacion matematica de Zimmermann y Cunningham (1991), y la comunidad practica
de (WENGER, MCDERMOTT y SNYDER, 2002), para sustentar las actividades propuestas,
se favorecio la construccion del significado de la conservacion del area en los estudiantes
del grado séptimo.

El desarrollo de las actividades, en los diferentes grupos de trabajo, permitio el avance en
los distintos tipos de pensamiento logrado por los estudiantes al realizar |a evaluacion de
los analisis de los comentarios.

Las actividades impactaron positivamente a los estudiantes durante todo el tiempo de su
aplicacion. Se percibié en su aplicacion entusiasmo y disposicion para aprender. El buen
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desemperio en las actividades se tuvo presente en los resultados de las encuestas realizadas,
cuyos analisis confirmo el éxito de las actividades.

* Los resultados de las actividades, realizadas durante el primer y segundo periodo académico
en la institucion, constato que las matematicas son agradables, dignas de estudiar y de
profundizar en ellas, propiciando mejoras en el aprendizaje de los estudiantes para toda la
vida. Estos resultados proyectaron y generaron saberes matematicos que los estudiantes
construyeron y negociaron por medio de la socializacion.

* Los estudiantes lograron demostrar sus habilidades para enfrentar coherentemente los
problemas que se plantean en las actividades, debido a que emplearon diferentes estrategias
para dar cuenta del objetivo de cada actividad y se evidenciaron soluciones distintas para
un mismo problema.

* Los estudiantes usaron adecuadamente las figuras en papel que recibieron y las transformaron
en otras, estableciendo asi que el area se conserva. De esta manera justifican la igualdad
numeérica del area.

* Enlos diferentes tipos de soluciones se evidencia creatividad por parte de los estudiantes
para enfrentar cada actividad.

* El proceso de investigacion basado en actividades conformadas por problemas retadores y
que inviten y motiven al estudio de la matematica en los estudiantes de grado séptimo, de
la Institucion CEDID Ciudad Bolivar, permiti¢ dar respuesta al objetivo.
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A

ANEXO0S
Anexo 1: Encuesta de satisfaccion a estudiantes

Apreciado estudiante, ya terminamos las actividades, a partir de su experiencia como participante,
responda las siquientes prequntas de 1 a 5, siendo cinco (5) la mayor calificacion y uno (1) la menor
calificacion.

a) ¢Considera usted que las actividades desarrolladas motivan el estudio de la matematica?
1002 0030 401501

b) éCree usted que su desempeno en el area de las matematicas mejoraria si estas actividades
se repitieran con frecuencia?

1002030405 [

C) ¢Las actividades propuestas constituyeron un reto para usted?
1020304050

d) ¢Considera usted que se vivio durante el desarrollo de las actividades un ambiente matematico?
10020304050

e) ¢Se sintio usted motivado a desarrollar los retos de forma natural y autonoma?

10203040560







