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ABSTRACTIONS IN GEOMETRY: AN ALTERNATIVE
FOR ANALYSIS OF GEOMETRIC THINKING
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RESUMO

Este artigo, de natureza tedrica, tem por objetivo introduzir o conceito de abstragdo geométrica como uma alternativa
para analise do pensamento geométrico de estudantes do ensino basico, a partir do estudo dos registros de represen-
tacao semiotica no dominio da Geometria. Consideramos que essa forma de pensar em Matematica é a capacidade de
compreender a natureza dos fendmenos e inferir sobre eles; identificar e perceber a importancia da Geometria como
uma ferramenta para entendimento do mundo fisico e como um modelo matematico para compreensao do mundo teo-
rico. As propriedades das abstragoes geométricas indicam a existéncia de niveis de desenvolvimento do pensamento
geomeétrico. Isso é possivel verificar, pois as caracteristicas se tornam mais sofisticadas a medida que avangamos
as abstragoes. Portanto, pensar geometricamente demanda a mobilizagao de, no minimo, uma das seis abstragoes
geomeétricas aqui analisadas: a espacial, a perceptiva, a analitica, a descritiva, a dedutiva e a hipotética. Essas carac-
teristicas emergem a partir da abstragao geométrica espacial.
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ABSTRACT

This paper, of theoretical nature, aims to introduce the concept of geometric abstraction as an alternative for the
analysis of geometric thinking of elementary school students, based on the study of semiotic representation recoras
in the field of geometry. We consider that this way of thinking in mathematics is the ability to understand the nature
of phenomena and to infer about them; identify and realize the importance of geometry as a tool for understanding
the physical world and as a mathematical model for understanding the theoretical world. The properties of geometric
abstractions indicate the existence of levels of development of geometric thinking. This is possible to verify, therefore,
the characteristics become more sophisticated as we advance the abstractions. Therefore, thinking geometrically
requires the mobilization of at least one of the six geometric abstractions analyzed here: spatial, perceptual, analytical,
descriptive, deductive and hypothetical. These characteristics emerge from the spatial geometric abstraction.
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INTRODUGAO

Este trabalho possui um carater teorico, visto que tem por objetivo introduzir o conceito de abs-
tracao geométrica como uma alternativa para analise do pensamento geométrico de estudantes do
ensino basico, a partir do estudo dos registros de representagao semidtica no dominio da Geometria.

Duval (1995) destaca que as representagoes semioticas sdo fundamentais a atividade cognitiva
do pensamento do ser humano, sendo, ainda, responsaveis por comunicar, isto é, deixar as repre-
sentagoes perceptiveis e disponiveis as pessoas. Desse modo, essas representagoes exercem uma
funcao indispensavel na formagao do pensamento em Matematica.

Segundo o autor, essa importancia se justifica pelo fato de que os objetos matematicos devem
ser tratados a partir de um sistema de representagao. Além disso, tais objetos nao sao visiveis, sao
produgdes da nossa cognigao, logo, necessitam desses sistemas para sua designagao.

Duval (1995) considera que a construgao dos conhecimentos em Matematica esta fortemente
atrelada a variedade de registros de representacao. No caso especifico das representagoes semio-
ticas, no campo matematico, existe uma ampla diversidade dessas representagoes, as quais Duval
(1995) organizou em quatro grupos de registros: a lingua natural (associagoes verbais e conceituais);
as escritas algébricas e formais (sistemas de escritas numéricas, algébricas, simbalicas e calculo);
as representagoes graficas (graficos cartesianos); e figuras geométricas (planas ou em perspectivas).

Duval (1995) destaca duas operagdes cognitivas importantes na compreensao do funciona-
mento cognitivo, especificamente, no estudo dos objetos em Matematica: o tratamento e a con-
versdo. Para o autor, o tratamento consiste em uma modificagao que ocorre dentro de um mesmo
registro, enquanto que a conversao ¢ a mudanga da representacdo de um objeto matematico para
outra representacao desse proprio objeto. Entéo, a partir dessas alteragoes, que possuem diferencas,
podemos realizar uma analise refinada do ensino e da aprendizagem da Geometria.

Como indica o pesquisador, a passagem pelos varios registros de representagao deve ser com-
plementada com a coordenacdo desses registros durante a solugdo de uma atividade ou de um
problema em sala de aula. Coordenar provoca reconhecer o objeto em Matematica nos diversos
registros que os representam, além de compreender que tais registros se completam e manifestam
atributos e propriedades matematicas do objeto. Entao, inicialmente, para compreender Matematica
€ necessario que o estudante coordene, no minimo, dois registros de representagao semiotica rela-
cionados a um certo objeto.

Um importante itinerario para a compreensao de como o aluno aprende Geometria, sobretudo
quando ele tem contato com as figuras geometricas, € por meio das apreensdes geomeétricas, pro-
postas por Duval (1995). Em nossa compreensao, elas consistem em um modelo de desenvolvimen-
to do pensamento geomeétrico: apreensao perceptiva, apreensao sequencial, apreensao discursiva,
apreensao operatoria.

A apreensao perceptiva possibilita a identificacdo ou o reconhecimento, rapidamente, de uma
forma (ou objeto) representada no plano ou no espaco. Epistemologicamente, tem o papel de identificar
0S objetos de duas ou de trés dimensoes. Tal tarefa é executada a partir de tratamentos de natureza
cognitiva, realizados de modo automatico, logo, sem consciéncia. Esse tipo de apreensao refere-se a
primeira impressao visual e com a leitura dos formatos da figura em um cenario da Geometria.

A apreensao sequencial € marcada pela construcéo de uma figura geomeétrica ou ainda pela des-
cricao dessa construgao. Ela corresponde a ordem de como ocorre a producéo da figura. Entao, ela nao
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depende somente das propriedades geométricas vinculadas a figura, mas de demandas de natureza
técnica dos instrumentos empregados (software, compasso, régua, etc.).

A apreensao discursiva refere-se a uma hipotese, uma legenda ou a uma denominagao. Ela esta
relacionada ao fato de que as propriedades geométricas representadas em um desenho nao podem
ser definidas por meio da percepgao, logo, devem ser explicadas a partir das variaveis da figura geo-
métrica. Segundo Duval (1995), essa justificativa é de ordem dedutiva.

A apreensado operatoria € mobilizada quando o estudante opera sobre as figuras geométricas
por meio de manipulagado, composicao, transformagao, reconfiguragdo, comparacao dos objetos
voltados a Geometria para solucionar certa situagao geometrica. Para Duval (1995), essa apreensao
€ mais sofisticada cognitivamente do que as demais apreensoes, sendo alcangada por um estudante
proficiente em Geometria.

E importante destacar que as apreensdes nao sio isoladas, logo, & possivel que na solugao de
um problema, um estudante utilize mais de uma das apreensoes. Para tanto, essa conexao entre as
apreensoes sera necessaria para a compreensao da situagdo. Além disso, nao ha hierarquia entre as
apreensoes, mas sim uma subordinagao, sendo que a apreensao perceptiva coordena esse processo.

Essa relevancia da apreensao perceptiva fez Duval (2005) realizar a caracterizagéo dos diferen-
tes modos de olhar em Geometria, que consistem na classificagéo das formas de ver, de acordo com
a funcao das figuras nas atividades geomeétricas propostas aos alunos: o olhar do botanista, o olhar
do agrimensor, o olhar do construtor € o olhar do inventor.

Como indicam Moretti e Brand (2015), o olhar botanista € marcado pela identificacédo do
contorno de formas, pela diferenciagao de um tridngulo de um quadrilatero ou de uma figura
circular. O olhar agrimensor é caracterizado pelas medidas no terreno e pela transposi¢ao dessas
medidas para o papel. O olhar do construtor é aquele que utiliza instrumentos (régua e compasso) na
construcao e toma consciéncia de que uma propriedade em Geometria nao € somente um atributo
visual. O olhar inventor na solugao de um problema ocorre quando realiza modificagoes e operacoes
na figura na busca de um percurso adequado de resolucao.

Na proxima secao, discutiremos sobre as abstragcoes em Geometria com base em registros de
representagao semidtica.

0 DESENHO METODOLOGICO

Esta pesquisa possui uma abordagem qualitativa, visto que, conforme sinalizado por Trivinos
(1987), o estudo qualitativo tem por finalidade investigar e entender um fendmeno em sua especifi-
cidade. Além disso, no ambito da Educagao, esse fendmeno é chamado de fendmeno educacional.

Para elucidar as abstragées geométricas propostas neste artigo, foram considerados os dados
produzidos em trés estudos. No primeiro, cujos autores sao Santos Costa, Allevato e Moura (2017),
analisamos a producéo de um grupo de estudantes do quinto ano do ensino fundamental, com idade
média de 10 anos, acerca de um problema de orientacao espacial. Conforme indicado pelos autores,
0 grupo era composto por 16 alunos, organizados em quatro subgrupos.

0 segundo estudo foi produzido por Leivas, Portella e Souza (2017). Nessa pesquisa, fizemos
a analise da producéo de trés estudantes dos anos finais do ensino fundamental, referente a um
problema sobre Geometria Hiperbdlica. Segundo os autores da pesquisa, a idade dos alunos variava
entre 12 e 14 anos.
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No terceiro estudo, retomamos alguns dados derivados de nossa tese de doutorado (PEREIRA
DA COSTA, 2019), referente a produgao de quatro estudantes, com idade entre 11 e 14 anos, que
cursavam o0s anos finais do ensino fundamental e o0 ensino médio na época do estudo. Esses alunos
responderam um problema sobre 0s quadrilateros notaveis.

Maiores detalhes sobre os itens analisados podem ser encontrados no proximo topico deste
texto ou nos proprios textos dos autores, 0s quais podem ser verificados nas referéncias deste artigo.
E importante destacar que ndo fazemos parte da autoria dos dois primeiros estudos mencionados
(SANTOS COSTA, ALLEVATO; MOURA, 2017; LEIVAS, PORTELLA; SOUZA, 2017).

Com isso, realizamos a andlise dos dados apresentados, considerando como sustentagao teo-
rica a Teoria dos Registros de Representagao Semiotica desenvolvida Duval (1995), sobretudo, com
relagao as operagoes cognitivas (tratamento e converséo). Para isso, focamos nas caracteristicas do
pensamento geométrico mobilizadas na resolugao dos problemas propostos, conforme a tipologia de
abstracao geométrica proposta neste artigo.

AS ABSTRAGOES EM GEOMETRIA

No ensino de Matematica, a abstragao nao é um processo que se desenvolve apenas no estudo
de processos dedutivos e de diferentes sistemas axiomaticos no ensino superior. Logo, pode ocorrer
ja a partir do contato com conceitos geometricos elementares no inicio da escolarizagao. Nessa di-
recao, Nasser (2013, p. 892) sinaliza que:

a habilidade de abstragao deve ser desenvolvida desde os primeiros anos de escola-
ridade. Os conceitos de numero, reta e quadrado sao exemplos de objetos matemati-
cos que dependem de uma abstragao. Trés processos contribuem para a abstragao:
representagdo, generalizagao e sintese. No caso dos numeros, por exemplo, é im-
prescindivel que os alunos entendam a diferenca de representagao de um numero
natural e de um nimero racional: enquanto o nimero natural tem uma representagéao
numeérica nica, um nimero racional representa uma classe de equivaléncia, com in-
finitos elementos, que sao representagoes distintas para 0 mesmo numero. Se esse
conceito nao for bem construido, os alunos nd&o dominam o conceito de fragoes
equivalentes, e essa dificuldade cria obstaculos para a aprendizagem de diversos
conceitos, como porcentagem e escalas de ampliagao ou redugéo (negrito nosso).

Nessa mesma linha de reflexdo, Almouloud (2017, p. 29) afirma que a abstragao em Geometria
se inicia quando a crianga interage com 0s objetos do mundo fisico:

[...] a geometria comega com uma teoria baseada em objetos, pois inclui muitos
atos de abstragao empirica com foco em objetos, mas que nao despreza, de forma
alguma, a existéncia de processos. 0s conceitos, em geometria, sao decorrentes de
atividades que envolvem a interagao fisica com o mundo real e dependem, também,
da sofisticagao da linguagem. O objeto é o foco da atencgao e, s6 mais tarde, a lin-
guagem utilizada para a descricao permite que a mente construa objetos platonicos,
como linhas “sem largura”, por exemplo (negrito nosso).
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Segundo Dreyfus (2002), a abstragdo se refere profundamente a sintese e a generalizagao, mas
necessita de certa energia mental pelos alunos, tendo em vista que se fundamenta na producéo de
estruturas cognitivas por meio de caracteristicas e conexoes estabelecidas entre 0s objetos de natu-
reza geomeétrica, desconsiderando a visao sobre esse objeto.

Corroborando com esse pesquisador, autores como Klaiber, Souza, Silva e Savioli (2018)
afirmam que esse processo demanda um pensamento matematico mais desenvolvido, porque, por
exemplo, diante de um problema em Geometria, quando um estudante abstrai, isso significa que ele
alcangou certo nivel de pensamento geometrico, mais refinado do que o nivel anterior.

N&o ha uma distin¢do nitida entre muitos dos processos de pensamento matema-
tico elementar e avangado, embora a matematica avangada esteja mais focada nas
abstracoes de definigao e dedugao. Muitos dos processos a serem considerados ja
estao presentes em criangas que pensam em conceitos elementares de matematica,
digamos numero ou valor de lugar. Eles ndo sao usados exclusivamente em mate-
matica avangada, nem, na verdade, sdo usados exclusivamente em matematica. E
possivel pensar em topicos matematicos avangados de uma maneira elementar (por
exemplo, muitos exercicios padrdo em anéis ou grupos podem ser respondidos ape-
nas conectando os nimeros certos), € ha um pensamento bastante avangado sobre
topicos elementares (veja alguns dos problemas nas olimpiadas de matematica).
Uma caracteristica distintiva entre o pensamento avangado e elementar € a comple-
xidade e como ela é tratada (DREYFUS, 2002, p. 26, traducdo nossa).

Conforme sinalizado por esse autor, a abstracao pode ocorrer em diversos momentos educa-
cionais, desde a escola basica até a universidade. O que a diferenciara é o foco que € dado em cada
nivel de escolaridade, bem como a natureza dos objetos geométricos em jogo.

Diante dessas circunstancias, ou seja, nos fundamentando na ideia de abstragao desenvolvida por
Dreyfus (2002), Nasser (2013) e Aimouloud (2017), em nossa compreenséo, 0 pensamento geométri-
Co € caracterizado por abstragOes de natureza geomeétrica: abstracao geométrica espacial, abstragao
geométrica perceptiva, abstragao geométrica analitica, abstragao geométrica descritiva, abstragao geo-
meétrica dedutiva e abstragao geomeétrica hipotética ou tedrica. Ainda, neste artigo, sustentamos que no
centro dessa caracterizagao esta a abstracao geometrica espacial, seguida das demais.

E importante destacar que esse processo ndo é tdo estanque, pois a hierarquia entre essas
abstragoes geomeétricas so inicia de forma mais definida a partir da abstracao geomeétrica perceptiva,
isto €, da passagem dessa para a analitica, finalizando com a hipotética.

Desse modo, simultaneamente, um aluno que esteja matriculado nos anos iniciais do ensino
fundamental pode atuar na perceptiva (ao analisar os quadrilateros a partir do aspecto global) e na
espacial (ao estudar conceitos relacionados a orientacao espacial).

Ao chegar nos anos finais do ensino fundamental, com o estudo dos quadrilateros notaveis,
esse mesmo estudante pode avancar para a abstragao geométrica analitica ou entao para a descriti-
va. Todavia, também atua na espacial, simultaneamente. Isso ocorre, pois, 0S conceitos vivenciados
nessa ultima abstracao néo focam os quadrilateros, mas sim orientacao, dire¢ao e sentido no espaco.

0 mesmo pode ocorrer com um aluno que, ao estudar as Geometrias Nao-Euclidianas, é capaz
de realizar demonstragoes a partir de diferentes sistemas axiomaticos. Logo, ele atua na abstracao
geomeétrica hipotética ou teorica, mas também trabalha na espacial, ao mesmo tempo.
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Podemos considerar que 0 pensamento geométrico é a capacidade mental de construir conhe-
cimentos geométricos de aplicar de modo coerente 0s instrumentos geométricos? na resolugéao de
problemas. E a capacidade de compreender a natureza dos fenémenos e inferir sobre eles; identificar
e perceber a importancia da Geometria como uma ferramenta para entendimento do mundo fisico e
como um modelo matematico para compreensao do mundo tedrico. Tudo isso é possivel por meio de
abstragoes geométricas®. Sao essas abstragoes que possibilitam o sujeito desenvolver essa forma
de pensar em Matematica.

Visando uma melhor compreensao da estrutura de pensamento geomeétrico, elaboramos um
esquema que apresenta como essas abstragoes se articulam entre si, como ilustrado na Figura 1.

Figura 1 - Esquema das abstracoes geométricas que caracterizam o pensamento geométrico.

Fonte: Pereira da Costa (2019).

E importante destacar que a tipologia de abstrages geométricas é uma proposta de nossa
pesquisa. Para isso, nos baseamos em Duval (1995), Pais (1996), Gravina (2001) e Leivas (2009).
Por exemplo, para nomear a abstragdo geométrica perceptiva, utilizamos a palavra “perceptiva” da
apreensao perceptiva de Duval (1995).

Para a abstragdo geométrica dedutiva, extraimos “dedutiva” do texto de Gravina (2001), em
referéncia a Geometria Dedutiva. Na abstracao geométrica hipotética ou tedrica, usamos novamente
“hipotética” de Gravina (2001), que discute sobre Geometria Hipotética, e a “tedrica” utilizamos de
Pais (1996), ao introduzir conhecimento geométrico tearico.

2 Estamos chamando de instrumentos geomeétricos, tanto os processos mentais utilizados para resolver problemas ou compreender um
assunto em Geometria (THERESE, 2000), como também as ferramentas tecnoldgicas utilizadas nessas situagdes como régua, compasso,

software de Geometria Dinamica, etc (REGNIER, 2017).
3 Nesse artigo, consideramos que abstragao geométrica é uma operagao mental, por meio da qual somos conscientes de similaridades entre

nossas experiéncias geometricas.
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Além disso, as abstracoes geometricas do tipo dedutiva e hipotética estao incluidas no pensa-
mento geomeétrico avangado, caracterizado pelo estudo de diferentes sistemas axiomaticos, como
afirma Leivas (2009). As demais abstrages estao vinculadas ao pensamento geometrico elementar,
marcado pelo contato com geometrias plana e espacial.

A abstracao geomeétrica espacial € marcada pelo estudo (ou vivéncia) dos conceitos de orienta-
cao espacial, que também envolvem localizagao, orientagao, deslocamento, etc. A orientagao espacial
pode ser entendida como o “pegar” a realidade na qual a crianga habita e realiza seus movimentos.
Esse termo tem um elemento intuitivo que se estabelece desde o seu nascimento (BREDA; SERRAZINA;
MENEZES; SOUSA; OLIVEIRA, 2011). Nessa direcao, Mendes e Delgado (2008, p. 10) destacam que:

desde muito cedo, as criangas comegam a desenvolver alguns conceitos geometri-
Cos e 0 raciocinio espacial. Ainda bebés, ndo so revelam curiosidade em “olhar” o
espacgo que as rodeia, como, também, interagem com ele, tentando, por exemplo,
alcancar, atirar e empurrar objetos. Durante estas experiéncias, vao processando
ideias sobre as formas e 0 espaco. Estas ideias, ainda muito rudimentares, consti-
tuem ja a base para o conhecimento geométrico e o raciocinio espacial que devera
ser desenvolvido ao longo dos anos seguintes.

Ao se movimentarem em sua realidade natural e ao interagirem com 0s objetos, com pessoas
ou lugares, as criangas pequenas constroem varias nogoes espaciais, 10go, suas primeiras experién-
cias sao de natureza espacial. Além disso, as primeiras nogoes de orientagdo espacial podem ainda
comegar a partir do seu proprio corpo, pela lateralizacéo. A orientagao espacial se desenvolve por
meio da vivéncia e da atividade experimental em tarefas espaciais concretas. Logo, ao serem intro-
duzidas na escola, o professor deve considerar que as criangas apresentam varias nogoes intuitivas
sobre 0 espago (PIRES; CURI; CAMPQS, 2000).

A orientacao espacial ocorre, por exemplo, quando uma crianga é consciente de suas rela-
¢0es com outros objetos em termos de posicao, dire¢ao e distancia. Ela também abrange a tarefa
de organizar o espaco, de maneira que 0s objetos estejam colocados de modo adequado seja para
trabalho como para diversao, ou até mesmo para combater a poluigao visual (SANTOS COSTA;
ALLEVATO; MOURA, 2017).

Para compreender um pouco melhor sobre como é mobilizada a abstragéo geométrica espacial,
analisaremos a resposta de um grupo de alunos do quinto ano do ensino fundamental (com idade
média de 10 anos) em um problema que explorou 0 conceito de orientagao espacial.

Tal atividade foi extraida da pesquisa de Santos Costa, Allevato e Moura (2017), sendo inicial-
mente produzida por Barbosa (2011). E importante destacar que nio somos autores desse estudo,
dessa forma, faremos uma analise dos dados apresentados pelos supracitados pesquisadores.

Conforme os autores da investigagao, o objetivo da atividade era analisar como esses estu-
dantes interpretavam e esbogavam caminhos por meio de mapas, com abordagem dos conceitos de
dimensao e diregdo. Entao, as criangas deveriam (re)construir o percurso do carrinho por meio dos
mapas e das orientagoes fornecidas, conforme ilustrado na Figura 2.

Além disso, como apresentando na Figura 3 e sinalizado pelos autores do estudo, 0s alunos
interpretaram e esbogaram corretamente o itinerario do carrinho a partir dos mapas e das orienta-
coes fornecidas. Logo, mobilizaram o conceito de orientagao espacial, especificamente as nogoes de
direcao e dimensaéo.
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Nessa situacao, em nosso entendimento, as criangas mobilizaram a abstragdo geomeétrica es-
pacial na solugao da atividade proposta. Além disso, a Geometria € vista em seu carater pratico,

voltado para o cotidiano desses estudantes.
Analisando o primeiro momento da atividade, isto €, a construgao do percurso feito pelo carrinho,

percebemos que o grupo de alunos nao realizou tratamento conforme indica Duval (2005). Entao, nao
houve transformagdes no interior do registro “mapa”, ou seja, 0s alunos apenas reproduziram o cami-
nho disponibilizado. Também, nesse momento nao houve conversao para a representacao grafica.

Figura 2 - Extratos dos mapas utilizados na pesquisa de Santos Costa, Allevato e Moura (2017)

Mapa 1 Mapa 2

[

1 1

Fonte: Santos Costa, Allevato e Moura (2017, p. 23)

Na segunda etapa da atividade, ao escreverem na folha o percurso do carrinho, tendo por base
Duval (1995), os discentes realizaram conversao (de volta), logo transformaram a representagao
gréfica (mapa) em outra representacao (lingua natural), mas eles néo fizeram tratamento.

Figura 3 - Extrato da resposta de um grupo de alunos a
atividade enunciada por Santos Costa, Allevato e Moura (2017)

LNO8 PASFTISIS 6 COMMNLAM BrevircE MTaeEs OF UT 08 T IS D Sstate:
2 do drmerado o dreclc. Em seguida schciler que cbservem as ormas |

Fonte: Santos Cdsta, Allevato e Moura (2017, p. 25)
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Conforme Duval (1995), ao longo da atividade, os alunos mobilizaram a apreensao perceptiva,
pois identificaram um objeto (carrinho) num plano e, por isso, apresentaram olhares botanistas.
Como reproduziram o desenho de um carrinho, que representa um objeto, esses estudantes também
atuaram na apreensao sequencial.

Além disso, com relacao a linguagem utilizada, em nosso entendimento, esses alunos atuaram
no nivel de linguagem cotidiana, empregando termos como “cima”, “baixo”, “direita” e “esquerda”
que, mesmo sendo expressoes aplicadas a sua realidade cotidiana, também fazem referéncia a dire-
¢ao, que é uma nogao vinculada ao conceito de orientagao espacial. Essa linguagem é caracteristica
da abstragao geomeétrica espacial.

A abstracao geométrica perceptiva é caracterizada por sensagoes perceptivas e visuais. Dessa
forma, “as primeiras idealizacoes espontaneas de qualquer crianga se apdiam em qualidades comuns
que certos objetos apresentam e sdao simplesmente impressoes visuais associadas a determinados
nomes” (GRAVINA, 2001, p. 51).

Nessa abstragdo geométrica, uma figura é analisada como um todo, destituida de ele-
mentos e de propriedades. As falas sdo carregadas de experiéncias unicamente perceptivas
e visuais; entdo, as criangas (ou os adultos) realizam classificacoes e nomeacoes de formas
geométricas ao abstrair aspectos perceptivos dos objetos geométricos representados, logo, nao
fazem referéncia as suas propriedades.

Uma pessoa que esteja atuando nessa abstragao, ao ser questionada por que uma figura é um
retangulo, dird que “é um retangulo porque é como uma janela ou uma porta”. ISso ocorre, pois, as
representagées dos objetos geométricos sdo compreendidas como objetos fisicos, pertencentes a
sua realidade e ndo a Matematica. Logo, a Geometria vivenciada é de carater pratico, da vida cotidia-
na, nao sendo compreendida como um modelo tedrico matematico.

Nessa abstracao, € possivel encontrar pessoas que percebem formas geometricas somente a
partir de um subconjunto das caracteristicas visuais, pois ainda ndo conseguem formar imagens vi-
suais. Desse modo, néo realizam a identificagao de varias formas geométricas comuns, distinguindo
apenas as figuras que apresentam curvas das figuras que possuem retas; todavia, iSso nao ocorre
entre figuras do mesmo grupo. Por exemplo, conseguem diferenciar uma circunferéncia de um qua-
drado, contudo ndo distinguem um quadrado de um retangulo.

Para compreender o que significa essa abstracao e como se manifesta na solugao de uma
atividade sobre os quadrilateros notaveis, analisaremos a resposta de um estudante (com 11 anos de
idade) & questao a seguir. E importante salientar que os dados analisados para esse tipo de abstragao
fazem parte de uma pesquisa* que realizamos com alunos dos anos finais do ensino fundamental.

Q01: Vocé desenhou um retangulo. Seu colega desenhou uma figura de quatro lados que néo é
um retangulo. Nos espagos abaixo, desenhe como poderia ser a sua figura e a figura de seu colega

4 Essa pesquisa trata-se de um estudo piloto que realizamos com 30 alunos de uma escola publica de Recife. Os dados desse estudo nao foram
analisados e nem publicados, desse modo, estamos realizando uma andlise deles nesse artigo para ilustrar a tipologia de abstragoes geométricas.
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Figura 4 - Resposta de um aluno a questao proposta

SUA FIGURA: FIGURA DE SEU COLEGA:

[ 7 ]

Fonte: Pereira da Costa (2019).

Nessa questao, como ilustrado na Figura 4, verificamos que o0 aluno conseguiu identificar
formas geométricas e reproduzi-las a partir da nomenclatura. Entdo, houve uma associagao en-
tre a palavra “retangulo” e o desenho correspondente, isto &, com base em Duval (1995), efetuou
uma conversao (de ida) entre a lingua natural (retdngulo) e a figura geométrica (representada
pelo desenho).

No entanto, como notado na producao, ele nao fez uso adequado do conceito, dos elementos e
das propriedades do retangulo. Pois, ao desenhar um quadrado (como nao sendo retangulo) na figura
do seu colega, demonstra ter considerado apenas a aparéncia global da figura, conforme podemos
verificar na entrevista realizada pelo pesquisador com o aluno.

Dessa forma, ele ndo fez conversao referente ao segundo desenho, conforme a teoria de
Duval (1995). Como produziu desenhos referentes as representacoes de figuras geométricas, o
aluno mobilizou a apreensdo sequencial. A seguir, apresentamos um recorte da entrevista que
realizamos com esse aluno.

Pesquisador: Que figura € essa que vocé desenhou? (apontando para o campo “Sua Figura”).

Aluno: E um retangulo.

Pesquisador: Por que ela é um retangulo?

Aluno: Porque tem dois lados mais compridos e dois lados menos compridos.

Pesquisador: Como se chama a figura do seu colega? (apontando para o campo “Figura de seu colega”)
Aluno: Quadrado.

Pesquisador: Por que ela é um quadrado?

Aluno: Porque tem 0s lados pequenos.

Pesquisador: Como assim? Lados pequenos?

Aluno: Ela tem todos 0s lados pequenos e acho que sdo do mesmo tamanho.

Pesquisador: A sua figura é um quadrado?

Aluno: Nao.

Pesquisador: Por que?

Aluno: Porque o retangulo nao tem lados pequenos, ele tem dois grandes e dois pequenos.

E para ser quadrado tem que ter todos os lados pequenos.

Pesquisador: A figura do seu colega é um retangulo?

Aluno: Nao, pois o quadrado nao tem dois lados compridos como o retangulo.

Pesquisador: Eu ndo entendi. Podes me explicar novamente?

Aluno: Deixa eu pensar um pouco... O quadrado é como se fosse um dado e o retangulo parece uma porta.
E porta e dado sdo coisas diferentes, entdo, o quadrado e o retangulo ndo sao iguais. Eles nao se parecem.
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Pelo didlogo, foi possivel notarmos que o entrevistado, ao justificar o motivo de sua figura ser
um retangulo, fez uso de definigcao visual, ou seja, disse exatamente o que vé na figura (dois lados
maiores e dois lados menores). O mesmo fendmeno pode ser verificado na explicagao do quadrado.

O estudante fez uso apenas do aspecto perceptivo, olhando as figuras desenhadas de forma
global, desprezando seus conceitos, seus elementos constituintes e suas propriedades. Logo, consi-
derando Duval (1995), atuou na apreensao perceptiva com olhar botanista.

Além disso, ao dizer que o “quadrado é como se fosse um dado” e o “retangulo parece uma
porta”, fica claro que os objetos quadrado e retdngulo ndo sdo analisados geometricamente, mas
como se fossem objetos do mundo real, do cotidiano do aluno. Dessa forma, a Geometria é vista
como pratica cotidiana e ndo como um modelo tedrico da Matematica.

Também verificamos que ndo houve conversao (de volta) de acordo com Duval (1995), pois,
mesmo fazendo uso da lingua natural, ele nao fez articulagéo das variaveis dos objetos geométricos
evidenciados na atividade. Nao observamos, ainda, a realizacéo de tratamento.

Percebemos, ainda, que o aluno faz uso de certo vocabulario geométrico, todavia ainda é bas-
tante influenciado pela linguagem cotidiana com carater perceptivo. Portanto, diante de todas as
gvidéncias, esse aluno mobilizou a abstragdo geométrica perceptiva na resolugao da atividade. A
ruptura com esse tipo de abstracao € assinalada pela sofisticagao das idealizagoes pelos alunos, isto
€, 0S registros perceptivos transformam-se em objetos geométricos a partir da conceituacéo das
propriedades que os caracterizam (GRAVINA, 2001).

A abstracao geométrica analitica ¢ caracterizada pela analise das figuras geométricas confor-
me seus elementos constituintes e suas propriedades, todavia, nao € possivel estabelecer relagoes
de inferéncias entre essas propriedades. Além disso, € possivel verificar definicoes dessas figuras,
mas de forma bastante ampla e sem sentido para o sujeito.

Ao manipular figuras geométricas por meio de dobraduras e recortes, um retangulo é conside-
rado como uma forma que apresenta quatro angulos retos, diagonais congruentes, dois lados curtos
e dois lados longos, entre outros aspectos, apontando, assim, uma ampla relagéo de propriedades.

Veja que as definicoes nao sao econdomicas, mas elas nao foram compreendidas com signifi-
cado, caso contrario, um quadrado seria reconhecido como um retangulo. Por exemplo, a seguinte
relagdo ainda ndo € evidenciada nesse tipo de abstracdo geomeétrica: “se quatro angulos séo retos,
entao, obrigatoriamente 0s lados opostos sdo congruentes”.

Ainda nesse tipo de abstragao, também é possivel verificar pessoas que consideram apenas a
definicao das figuras geométricas em seu processo de reconhecimento. Contudo, ainda néo conse-
guem identificar essas figuras como detentoras de caracteristicas especificas.

Para um melhor entendimento da abstracao geométrica analitica e como se revela na solugao
da mesma atividade analisada anteriormente (questdo Q01), ilustramos a producéo de uma estudante
(com 14 anos de idade), participante de outra pesquisa, a qual realizamos com alunos dos anos finais
do ensino fundamental.
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Figura 5 - Resposta da segunda aluna a questao proposta.

SUA FIGURA: FIGURA DE SEU COLEGA:

L] | ]

Fonte: Pereira da Costa (2019).

Observamos, pela Figura 5, que, assim como na producdo da estudante analisado anterior-
mente, a aluna reconheceu formas geomeétricas e conseguiu reproduzi-las por meio da nomenclatura.
Também relacionou a palavra “retdngulo” o desenho correlato, ou seja, com base em Duval (1995),
fez conversao (de ida) entre a lingua natural e a figura geomeétrica.

Contudo, ndo houve compreensao adequada da definicao, pois, se houvesse, ela nao teria con-
siderado o quadrado na figura do seu colega, ja que também é retangulo. Ela nao realizou converséao
(de ida) na segunda producéo. Isso também é notado na entrevista realizada pelo pesquisador (autor
do artigo) com a estudante. Por ter construido um desenho que representa uma figura geomeétrica,
essa aluna mobilizou a apreensao sequencial.

Pela conversa construida entre o pesquisador e a aluna, percebemos que, ao explicar a razao
de seu desenho representar um retangulo, ela apresentou uma ampla lista de propriedades, nao
economizando, assim, para mostrar uma defini¢do relacionada a figura geometrica. Isso também foi
notado na justificativa do quadrado.

Pesquisador: Qual o nome dessa figura que vocé desenhou ai? (apontando para “Sua Figura”).

Aluna: Retangulo.

Pesquisador: Por que ela ¢ um retangulo?

Aluna: Porque ela tem lados opostos paralelos e iguais, 0s angulos todos sdo retos, as diagonais t€m o mesmo tamanho,
e também tem dois lados longos e dois lados curtos.

Pesquisador: Que figura é essa que vocé fez para seu colega? (apontando para o campo “Figura de seu colega”)

Aluna: £ um quadrado.

Pesquisador: Por que ela ¢ um quadrado?

Aluna: Porque 0s angulos sao de 90° os lados sdo opostos, paralelos e iguais e as diagonais sao congruentes.
Pesquisador: Como assim? Essas caracteristicas que vocé mencionou ndo sao do retangulo?

Aluna: Sao dos dois, mas o quadrado tem lados curtos e o retangulo nao.

Pesquisador: Entdo, a sua figura é um quadrado?

Aluna: Nao.

Pesquisador: Por que?

Aluna: Porque o retangulo tem dois lados longos e dois lados curtos e 0 quadrado tem todos os lados curtos.
Pesquisador: A figura do seu colega é um retangulo?

Aluna: Nao, é s6 quadrado, pois tem todos 0s lados curtos.

Pesquisador: Agora estou confuso. Quando a figura é retangulo e quando ela é quadrado? Uma figura ndo pode ser 0s
dois ao mesmo tempo?

Aluna: Nao, ndo pode... O retangulo e o quadrado apresentam algumas coisas iguais: 0s angulos sao de 90°, as diagonais
Sdo iguais, se eu pegar uma régua fica mais fécil de perceber... 0s lados também sao opostos e iguais... mas o quadrado
nao pode ser retangulo e o retangulo ndo pode ser quadrado... mas se eu aumentar o tamanho de dois lados do quadrado,
ele vira um reténgulo... e se eu reduzir os lados maiores do retangulo, deixando com o mesmo tamanho dos outros lados,
entdo ele é quadrado. Tem que acontecer isso para retangulo ser quadrado e quadrado ser retangulo. Entendeu?
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Mesmo usando uma ampla lista de propriedades, todavia, a definicao de retangulo nao foi
construida com significado, caso contrario, a estudante identificaria o quadrado como retangulo.
Entéo, de acordo com Duval (1995), ela ndo fez uso consistente da apreensao discursiva, sendo bas-
tante influenciada pela apreensao perceptiva com olhar botanista, marcado, assim, a subordinagao
da segunda apreensao pela primeira.

Além disso, nao realizou conversao (de volta), pois mesmo fazendo uso de varias propriedades
das figuras geométricas, nao fez articulacao das variaveis dos objetos geomeétricos evidenciados na
atividade, ou seja, ndo houve coordenacao. Nao observamos, ainda, a realizagao de tratamento.

Também, ao mencionar que “o retangulo tem dois lados longos e dois lados curtos e o quadra-
do tem todos 0s lados curtos”, a participante também apresenta uma definicao visual, isto é, dizendo
como sao as figuras geométricas exatamente como as vé. Entdo, na abstracdo geométrica analitica
podemos observar os dois tipos de defini¢ao: definigao visual e definicdo com base nas propriedades,
mas sem o estabelecimento de relagoes entre as propriedades.

Notamos, ainda, que essa estudante apresentou um vocabulario geométrico mais denso em
relacdo a abstracdo analisada anteriormente, isto é, com mais expressoes tipicas da Geometria.
Contudo, esse vocabulario ainda € influenciado pela linguagem cotidiana perceptiva. Nessa direcao,
mobilizou a abstragao geométrica analitica ao resolver a questao.

A abstracao geomeétrica descritiva ¢ marcada pelo estabelecimento de relagoes de impli-
cacgao entre propriedades dos objetos geométricos, mas sem o uso de argumentagao dedutiva na
justificativa desse estabelecimento. Nessa abstracao geométrica, a pessoa apresenta definicoes aos
objetos geomeétricos com significado, por isso, conseguindo reconhecer o quadrado como retangulo
e losango ao mesmo tempo. Dessa forma, as inclusoes de classe sao desenvolvidas.

Uma pessoa, ao ser perguntada pelo motivo de uma figura ser um retangulo, respondera que
“é um paralelogramo que term angulos internos retos”. Também dira que um quadrado é um retangulo,
pois esses dois quadrilateros apresentam propriedades iguais.

Para uma melhor compreensao dessa caracteristica do pensamento geomeétrico e bem como
ele se manifesta na resolucéo de uma questao sobre os quadrilateros, retornemos ao item analisado
anteriormente (Q01), mas com a producao de um terceiro estudante (com 13 anos de idade), partici-
pe de um estudo que realizamos com alunos dos anos finais do ensino fundamental.

Figura 6 - Resposta do terceiro aluno a questao proposta

SUA FIGURA: FIGURA DE SEU COLEGA:

Fonte: Pereira da Costa (2019).
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Nessa atividade, analisamos que o estudante reconheceu formas geométricas com base na
nomenclatura. Também, segundo a teoria de Duval (1995), ocorreu conversao (de ida) correta entre
a palavra “retangulo” e o desenho correspondente, e entre a palavra “ndo retangulo” com o desenho
do trapézio. Aqui evidenciamos a presenca da apreensao sequencial, ja que o participante fez cons-
trugoes de figuras geomeétricas.

Além disso, pelas marcagoes deixadas na folha, o aluno utilizou as medidas dos angulos in-
ternos nas justificativas, mobilizando assim o olhar agrimensor, como pode ainda ser verificado na
entrevista do pesquisador com o participante do estudo.

Pesquisador: Que figura é essa que vocé desenhou? (apontando para o campo “Sua Figura”).

Aluno: E um retangulo.

Pesquisador: Por que ela é um retangulo?

Aluno: Porque é todo paralelogramo que tem angulos internos retos.

Pesquisador: Como se chama a figura do seu colega? (apontando para o campo “Figura de seu colega”)

Aluno: Trapézio.

Pesquisador: Por que ela é um trapézio?

Aluno: Porque é um quadrilatero que possui somente um tnico par de lados opostos paralelos.

Pesquisador: O retangulo que vocé desenhou é um quadrilatero?

Aluno: Sim, pois ele & convexo e possui dois lados opostos paralelos.

Pesquisador: O retangulo pode ser trapézio? E o trapézio pode ser retangulo?

Aluno: Nao.

Pesquisador: Por que?

Aluno: Porque o retangulo € paralelogramo, tem dois pares de lados paralelos opostos. Os trapézios ndo sao paralelogra-
mos, pois tém somente um unico par de lados paralelos.

Pesquisador: A figura do seu colega é um quadrado?

Aluno: Nao, pois o quadrado é um paralelogramo que € retangulo e losango ao mesmo tempo.

Pesquisador: Eu ndo entendi. Podes me explicar novamente?

Aluno: Veja s6... o quadrado tem dois lados opostos paralelos, 0s angulos sdo retos e as diagonais sao iguais e se
cruzam no meio. Essas mesmas caracteristicas ocorrem com 0s losangos e com os retangulos... a diferenga é que alguns
losangos (os obliquos) podem ter as diagonais ndo congruentes, e para ser losango So é necessario que a figura tenha to-
dos 0s lados iguais... iSso ocorre com 0 quadrado, entéo ele é losango... No caso do retangulo, alguns retdngulos podem
apresentar dois pares de lados maiores, e para ser retangulo a figura tem que ter 0s angulos iguais. .. iSS0 0corre com o0
quadrado, logo ele é retangulo. Entao, o quadrado é losango e retangulo ao mesmo tempo, além de ser paralelogramo. O
trapézio é de outro grupo dos quadrildteros, ndo é paralelogramo...

A partir da conversa entre o pesquisador e 0 estudante, evidenciamos que 0 aluno, ao explicar
0 motivo das figuras serem retangulo e trapézio, respectivamente, fez uso de definigoes e de varias
propriedades. As definiges foram compreendidas com significado, pois o discente concluiu que o
quadrado é um paralelogramo que € losango e retangulo ao mesmo tempo e, ainda, que o trapézio
nao pertence a familia dos paralelogramos.

Assim, conforme Duval (1995), o aluno realizou a conversao (de volta) da figura geométrica
para a lingua natural, logo, fez coordenagéo. Estabeleceu adequadamente relagoes entre as proprie-
dades das figuras, desenvolvendo, assim, inclusdo de classe, mobilizando a apreensao discursiva
com olhar construtor, pois tomou consciéncia de que as propriedades das figuras geométricas nao
sao de natureza perceptiva. Nesse contexto, o aluno atuou na abstracdo geomeétrica descritiva na
resolucdo da atividade. Percebemos, ainda, uma riqueza no vocabulario geométrico do estudante,
marcado por uma linguagem formal de cunho descritivo.
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A abstracao geomeétrica dedutiva se caracteriza pelo estudo (ou vivéncia) de provas, demons-
tragoes, argumentacoes e conjecturas de natureza tanto intuitiva como dedutiva. Assim, uma de-
monstracao é compreendida e construida com significado. Além disso, a Geometria passa a ser vista
como um modelo tedrico matematico, formado por axiomas e teoremas.

Para um entendimento mais adequado dessa abstracdo geométrica, retomemos novamente a
questdo sobre quadrilateros notaveis ja discutida aqui (Q01), mas com a produgao de uma quarta
aluna (com 14 anos de idade), participante de uma pesquisa que realizamos com alunos dos anos
finais do ensino fundamental.

Nesse item, notamos que a aluna ndo apresentou dificuldades para identificar formas geométri-
cas a partir da nomenclatura. Segundo a teoria de Duval (1995), mobilizando a apreensao sequencial,
ela converteu (conversdo de ida) corretamente a palavra “retdngulo” e o desenho correlato e ainda
com a palavra “néo retangulo” e o desenho que representa o trapezoide.

Ainda, pelos registros deixados na folha de resposta, a estudante considerou as medidas dos
comprimentos dos lados e as medidas das aberturas dos angulos internos como forma de diferenciar
as duas figuras geomeétricas, caracteristicas do olhar agrimensor. Tal fato pode ser evidenciado na
entrevista do pesquisador (autor desse artigo) com essa discente.

Figura 7 - Resposta da quarta aluna a questao proposta.

SUA FIGURA: FIGURA DE SEU COLEGA:

Fonte: Pereira da Costa (2019).

Com base no dialogo desenvolvido, notamos que a aluna tentou provar intuitivamente que um
retangulo é um paralelogramo, a partir da decomposigao de figuras geometricas e de argumentos
e explicacoes. Na verdade, essa estudante realizou outra demonstragao, isto €, ela mostrou que as
areas dos dois quadrilateros (retangulo e paralelogramo) sdo equivalentes. Mesmo ndo conseguindo
provar que um retangulo é um paralelogramo por meio de uma demonstragao, a aluna fez uma im-
portante comprovacao, de que a area da figura nao foi alterada com a modificagao. Na escola basica,
muitos alunos tém dificuldades em compreender essa relagao.
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Pesquisador: Que figura é essa que vocé fez? (apontando para o campo “Sua Figura”).

Aluna: Ela é um retangulo.

Pesquisador: Que figura é essa que vocé fez para o seu colega? (apontando para o campo “Figura de seu colega”)
Aluna: Trapezoide.

Pesquisador: Por que a primeira figura é um retangulo e a sequnda um trapezoide?

Aluna: No caso da primeira, é um retangulo porque € um paralelogramo com angulos internos congruentes, ou Seja, me-
dem 90°. No caso do trapezoide, ele nao apresenta lados opostos paralelos congruentes, portanto, nao é paralelogramo.
Pesquisador: Por que o retangulo é um paralelogramo?

Aluna: Eu posso explicar com uma prova?

Pesquisador: Sim, pode.

Aluna: Veja, vou pegar essa folha branca aqui. Vocé concorda que essa folha tem a forma de um retangulo, certo? (a
estudante mostra a folha com a forma de um retangulo).

Pesquisador: Sim.

Aluna: Entdo, vamos supor que essa folha seja um retangulo. Agora, vou dobrar ela, ou seja, vou dividir o retangulo, for-
mando duas outras figuras, um tridngulo retangulo e um trapézio retangulo (a aluna dobrou a folha, em seguida rasga-a na
dobra, formando duas “novas” figuras referentes a decomposi¢ao do retangulo).

Aluna: Se eu encaixar o trapézio e o tridangulo na parte da dobra, eles formam um retangulo. Mas se agora eu encaixar
eles nos lados que os angulos séo retos, nds teremos um paralelogramo obliquo. Veja que fica provado que o retangulo é
um paralelogramo. (a estudante encaixou as duas folhas formando o reténgulo, em seguida, gira-as e encaixa novamente,
formando o paralelogramo, conforme ilustrado abaixo).

De acordo com Duval (1995), aqui evidenciamos a mobilizacdo das apreensoes operatoria,
com énfase na modificagao figural mereologica (marcada pela transformagao de uma figura geomé-
trica em outras figuras), e discursiva (caracterizada pela explicacao das propriedades geomeétricas)
com olhar de um inventor.

Além disso, ficou evidente que o0s conceitos referentes aos quadrilateros foram construidos
adequadamente pela estudante, com significado de compreensao. Entdo, fez a converséo (de volta)
entre a figura geomeétrica e a lingua natural, dessa forma, ocorrendo coordenagao. Nesse cenario, ela
atuou na abstragao geométrica dedutiva na solugéo do item. O vocabulario geometrico da discente
é caracterizado por uma linguagem formal argumentativa dedutiva. Por fim, ao decompor a figura, a
estudante realizou o tratamento, ou seja, fez transformagoes dentro do proprio registro de represen-
tacéo semiotica.

A abstracao geométrica hipotética (ou teorica) ¢ marcada pelo estudo (ou vivéncia) com
diferentes geometrias, sobretudo, as chamadas Geometrias Nao-Euclidianas, logo, a pessoa, nessa
abstracédo, caminha por teorias axiomaticas, além de utilizar uma linguagem formal axiomatica.

Para uma melhor compreensao desse tipo de abstracdo geométrica, vamos considerar a pro-
ducéo de um grupo formado por trés alunos do ensino fundamental (12-14 anos de idade) a um pro-
blema sobre Geometria Hiperbolica. Esse problema foi extraido da pesquisa desenvolvida por Leivas,
Portella e Souza (2017). E importante destacar que nao fizemos parte da autoria desse estudo, logo,
realizamos uma analise dos dados apresentados pelos pesquisadores supracitados.

De acordo com os autores, 0 objetivo proposto era produzir o ponto de inversao a uma circun-
feréncia, por um ponto fora dela. Dessa forma, com o uso do GeoGebra, um dos alunos fez o estudo
da inversdo de pontos relacionados a circunferéncia. Isso foi fundamental para a compreensao das
h-retas (retas no Plano de Poincaré, que é formado a partir da regido aberta definida pela circunfe-
réncia). O problema era o seguinte:
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Construa o ponto de inversao a uma circunferéncia, por um ponto fora dela.

Figura 8 - Extrato da resposta de um aluno a atividade enunciada por Leivas, Portella e Souza (2017)

Fonte: Leivas, Portella e Souza (2017, p. 216)

Pela Figura 8, o ponto A, fora da circunferéncia, apresenta o ponto de inversao D. Confor-
me analisaram os autores, essa produgao € interessante a elaboracéo das h-retas no modelo,
que sdo formadas pelos arcos de curvas que penetram de forma ortogonal na circunferéncia
limitrofe do disco.

Por ter realizado essa produgao, o discente mobilizou a apreensao sequencial. Também, com
base em Duval (1995), ocorreu converséo (de ida) entre a lingua natural (ponto de inversao de uma
circunferéncia) e a figura geométrica (representada pelo desenho no GeoGebra). Além disso, a com-
preensao da logica do software possibilitou que eles construissem novas ferramentas que foram in-
corporadas ao GeoGebra, sobretudo, relacionadas a producao do Disco de Poincaré, como ilustrado
na Figura 9. Com essa atividade, os estudantes perceberam que existem outras geometrias.
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Figura 9 - Extrato da resposta de um aluno a atividade enunciada por Leivas, Portella e Souza (2017)
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Pela Figura 9, e pela descricao dos autores, podemos observar que os estudantes fizeram o
tratamento da figura geométrica, isto €, realizaram transformagoes dentro do proprio registro. Eles
realizaram varias conversoes, da lingua natural (enunciado do problema) para a figura geométrica
(desenho na Janela Visualizagdo do GeoGebra), e desta para as escritas algébricas (equagoes das
circunferéncias na Janela de Algebra do software).

Desse modo, com base em Duval (1995), houve coordenagao. E notdrio que os estudantes
tém um olhar do construtor (por utilizar o GeoGebra como instrumento para suas construcées) e do
inventor (por ter realizado modificagoes no proprio programa, com a inclusao da ferramenta “Disco
de Poincaré”).

Além disso, como realizaram alteragoes nas construgoes, mobilizaram a apreensao operatoria
(com destaque as modificagoes figurais dtica e de posigao); e, por terem feito uso de propriedades da
Geometria Hiperbolica na resolucao do problema, utilizaram a apreenséo discursiva. Essa atividade
é uma comprovacao de que o estudo de uma das Geometrias Nao-Euclidianas pode ser introduzido
no ensino basico, nao se resumindo apenas ao ensino superior. Ao resolver o problema proposto, 0s
alunos atuaram na abstracdo geométrica hipotética (teorica).

CONSIDERAGOES FINAIS

Neste artigo, verificamos que, de forma significativa, as abstracoes em Geometria contri-
buem para a compreensao do funcionamento do pensamento geométrico de estudantes do en-
sino basico, a partir da analise dos registros de representagao semiotica. Assim, especialmente
com base nos estudos de Duval (1995), realizamos a caracterizagdo do pensamento geométrico
que consiste em uma atividade especifica do ser humano, sendo composto por seis abstragoes
geomeétricas hierarquicas. Logo, um aluno, ao pensar geometricamente, nao aplica todas essas
abstracoes ao mesmo tempo.
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Desse modo, pensar geometricamente demanda a utilizagao de uma das seguintes abstragoes
em Geometria: espacial, perceptiva, analitica, descritiva, dedutiva e hipotética ou tedrica. lgualmente,
sao essas abstragoes que permitem ao aluno desenvolver essa forma de pensamento.

A sequir, no Quadro 1, apresentamos um resumo das caracteristicas evidenciadas nas abstra-
coes geométricas discutidas nesse artigo. E importante destacar que essas caracteristicas foram
observadas nas questoes analisadas. Nesse sentido, se considerarmos outras atividades, é possivel
que outros atributos se manifestem.

Quadro 1 - Resumo das abstragdes geométricas e caracteristicas.

ABSTRAGOES GEOMETRICAS CARACTERISTICAS GERAIS OBSERVADAS

- Operagoes cognitivas: conversao (de volta) sem coordenagao
- Apreensoes geomeétricas: perceptiva e sequencial

- Olhar em Geometria: botanista

- Linguagem utilizada: cotidiana com carater espacial

- Natureza da Geometria: pratica (cotidiana)

- Natureza do pensamento geométrico: elementar

Abstragao Geométrica Espacial

- Operagoes cognitivas: conversao (de ida) sem coordenagao
- Apreensdes geomeétricas: perceptiva e sequencial

- Olhar em Geometria: botanista

- Linguagem utilizada: cotidiana com carater perceptivo

- Natureza da Geometria: pratica (cotidiana)

- Natureza do pensamento geomeétrico: elementar

Abstragao Geométrica Perceptiva

- Operagoes cognitivas: conversao (de ida) sem coordenagao

- Apreensoes geométricas: perceptiva, sequencial e discursiva (sem consisténcia)
- Olhar em Geometria: botanista

- Linguagem utilizada: cotidiana com carater analitico

- Natureza da Geometria: pratica (cotidiana)

- Natureza do pensamento geomeétrico: elementar

Abstragao Geomeétrica Analitica

- Operagoes cognitivas: conversao (de ida e de volta) com coordenagao
- Apreensdes geométricas: sequencial e discursiva
- Olhar em Geometria: agrimensor e construtor
- Linguagem utilizada: formal com carater descritivo
- Natureza da Geometria: formal pré-dedutiva
- Natureza do pensamento geomeétrico: elementar

Abstragdo Geométrica Descritiva

- Operagoes cognitivas: conversao (de ida e de volta) com coordenagao e tratamento

- Apreensoes geométricas: sequencial, discursiva e operatdria (modificacdo mereoldgica)
- Olhar em Geometria: agrimensor e inventor

- Linguagem utilizada: formal argumentativa

- Natureza da Geometria: modelo tedrico da Geometria (formal dedutiva)

- Natureza do pensamento geométrico: avangado

Abstracao Geométrica Dedutiva

- Operag0es cognitivas: conversao (de ida e de volta) com coordenagao e tratamento

- Apreensoes geométricas: sequencial, discursiva e operatoria (modificagdes otica e de posigao)
- Olhar em Geometria: construtor e inventor

- Linguagem utilizada: formal argumentativa

- Natureza da Geometria: Geometrias Nao-Euclidianas

- Natureza do pensamento geométrico: avangado

Abstragdo Geométrica Hipotética

Fonte: Pereira da Costa (2019).

Além disso, por meio das propriedades destacadas no Quadro 1, podemos perceber que as
abstragcoes geomeétricas indicam a existéncia de niveis de desenvolvimento do pensamento geo-
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meétrico. Isso é possivel verificar, pois, as caracteristicas se tornam mais sofisticadas a medida que
avangamos as abstragoes.

Com base nas abstragées geomeétricas e considerando as naturezas do pensar em Geometria,
construimos um esquema que apresenta um resumo da evolugao do pensamento geométrico confor-
me nosso entendimento. Ainda, destacamos que esse esquema foi elaborado com base na estrutura
do desenvolvimento cognitivo do pensamento matematico proposto por Tall (1995).

Figura 10 - Desenvolvimento do pensamento geomeétrico
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Fonte: Pereira da Costa (2019).

Realizando uma metafora entre o desenvolvimento do pensamento geométrico com 0 processo
de construcao de uma casa, chegamos a seguinte estrutura:

e nabase da casa, estdo os alicerces, que correspondem a abstragdo geométrica espacial,
por ser a base da estrutura do pensamento geométrico (a casa);

e as paredes sao formadas pelas abstragées geométricas perceptiva, analitica e descritiva, e

tém por finalidade vedar e sustentar a estrutura do pensar em Geometria;

* 0 teto é composto pelas abstragdes geométricas dedutiva e hipotética, que representam
a cobertura da estrutura do pensamento geométrico, estabelecendo uma ligacdo com os
alicerces (abstragcdo geométrica espacial) por meio das paredes (abstragoes perceptiva,
analitica e descritiva).

Para tanto, pensar geometricamente demanda a mobilizagdo de, no minimo, uma das seis
abstragoes geometricas aqui analisadas: a espacial, a perceptiva, a analitica, a descritiva, a dedutiva
e a hipotética. Essas caracteristicas emergem a partir da progressao do atributo matriz (abstracao
geomeétrica espacial).
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As outras caracteristicas se desenvolvem de forma hierarquica, mas é possivel o desenvolvi-
mento de até duas abstracoes geométricas de forma simultanea, sendo que, obrigatoriamente, uma
delas ¢ a espacial. Ainda, o progresso de uma pode impulsionar o desenvolvimento das demais.

Por fim, concluimos que ha dois tipos de pensamento geomeétrico: elementar e avangado. O
primeiro, dito elementar, é caracterizado pela vivéncia e pelo contato com a Geometria da vida pra-
tica, composta pelos objetos do mundo fisico, e ainda, pelos estudos geométricos euclidianos. Ja
0 pensamento geométrico avancado é marcado pela analise de objetos em Geometria de natureza
complexa, tais como o estudo de processos dedutivos e a comparagao de axiomaticas, entre elas,
as Geometrias Nao-Euclidianas. Entao, € o tipo de Geometria vivenciada que possibilita o desenvolvi-
mento do pensamento geomeétrico.
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