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EXPLORAR E COMUNICAR IDEIAS SOBRE ISOMETRIAS
EXPLORING AND COMMUNICATING IDEAS ON ISOMETRY
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RESUMO

Neste artigo, relatam-se resultados de uma
pesquisa que investigou as possibilidades de
mobilizagao das formas de pensamento matematico
no estudo das Transformagbes Geométricas no
Plano. Trés grupos de estudantes, de diferentes
niveis de escolaridade, trabalharam com o
software GeoGebra, na resolugdo de atividades
focalizando as habilidades matematicas de:
visualizar; descobrir e inventar coisas; descrever
relagoes e processos; pensar, montando e
desmontando ideias; fazer conjecturas; comunicar
ideias. Os arquivos com as construgoes e
0S registros escritos dos alunos, além de
protocolos de observagao, foram analisados,
buscando identificar as formas de pensamento
algébrico e geométrico mobilizadas e as formas
de comunicagdo utilizadas. Os resultados aqui
apresentados apontam que 0s alunos mobilizaram
formas variadas de pensamento matematico,
comunicando oralmente suas descobertas sobre
isometrias de poligonos, mas apresentaram
dificuldades na elaboragao dos registros escritos e
formalizagéo das ideias matematicas. O ambiente
informatizado e a postura investigativa adotados
favoreceram a articulagao entre as formas de
raciocinio algébrico e geomeétrico, contribuindo
para o estudo das isometrias.

Palavras-chave: Formas de Pensamento
Matematico. Investigagdo Matematica. Comuni-
cacdo Matematica. Isometrias.

ABSTRACT

In this article it is reported some results of a
Study that investigated the possibilities of mo-
bilization of the forms of mathematical thinking
in the study of Geometric Transformations in
the Plan. Three groups of students of different
levels of schooling worked with the software
program GeoGebra in solving activities focus-
ing on the mathematical skills of visualizing;
discovering and inventing things, describing re-
lationships and processes; thinking, assembling
and disassembling ideas; making conjectures;
and, communicating ideas. The files with the
results and students’ written records and ob-
servation protocols were analyzed in order to
identify ways of algebraic and geometric think-
ing and forms of communication used. The re-
sults presented here indicate that students mo-
bilized various forms of mathematical thinking,
communicating their findings orally on polygon
isometry, but they had difficulties in the prepa-
ration of written records and the formalization
of mathematical ideas. The computerized en-
vironment and investigative approach adopted
favored the articulation between the forms of
algebraic and geometric reasoning, contributing
to the study of isometry.

Keywords: Forms of Mathematical Thinking. Math-
ematics Research. Mathematics Communication.
Isometry.
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INTRODUGAO

As diretrizes curriculares nacionais para
0 ensino de matematica na escola basica
enfatizam o desenvolvimento de uma série de
competéncias e habilidades, entre elas a de
selecionar e analisar informagoes, que exigem
dos alunos “a aquisicdo do conhecimento
vinculado ao dominio de um saber fazer
Matematica e de um saber pensar matematico”
(BRASIL, 1999, p. 252).

Dessa forma, torna-se necessario que
0s alunos adquiram alguns habitos de
pensamento matematico, no sentido proposto
por Guoco, Goldenberg e Mark (1996) e
Goldenberg (1998a, 1998b), como também
se insiram em um ambiente de exploragao e
investigagao no sentido proposto por Ponte,
Brocardo e Oliveira (2003).

Esses pressupostos teoricos orientaram a
pesquisa desenvolvida (LAGE, 2008), que teve
como objetivo investigar as possibilidades
de mobilizagdo das formas de pensamento
matematico no estudo de transformagoes
geométricas no plano. Os conceitos de
isometria e de homotetia foram abordados
a partir de um trabalho com poligonos e
posteriormente foram utilizados no estudo
das funcbes e suas transformagdes. Neste
artigo, sao apresentados o0s resultados
relativos ao trabalho com poligonos no
estudo de isometrias, aplicado a trés grupos
de estudantes de diferentes niveis de
escolaridade, cursando o ensino médio, a
licenciatura e um curso de especializagédo em
educacao matematica.
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Geometria e algebra na comunicacao de
ideias matematicas

Os Parametros Curriculares Nacionais
enfatizam a importancia de estudos de
algebra que possibilitem ao aluno desenvolver
e exercitar sua capacidade de abstrair. Os
conceitos geométricos compbem outra
parte importante do curriculo de Matematica,
podendo incentivar o desenvolvimento de um
tipo especial de pensamento, util para o aluno
na compreensao, descricao e representagao
do mundo em que vive (BRASIL, 1998).

Assim sendo, torna-se relevante um
trabalho com as transformagdes geométricas
no plano, permitindo que o aluno estabelega
conexdes entre as formas de pensamento
algébrico e geométrico. A incorporagdo na
sala de aula do estudo das transformagdes
pode ser uma ferramenta poderosa para a
compreensdo das propriedades e relagoes
entre objetos matematicos, bem como
para o desenvolvimento de habitos de
pensamento matematico.

Para Goldenberg (1998a), habitos de
pensamento sao 0s “modos de pensar que
adquirimos tao bem, tornamos tdo naturais e
incorporamos tao completamente em nosso
repertorio que se transformam, por assim
dizer, em habitos mentais” (p. 1).

A organizagdo de um curriculo de
Matematica deve ter como eixo central o
desenvolvimento dos principais modos de
pensar em matematica: a tendéncia a detectar
invaridncias; fazer experiéncias e exploragoes;
descrever formal e informalmente relagoes e
processos; pensar e inventar ideias; visualizar;
fazer conjecturas e comunicar ideias (CUOCO;
GORDENBERG; MARK, 1996).
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Ao longo da escolaridade, o desenvolvimento
desse conjunto de habitos é importante e
requer uma atengao particular do professor.
Os alunos podem ser motivados a buscar
padroes e invariantes e a exploragdo e as
descobertas feitas por eles proprios podem
influenciar  positivamente a aprendizagem.
Essas exploragoes e investigagoes matematicas
desenvolvidas na sala de aula constituem parte
da variedade da experiéncia matematica a que se
referem Davis e Hersh (1995). Ao lidarem com
um problema matematico, 0s alunos precisam
aprender a jogar com as informagoes, reparando
nos seus atributos independentes, fazendo
ensaios para obter resultados experimentais e
observa-los (CUOCO; GORDENBERG; MARK,
1996). Esses autores destacam que pensar,
desmontar ideias, ser inventor, inserir alteragoes
num sistema ja existente e observar sao formas
de lidar com a matematica que os alunos
precisam experimentar. Assim, aos poucos,
eles aprendem a levantar conjecturas sobre
as situagoes matematicas propostas, sendo
despertados para a importancia de investigar
acerca da veracidade das mesmas.

A medida que desenvolvem as varias
formas de pensamentos, o0s alunos
sao incentivados a descrever, formal e
informalmente, relagoes e processos. A etapa
de descrever é importante para compreender
uma ideia matematica. Nesse momento,
0s alunos dizem o que significa aquele
conceito ou objeto matematico, podendo
inventar notacoes, discutir e tentar convencer
0s colegas que determinado resultado €
verdadeiro, descrevendo as evidéncias,
mostrando 0s calculos, aprendendo sobre
como se estruturam as demonstragoes
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matematicas. As conjecturas levantadas, as
perguntas e opinioes sobre a situagao em
questdo podem ser descritas de forma escrita
ou oral e podem favorecer a negociacao e
divulgacéo das ideias matematicas. Esse tipo
de experiéncia deve ser incorporado a sala
de aula como forma de ajudar os alunos a
desenvolverem capacidades essenciais da
comunicagao matematica.

A “boa performance de oralidade é uma das
competéncias exigidas pelo atual mercado de
trabalho” (PAIS, 2006, p. 44), o que demanda
uma maior énfase no didlogo nas aulas de
matematica. A linguagem oral tem lugar de
destaque na comunicacao em sala de aula, nos
dialogos conduzidos pelo professor sobre as
questoes matematicas propostas no decorrer
das aulas, na condugdo de trabalhos em
pequenos grupos, nas discussoes coletivas de
socializagao, sistematizagao e formalizagéo de
resultados, apos a resolugéao de problemas e/
ou investigagoes matematicas.

Conforme destacam Souza e colaboradores
(2011), é através da comunicagao oral que 0S
alunos expressam suas ideias, descrevendo e
explicando as estratégias e processos que uti-
lizaram para resolver as situagdes matematicas
propostas, argumentando, discutindo e con-
frontando (SOUZA et al., 2009). A linguagem
oral antecede o trabalho escrito possibilitando
aos alunos a estruturagéo do pensamento € a
sistematizacao de ideias (COURA, 2008).

Aqualidade dacomunicacao oral dos alunos
depende da qualidade dessa comunicagao
incentivada pelo professor e evidenciada
por meio do cuidado especial com que este
apresenta os conceitos matematicos em sala
de aula e também através do incentivo que
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para que conexoes possam ser estabelecidas
entre 0s conteudos matematicos.

A comunicagao escrita precisa sertambém
privilegiada nas aulas de matematica. Santos
(2009) ressalta que a escrita de um texto
matematico atua como mediadora integrando
as experiéncias individuais e coletivas na
busca da construcdo e apropriagdao de
conceitos estudados. Os textos escritos pelos
alunos fornecem ao professor elementos de
avaliagao da aprendizagem, possibilitando
verificar 0s conceitos que foram aprendidos
e aqueles que precisam ser retomados.
Dessa forma, a linguagem escrita torna-
se uma ferramenta alternativa de didlogo,
na qual o processo de reflexdo e avaliagao
sobre a aprendizagem é mobilizado, além
de um instrumento para atribuir significados,
organizar o raciocinio e permitir a assimilagao
de conceitos estudados.

Coura (2008) assume que, quando es-
Ccrevemos, criamos uma memoria, permitindo
que o aluno e outras pessoas possam ter
acesso ao que foi pensado e vivido, amplian-
do a abrangéncia da producéo feita. A escrita
atua como um meio de comunicagao e como
forma de registro, tornando-se elemento im-
portante na construgéo do conhecimento e na
elaborac@o de redes de significados, favore-
cendo a compreensao de conceitos e pro-
cedimentos matematicos.

Nesse processo de comunicar ideias,
a visualizagdo desempenha um papel
importante, diz respeito a capacidade de criar,
manipular e “ler” imagens mentais de aspectos
comuns da realidade (GOLDENBERG, 1998b).
Para isso, as informagées apresentadas
precisam ser interpretadas visualmente,
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construindo-se  representacoes  visuais
para situagoes ainda nao visuais, por meio
de tabelas, diagramas, graficos, esbogos
que contribuem para a compreensdao do
processo. Dentro e fora da matematica,
varias capacidades de visualizagao podem ser
desenvolvidas, compreendendo a tradugao
de uma informagao apresentada verbalmente
em informagao visual, utilizando diferentes
formas de representagao de ideias, por meio
de desenhos, tabelas e graficos.

A visualizagao € um processo pelo qual as
representagoes mentais ganham existéncia,
através da percepcdo e da manipulagao
de imagens visuais que contribuem para a
comunicacdo e disseminagao de ideias, a
construgao de argumentacdo e a descrigao
da dindmica mental (COSTA, 2002). Esse
duplo papel da visualizagado na construcéo e
na comunicacao de conceitos matematicos é
também destacado por Leivas (2009).

As ideias e conceitos da Matematica
possuem uma grande riqueza de conteudos
visuais representaveis intuitivamente,
geometricamente, cuja utilizacado é muito
benéfica nas tarefas de exploragao e de
tratamento de conceitos (GUZMAN, 1996).
A visualizagao tem um papel importante no
desenrolar do pensamento matematico; ideias
apresentadas visualmente s&o rapidamente
transmitidas, contribuindo, por exemplo, para
melhorar a compreensao e o trabalho criativo
na resolugao de problemas.

Guzman (1996), assim como Costa (2002)
e Leivas (2009), entre outros, destacam o
papel dos softwares enquanto instrumentos
de visualizagdo, que podem contribuir na ex-
ploragao e compreensao das ideias, permitindo
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a reconstrugdo de conceitos matematicos. O
trabalho utilizando os softwares matematicos
pode proporcionar representacoes interativas
e versateis de objetos matematicos. Através de
um didlogo inteligente dos alunos com a ma-
quina, que pode facilitar a exploragao visual e
numeérica de temas relativos a diferentes cam-
pos da matematica, sdo favorecidas as diver-
sas formas de pensamento matematico.

A abordagem da visualizagao ultrapassa
0 simples ato de mostrar uma imagem; é uma
ferramenta poderosa para o aprofundamento da
compreensao matematica, principalmente para
atrair a atengao dos estudantes que rejeitam,
por vezes, a abordagem algébrica, segundo
colocagoes de Borba e Villarreal (2005).

Silva e colaboradores ressaltam ainda que
“[-..] o computador constitui hoje uma preciosa
ferramenta capaz de apoiar a formulagao de
conjecturas, o estabelecimento de provas e de
aprofundar o conhecimento sobre objetos que
ajuda a visualizar” (SILVA et al., 1999, p. 70).

A utilizagado de recursos computacionais
permite realizar varios calculos com muito
mais eficiéncia e rapidez, possibilitando ao
aluno se envolver em testes e na verificagao de
proposigoes e conjecturas levantadas, para que
possa defendé-las oralmente ou por escrito.
Alteram-se as condigdes de argumentar e
registrar em Matemdtica (PAIS, 2006).

0 uso do software GeoGebra no desen-
volvimento das atividades integrantes da
pesquisa aqui relatada foi uma opgao teorico-
metodologica. O trabalho utilizando recursos
computacionais, enfatizando a visualizagao,
a procura de invariantes e o registro formal
ou informal das observagoes, permitiu que
0s alunos percebessem o deslocamento de
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figuras geomeétricas, articulando as formas
de pensamento geometrico e algébrico, in-
centivando o uso de diferentes maneiras de
comunicar ideias matematicas sobre o con-
tetdo de isometrias (LAGE, 2008).

A pesquisa

A pesquisa foi desenvolvida com trés
grupos de estudantes de diferentes niveis
de escolaridade, alunos da escola basica e
professores em processo de formacao inicial
e continuada. Integraram o primeiro grupo 36
alunos da primeira série do ensino médio de uma
escola particular de uma cidade do interior de
Minas Gerais. O segundo grupo foi constituido
de 26 alunos de um curso de Licenciatura
em Matematica, selecionados para participar
de um minicurso, ofertado como Atividade
Complementar, prevista na grade curricular. O
terceiro grupo reuniu 16 alunos de um curso
de Especializagao em Educacéo Matematica de
uma instituicao particular de ensino de Minas
Gerais, cursando uma disciplina de Geometria
Plana, em que conteudos eram revistos e novas
abordagens metodologicas apresentadas.

Um estudo qualitativo foi desenvolvido,
em um ambiente computacional, em que 0S
alunos utilizaram o software GeoGebra. Uma
sequénciadeatividadesfoielaboradaeproposta
aos estudantes compreendendo: 1) atividades
com poligonos e suas transformagoes por
isometrias e homotetias; 2) atividades de
translacao e reflexdo de fungdes polinomiais.
Neste artigo, apresentamos o0s resultados
relativos ao primeiro tipo de atividades e que
envolveram as transformagoes por isometrias.
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O obijetivo foi identificar e, a0 mesmo tempo,
incentivar a mobilizagao de formas de pensa-
mento matematico no estudo das isometrias,
propiciando aos alunos experiéncias matemati-
cas como: visualizar, experimentar, pensar,
inventar, desmontar ideias, buscar padroes e
invariantes, comparar, descrever, registrar oral-
mente e por escrito observagoes, conjecturas
e argumentos, sistematizar resultados e comu-
nicar ideias matematicas.

As atividades foram apresentadas em forma
de fichas contendo a proposta a ser desen-
volvida e 0s alunos trabalharam inicialmente em
duplas. Ao final de cada atividade, os resultados
eram discutidos e socializados com o objetivo
de perceber as exploragoes e descobertas feitas
pelos alunos, as conjecturas levantadas e a con-
firmagao ou refutacao dessas. Nesse momento,
0S alunos comunicavam suas ideias e per-
cepgoes e a professora-pesquisadora desem-
penhava o papel de orientadora no processo de
sistematizar e generalizar os resultados.

Ao longo do trabalho os alunos tiveram
oportunidades de visualizar a figura inicial e as
figuras transformadas; levantar conjecturas;
fazer registros formais e informais suas
observagoes; desenvolver a argumentagao e
a reflexao sobre os variantes e invariantes.

As atividades aqui apresentadas abordaram
as isometrias de reflexao e translagao. Foram
elaboradas numa linha de descoberta guiada
(ERNEST, 1996) de modo a possibilitar que os
alunos se familiarizassem com as ferramentas
disponiveis no software GeoGebra.

Desse modo, a intengao era de que o aluno
fosse conduzido a perceber que nas transfor-
macGes dos poligonos por isometrias (iso =
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mesma, metria = medida) a forma e as medidas
$a0 conservadas, ou seja, as figuras se mantém
congruentes. Além disso, pretendiamos que 0s
alunos mobilizassem algumas formas gerais de
pensamento matematico como: aprender a fazer
experiéncias e exploragoes, reconhecer padroes
g invariantes escondidos em uma situagao
matematica, fazer generalizagoes, previsoes,
formular descrigGes orais e escritas, interpretan-
do e investigando as situagbes matematicas
com as quais se deparavam.

Os dados coletados consistiram nos ar-
quivos produzidos pelos alunos contendo as
construgdes geomeétricas, as representagoes
algébricas e 0s registros escritos relativos as
tarefas propostas, além das anotagoes da pro-
fessora. Todos esses dados constituiram um ac-
ervo digital a partir do qual as solugdes de cada
dupla podiam ser acessadas, reconstituindo-se
0 caminho percorrido pelos alunos, através do
“protocolo de construcao” disponibilizado pelo
GeoGebra. A andlise dos dados teve como foco
a identificacao das formas de pensamento al-
gébrico e geométrico mobilizadas durante a re-
alizagao das atividades, com destaque para as
formas utilizadas pelos alunos na comunicagao
das ideias matematicas.

Principais resultados

Embora ndo conhecessem o Software
GeoGebra, os trés grupos de estudantes
se adaptaram rapidamente ao ambiente
computacional e, ao final da primeira atividade,
muitos alunos haviam descoberto varias
ferramentas do software, além daquelas
exigidas para a atividade que envolvia a reflexao
dos poligonos. Foi grande a vibragdo dos
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participantes no momento em que moveram
um dos vértices dos poligonos e perceberam
que os trés poligonos se modificavam
simultaneamente, mantendo-se congruentes.

Os alunos trabalharam sempre em duplas. Na
primeira atividade, usando a janela de geometria
do software GeoGebra, cada dupla deveria criar
um poligono qualquer, preferencialmente no pri-
meiro quadrante, para contribuir com a visualiza-
¢ao do poligono. Com esse poligono a dupla iria
fazer experimentagoes e exploragoes do concei-
to de isometria ou de simetria, por meio de trans-
formacoes por reflexdo e translagdo. O objetivo
era que o aluno experimentasse e explorasse 0
conceito de simetria de reflexdo e de translagao.
Para que tais exploragoes fossem possiveis, a
dupla deveria observar as medidas dos angulos,
dos lados, do perimetro e da area dos poligonos
iniciais e dos transformados. Utilizando as fer-
ramentas disponiveis no software, como “an-
gulo”, “distancia ou comprimento” e “area”,
0s alunos teriam na tela todas as informagoes
necessarias para realizar as exploragoes. Em
seguida, os alunos foram incentivados a estabe-
lecer conexdes entre a Geometria e a Algebra,
buscando representar os vértices dos poligonos
por coordenadas no plano cartesiano.

Quando o aluno era orientado a utilizar a
ferramenta “move”, a intengdo era que ele
percebesse que, na transformagao geométrica
por isometria ou simetria, as formas e
medidas se mantém, mas ocorrem alteragoes
nas coordenadas dos vértices dos poligonos.
Dessa maneira, a partir dos arquivos com
as construgoes feitas pelos estudantes,
seria possivel verificar se eles detectaram
0s variantes e invariantes nas simetrias de
reflexdo e translagdo para que pudessem,
a0S poucos, concluir que essas simetrias sao
isometrias nas quais a forma, as medidas
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dos angulos, dos lados, do perimetro e da
area se mantém e que, portanto, as figuras
sao congruentes. Era também esperado
que os alunos percebessem as variagoes
das coordenadas dos pontos, realizando
sistematizacGes e fazendo o registro informal
e formal de suas conclusoes.

Analisando o conjunto de dados, foi possivel
perceber que, de modo geral, os alunos
perceberam que nas transformacdes por
simetria as medidas dos lados, dos angulos,
do perimetro e da area do poligono inicial e
dos poligonos refletidos foram invariantes.
Perceberam, também, que, ao mover um dos
vértices do poligono inicial, todos os demais
se modificavam, alterando-se as medidas na
mesma propor¢do do poligono inicial.

Na apresentacao e discussdo de alguns
resultados, fizemos referéncia a construgoes
realizadas, indicando as duplas por um nime-
ro e especificando o grupo a que pertenciam.
Alguns dados dizem respeito a registros fei-
tos pelo professor em seus protocolos de ob-
servagao, referenciados, aqui, pelas iniciais
PO seguidas de um nimero.

Entre o grupo de estudantes do Ensino Mé-
dio, apenas 10 duplas das 18 explicitaram as
alteragoes ocorridas em relagao as coordena-
das dos vértices dos poligonos simétricos, 0
que indica que a atencéo de alguns dos alunos
estava focalizada nas figuras construidas, ex-
ibidas na janela de geometria e nao na janela
algébrica. Na Figura 01, apresenta-se a ilus-
tracao do trabalho de uma dupla, cujos com-
ponentes perceberam a alteragdo ocorrida
com as coordenadas dos vértices.

A andlise dos resultados possibilitou con-
statar que os alunos compararam, explora-
ram, observaram, reconheceram variantes e
invariantes, porém demonstraram dificuldades
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em organizar as ideias em textos matemati-
cos. Entretanto, durante o momento de social-
izagao das atividades, os alunos conseguiram
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comunicar suas ideias oralmente, apresentan-
do bons argumentos (PO1).
O protocolo de observagao (PO1) e os

Janela Geométrica

Janela de texto

Janela Algébrica
7
) Objetos livres # b'=224
J A=(3,6) 2
2 B=(7,6)
J C=(8,4) - i
2 D=(2,4) =
) Objetos dependente s
3 A'=(3,-6) ?
» A", =(3,6) ? d'=224
3 B'=(7,-6) 7
3 B',=(7,6) ? 0d=63.43°
2 J B=116.57°
J Britney' = 10 J v=116.57°
> ? 6=63.43°
2 C'= (8. -4) ) £=6343°
) C,=(8,4) gl
? n=116.57°
o D'=(2,-4) ? 0=116.57°
2 0y =(2,4) 2 1=116.57°
J ? x=116.57°
Ja=4 ? A=63.43°
P ? n=63.43°

“F perceptivel que a medida dos lados sédo iguais, respecti-
vamente, lados BC e AD, e AB e CD, bem como 0 perimetro e,
dedutivelmente plausivel, a drea e os angulos, como comprova-
dos na figura. Contudo, as coordenadas dos pontos variam de
acordo com o plano em que sdo representadas. Isso ocorre de
tal maneira: ao refletir o poligono em relagdo a x, muda-se o sinal
(positividade ou negatividade) de y; quando muda-se o poligono
em relagdo a y, muada-se o sinal de x”.

Figura 01: 12 construgao — D 1 - Ensino Médio.

arquivos produzidos pelos alunos no Geo-
Gebra permitiram identificar que, apesar de
procurarem estabelecer relages entre as
experimentagoes que faziam ao levantar con-
jecturas, buscando argumentos para justifica-
las, os alunos apresentaram dificuldades em
registrar suas percepgoes por meio de de-
scrigoes formais, com ideias organizadas e
coerentes. Isso fica claro ao lermos o texto da
dupla D15 do Ensino Médio: “Podemos per-
ceber com a construgao do primeiro poligono
se comparado com oS dois outros construi-
dos através do seu espelhamento, que ao
mudar do eixo x para o eixo y que ocorreu
seu espelhamento através da mudanga de si-

nais dos pontos”. Os alunos nao conseguiram
descrever as mudangas que ocorreram com
as coordenadas dos vértices dos poligonos,
uma das metas pretendidas com a atividade
de construgao proposta.

Os alunos do curso de Licenciatura agiram
de forma bem diferenciada em relagao aos
alunos do Ensino Médio. Construiram seus
poligonos em forma de tridngulos e quad-
rilateros e partiram para a exploragao de me-
didas dos lados, angulos, perimetro e area,
verificando 0 que muda e 0 que nao muda nos
poligonos, como podemos notar na Figura 02.
Deslocaram vértices no intuito de perceber
se a forma e as medidas dos poligonos trans-
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formados seriam mantidas. Identificaram an-
gulos externos assinalados nos vértices dos
poligonos e buscaram identificar por que tal
fato ocorria, como exposto na Figura 02.

Um dos alunos, ao se deparar com o fato e
nao encontrar explicagao, perguntou:

Leopoldo?: “Alguém sabe me explicar
porque alguns angulos estao sendo assi-
nalados do lado de fora da figura?”

E a resposta veio imediatamente pelo aluno:

Sandro: “vocé tem que clicar nos vértices no
sentido hordrio, se fizer o contrdrio o software
assinala os angulos do lado de fora” (P02).

Conclui-se que Sandro deu a resposta tao
imediata porque, certamente, ja havia experi-
mentado assinalar o angulo no sentido horario
e anti-horario e observado os variantes e in-
variantes que ocorreram na situagao.

Os alunos da licenciatura atuaram como

ﬂ

verdadeiros matematicos na busca de padrées
que se mantém ou se alteram, expressaram
oralmente ideias matematicas com linguagem
mais adequada que 0s alunos do ensino mé-
dio; porém, apresentaram muitos problemas
em redigir textos matematicos (Figura 02).
Seus textos eram curtos, geralmente em
forma de topicos, omitiam pontos importantes
exigidos na ficha de atividades, registravam suas
descobertas e nao o que foi realmente pedido ou
nao fizeram nenhum registro escrito. De certa
forma, preocupa-nos verificar as deficiéncias
de utilizagdo das varias formas de expressao
oral e escrita dos participantes, uma vez que
esses alunos serdo futuros professores. O
fato atua como alerta para os professores das
licenciaturas, ressalta a necessidade de se dar
maior énfase a linguagem formal matematica.
Entre o grupo de estudantes do curso de

Janela Algébrica

Janela Geométrica

£J Objetos livres
» A=(0.98,3.2)
# B=(4.52,294)
2 C=(2.14,0.38)
» D=(0.72,1.34)
) Objetos dependentes
# A'=(0.98,-3.2)
? A" =(-0.98,3.2)
2 A','=(-098,32)

# B'=(4.52,-299)
2 B, =(-452,2.94)

» B','=(-452,2.94)

# C'=(2.14,-0.88)
» C',=(-214,0.88)

# D'=(0.72,-1.34)

2 D', =(-0.72,134)

d a=355
J a'=3.55
3 @, =355
& b=315
d b=3.15
p b, =3.15
P c=149
d c'=149
3 c,=149

s d=188

s d'=188

5 ', =188
(Iisl‘éllciiﬂ\'@'1 =355
(Ilshillt:|<11\'1[)'1 =188

distanciaAB = 3.55
distanciaAD = 1.88
distanciaB'A’ = 3.55
distanciaB’,C’, =3.15
distanciaC'D’ = 1.49
distanciaCB = 3.15
distanciaD’,C*, = 1.49

e=3.55

=0

g=355
h=3.15

J poly1=5.34
J poly1' =534
J |)0Iv1" =534

? q=260.01°
2 B=121.17°
2 y=14508°
? b =266.24°
) £=314.92°
? {=238.83°
? n=260.01°
> 0=314.92°

@ !

A B =355

AreaA'B',C'\D', = 5.34

B,C =315

Area AB'CD'=5.34

BA=355

Janela de texto

“Se clicar no sentido hordrio 0s vértices, 0s angulos serao
internos e se for no sentido anti-hordrio 0s angulos serao

externos.

0 valor do perimetro e da drea independente do quadrante

serd 0 mesmo”.

igura 02: 12 construgdo — D 5 — Licenciatura em Matematica.

"Todos os nomes dos alunos apresentados neste trabalho sao ficticios.
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Especializagdo em Educacdo Matematica
nenhuma dupla apresentou dificuldades no
manuseio das ferramentas do software. To-
das as duplas exploraram, experimentaram,
compararam formas e medidas. Foram ca-
pazes de identificar os padrées e invariantes,
perceberam as propriedades relacionadas
as coordenadas dos vértices, recorreram as
janelas de geometria e de algebra, buscando
conexdes entre elas e, principalmente, regis-
traram suas percepcoes em forma de textos
mais organizados e coerentes.
Amaiorfacilidade nautilizagao dosoftware
e em seguir as orientacoes propostas pela

professora-pesquisadora pode, talvez, ter
contribuido para a organizagdo das ideias
em forma de registro escrito. Observando o
texto da Figura 03, podemos perceber que as
ideias matematicas estdo bem estruturadas.
Apenas uma dupla apresentou um texto
menos formal. Essa dupla, de modo geral,
demonstrou maior dificuldade em manusear
0 software, durante as atividades, o que
parece evidenciar, talvez, pouca experiéncia
na utilizagao de recursos computacionais.

A segunda atividade focalizou a simetria
de translagdo, compreendendo os dois tipos
de translagao: vertical e horizontal. Como na

Janela Geométrica

Perimetro ABCDE'= 17.87
Area AB'CDE'= 95

=224

Janela Algébrica
g=17.87
h=17.87
3 Objetos livres i=0
> A=(2,2) sk
2 B=(1,5) s
3 C=(3,6) D 1=0
2 D=(55) m=17.87
J E=(4,3) 'n=0
3 Objetos dependentes Jo=0
d A=(2,-2) p=0
» A',=(-2,2) ) perimetropoly1 = 17.87
2 B'=(1,-5) O perimetropoly1’ = 17.87
2 B, =(-1,5) perimetropoly1'1 =17.87
2 C'=(8,-6) J poly1=9.5
? C',=(86) J poly1'=95
3 D'=(5,-5) 2 Poly1’, =95
3 D', =(5,5) ? a=8187°
2 E'=(4,-3) J B=79.7°
3 E,=(4,3) ? y=103°
2 a=3.16 9 6=225°
? a=3.16 ? £=14313°
2 3'1 =3.16 9 {=278.13°
 b=7.07 as
3 b'=7.07 ® 83497
5 b, =7.07 dhsiia
J x=216.87°
? c=3.16 2 A=81.87°
) =_3.16 2 p=79.7°
P =116 2 v=10.3°
»d=224 ? §=225°
) d'=224 ? 0=143.13°
0 =224 2 p=103°
Je=224 # 0=8187°
Je'=224 d 1=225°
) & =224 ? u=143.13°
f=17.87 ? 0=79.7°

Janela de texto

“As coordenadas de P2 em relagdo a P1 mudaram simetricamente
para os valores de y;

As coordenadas de P3 em relagdo a P1 mudaram simetricamente
para 0s valores de x;

As medidas dos lados dos poligonos permaneceram constantes;
Em relagdo aos angulos observamos que ao clicar no

poligono P1 foram calculados os angulos externos, sendo que 0s
demais procedemos da mesma forma e 0s dngulos calculados
foram 0s internos. Sabemos que podemos calcular 0s angulos
separadamente e utilizamos tal conhecimento para calcular 0s
angulos internos de P1.

Os perimetros e as dreas do poligono sdo iguais;

Ao mover um ponto do poligono original podemos observar que
foram alterados os valores dos lados, dos angulos, do perimetro
e da drea em todos 0s poligonos gerados”.

Figura 03: 12 construcao — D 8 — Educagao Matematica.
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atividade anterior, 0s alunos deveriam construir
alguns poligonos e comparar as medidas
dos angulos, dos lados, do perimetro e da
area dos poligonos iniciais e dos poligonos
transformados, identificando congruéncias,
observando as coordenadas dos vértices, de
forma a estabelecer conexdes entre as duas
formasderepresentacaoalgébricae geométrica.
Era esperado que 0s alunos percebessem que,
na translacao, a figura é arrastada para cima ou
para baixo (translacao vertical), para a direita
ou para a esquerda (translagao horizontal),
bem como identificassem as alteragoes das
coordenadas dos vértices dos poligonos
transladados. Novamente foi incentivado que 0s
alunos fizessem o registro informal e formal do
que percebiam na construcao, tendo utilizado
0S recursos disponiveis no software para
comparar medidas, observar os variantes e
invariantes nos trés poligonos e fazer o registro

ﬂ

escrito das observagoes numa janela de texto.

Os alunos conseguiram perceber que, ao
“transladar um poligono por um vetor”, 0s
poligonos mantém a forma, as medidas de
lados, angulos, perimetro e area e que, ao usar
a ferramenta “move”, a forma dos poligonos
se altera, porém eles se mantém congruentes
entre si. Na 12 série do Ensino Médio, apenas
sete duplas das 18 evidenciaram suas
percepgcoes com relagdo a modificagao das
coordenadas, explicitando que, ao mover
0 poligono verticalmente para cima ou para
baixo, a forma do poligono se mantém, mas
0 valor de y se altera, assim como, a0 mover
poligono horizontalmente para a direita ou
para a esquerda, o que sofre alteracdo é o
valor do x (Figura 04).

Com relagdo aos registros, & possivel
perceber, mais uma vez, a dificuldade de
organizagao das ideias na elaboragao dos textos,

Janela Geométrica

Janela Algébrica
S PP=11
p P'. =11
) Objetos livres J a=3.61
J A=(3,7) J a'=3.61
2 B=(1,4) a', = 3.61
2 C=(4,2) u
J D=(5,6) s b=3.61
] J b'=3.61
’ 3 b, =3.61
LJ Objetos dependentes
d A'=(3,9.4) Jc=4.12
2 A, =(6.7,7) Jc'=4.12
J B'=(1,6.4) J C.<:4.12
T > d=224
J C: =(4,4.4) D d'=224
/C_‘=(7.7.2) ? (|'<:2.24
s D'=(5,84)
5 D', =(87,6) s u=(0,24)
3 E=(0,0) 2 v=(3.7,0)
2 P=11 ) Objetos auxiliares

Janela de texto

“As coordenadas ficaram diferentes. As medidas de lado
€ 0 perimetro permaneceram iguais.

Quando se move o poligono para a direita ou para a es-
querda o vetor x também se move e as cooraenaadas se
modificam. O mesmo ocorre quando se move o poligono
para cima ou para baixo, o vetor y se modifica.

0s poligonos sao congruentes”.

Figura 04: 22 construcdo — D 3 - Ensino Médio.
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evidenciando que o0s alunos nao tém o habito
de registrar suas conclusoes em Matematica.
A dificuldade de registrar as informagoes fica
evidente, inclusive pelos erros de ortografia,
conforme se percebe nos textos produzido pelos
alunos. “A figura desenhada é um exagono.
Pude perceber que quanto maior o tamanho do
vetor, maior serd o tamanho. Desta forma estara
transladando a figura. Com o movimento das
figuras, notamos que as figuras transladadas
movem-se em todos 0s sentidos sem se
desfazer” (D 6 - Ensino Médio- 22 construgao).

h

Na Licenciatura de Matematica, 3 duplas nao
registraram nenhuma informagao com relacao a
suas exploracoes e percepgoes; 8 duplas regis-
traram que, ao “transladar um poligono por um
vetor”, 0s poligonos mantém a forma, as medi-
das de lados, angulos, perimetro e area e que, ao
usar a ferramenta “move”, a forma dos poligonos
altera, porém eles se mantém congruentes.

Apenas trés duplas expressaram suas per-
cepcOes com relacdo a modificagao das co-
ordenadas, concluindo que, a0 mover o0 vetor
vertical, altera-se o valor de y e a0 mover 0

Janela Algébrica

Janela Geométrica

=4 Objetos livres
J -(1 4)
=(2,2)
‘(4 2)
=(5,4)
-(3 3)

VeewVeee

4 Objetos dependentes
s A'=(1,0)
y) A =(5,4)

# B'=(2,-2)
B’ =(5.2)

9 C=(4,-2)
5 C,=82)

dD'=(50)
D', =(9,4)

L T
o

\\
ND
N
Ze

L R S
=
]
N

W ewe

Perimetro ABCDE = 10.94
Area ABCDE = 4
A=(1,4) D=4 p,

Area AB'CDE'= 4
Perimetro AB'C'DE!= 10.94
D

Janela de texto

“Com o uso da ferramenta de transladar por um vetor, a figura foi deslocada a
distancia original a partir do fim do vetor. Ex.: na figura P1, o ponto A esta a 4 casas
acima da origem (0,0). Na P2, o ponto A esta a 4 casas acima da origem do vetor
(0,7), no ponto 11 de Y. No eixo X, também pode se observar 0 mesmo, mas em
relagao ao vetor X.

Na figura P1, o ponto A esta a 1 casa da origem (0,0) e na P3 esta a 1 casa a partir
do vetor (7,0), no ponto 8.

Quando se desloca o vetor do eixo Y, a figura se desloca na vertical. Comparando
0s valores das coordenadas do P1 com o P2, o valor de Y do ponto A de P2 estara
distante o valor do vetor do ponto A de P1. O valor de X permanece constante.
Quando se desloca o vetor do eixo X, a figura se desloca na horizontal. Comparando
0s valores das coordenadas do P1 com o P2, o valor de X do ponto A de P2 estara
distante o valor do vetor do ponto A de P1. O valor de Y permanece constante.
Quando se move os pontos do P1, todos os lados, dngulos perimetros e dreas
crescem igual ao valor modificado em P1. As coordenadas também variam de
acordo com o deslocamento”.

Figura 05: 22 construcéo — D 3 - Licenciatura em Matematica.
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vetor horizontal o que sofre alteragao é o valor
de x. Uma dupla se destacou em relagéo ao
registro das percepgoes, sendo mais detalhista
nessa atividade, conforme se observa na Figura

ﬂ

05.

0 grupo de alunos da Especializagao em
Educagcao Matematica resolveu mais rapida-
mente as tarefas e conseguiu tragar os vetores

Janela Algébrica

Janela Geométrica

L) Objetos livres
s A=(3,7)
JB=(1,4)
2 C=(4,2)
2 D=(5,6) c
9 14 Perimetro AB'CD!= 18.38

AreaABCD'=17

vy

LJ Objetos dependentes
J A'=(3,94)
» A',=(6.7,7)

Area ABCD =17
Perimetro ABCD = 18.38

AreaA',B',C'\D', =17
Perimetro A',B',C',D', = 18.38

Janela de texto

2 a'=3.61 “Ao transladar o poligono pelo vetor vertical, foi construido um novo poligono com o
valor da coordenada y de cada vértice acrescida do modulo do vetor. Ao transladar o

=4 g poligono pe/q vetO( ﬁorizonta/, foi construido um novo poligono com a coordenada x
5 b', =361 de cada vértice adicionada ao modulo do vetor.

? c=4.12 Aconteceu o que previamos. As medidas dos lados, dos angulos, do perimetro e da
d c'=4.12 drea dos trés poligonos sao iguais.

> ¢y=412 Ao deslocar a extremidade dos vetores, observamos que é possivel alterar o seu
S médulo e seu sentido, mas ndo é possivel alterar sua direcdo. Se for deslocada a
5 d' =224 extremidade do vetor vertical, a coordenada y de cada vértice € alterada em relagao
2 u=(0,24) ao maodulo e sentido do vetor. Se deslocarmos o vetor horizontal, a coordenada x de
) v=(3.7,0)

) Objetos auxiliares

cada vértice sera alterada da mesma forma. As medidas dos lados, dos angulos, do
perimetro e da area dos poligonos permanecem inalteradas”.

Figura 06: 22 construcéo — D 2 — Educagao Matematica.

na forma horizontal e vertical, percebendo
que ao “transladar os poligonos por um vetor”
eles mantém a forma e as medidas dos angu-
los, dos lados, o perimetro e a area. Os reg-
istros escritos foram organizados e coerentes
(Figura 06); apenas uma dupla nao explicitou
a mudanca ocorrida com as coordenadas dos
vértices ao transladar os poligonos. Assim,
sete dentre as oito duplas conseguiram esta-

belecer conexdes entre a janela algébrica e a
geométrica do GeoGebra, demonstrando per-
ceber as propriedades da simetria, observando
que, na translacao horizontal, as coordenadas
dos pontos se transformam em (x+a, y) e, na
translacao vertical, as coordenadas dos pontos
sao transformadas em (x, y+b), conforme era
esperado pela professora-pesquisadora.

Os resultados da pesquisa nos levam a
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refletir que precisamos oferecer mais opor-
tunidades ao aluno de realizar investigagoes
matematicas nas quais ele tenha oportuni-
dades de discutir, produzir textos matemati-
cos, utilizando formas variadas de comuni-
cacgao de suas ideias matematicas.

CONSIDERAGOES FINAIS

Uma analise comparativa do trabalho desen-
volvido nos trés contextos - Ensino Médio, Li-
cenciatura e Especializagéo - permitiu verificar
que houve uma identificagao positiva dos alunos
com o GeoGebra, 0 que pode ser um indicativo
de sua potencialidade para auxiliar os alunos no
levantamento de conjecturas sobre o0s variantes
e invariantes quando das transformagoes ge-
omeétricas feitas com os poligonos.

Destacamos a importancia da utilizagao
do software, pois as construcées ganhavam
cores e movimento, podendo facilmente ser
feitas e desfeitas, num processo de construir
e desconstruir que favorecia a exploracéo de
conjecturas. O software foi, assim, utilizado
cOMO um instrumento para incentivar a
mobilizagdo das formas de comunicacédo por
meio da representacao algebrica e geométrica
de objetos matematicos, além da linguagem
natural e simbolica usada na janela de textos.

Os dados coletados revelaram que, de modo
geral, os alunos evidenciaram maior facilidade
em se expressar oralmente, durante 0s momen-
tos de socializagao das atividades desenvolvidas,
fato evidenciado nos protocolos de observagao
feitos pela professora-pesquisadora. A dificul-
dade geral foi efetuar registros escritos das con-
jecturas levantadas e argumentar, utilizando a lin-
guagem matematica formal, o que pode ser uma
evidéncia de que a redacao do texto matematico

h

- 2 comunicagao escrita das ideias - nao é um
habito cultivado ao longo da escolarizagao. Esse
fato é destacado também em outras pesquisas,
como em Fonseca (2000), Frota (2002), Ponte
(2003) e reafirma a importancia a ser dada a
questao, principalmente nos programas de for-
macao docente inicial e continuada.

Os resultados sinalizam potencialidades do
uso de roteiros escritos de tarefas estruturadas
sob forma de descoberta guiada, que contribuem
para que os alunos avancem nas investigacoes e
na compreensao conceitual. Merece destaque o
papel importante que é demandado do professor
na condugao do processo de sistematizagao
e formalizagao das ideias exploradas pelos
alunos. A dificuldade no registro das ideias pode
comprometer o0 desenvolvimento desta etapa e
pode exigir do professor saber controlar o tempo
de condugdo do trabalho; foi necessario, por
exemplo, conceder um tempo maior aos alunos
da Licenciatura e da Especializagao, para que
eles pudessem fazer algumas deducaes.

Os resultados da pesquisa sugerem ainda
que, nos cursos de formagao inicial ou con-
tinuada de professores, 0s alunos tenham
mais oportunidades para desenvolver formas
variadas de pensamento matematico algébrico
e geomeétrico e que sejam incentivados a Sis-
tematizar e formalizar ideias. A medida que tém
experiéncias dessa natureza, compreendem a
importancia de desenvolver um trabalho semel-
hante com seus alunos.

Atos de ensinar e aprender s@o, na sua es-
séncia, atos de comunicagdo. A comunicagao
em sala de aula é um obijetivo curricular impor-
tante. E necessério proporcionar momentos em
que se privilegie a linguagem oral, em outros a
linguagem escrita e a visualizagéo, de forma a
favorecer a comunicagao entre o professor € 0s

—8“



seus alunos e entre os proprios alunos.

De modo geral, 0s alunos conseguem expr-
essar-se mais facilmente utilizando a linguagem
oral. Novas pesquisas Sao necessarias para
indagar formas de como contribuir para que a
comunicagao escrita seja também incentivada e
incorporada na sala de aula de Matematica.
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