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RESUMO

Neste artigo, descrevem-se o0s resultados de uma
pesquisa de mestrado cujo objetivo foi analisar se
diferentes atividades de ensino permitem aos alunos
compreenderem a existéncia da Geometria Fractal.
Do ponto de vista metodoldgico, o estudo inseriu-se
em uma pesquisa qualitativa, de natureza aplicada e
interpretativa, envolvendo alunos da 12 série do Ensino
Médio de um colégio estadual da cidade de Ponta
Grossa (PR). A pesquisa orientou-se pela questao:
Como introduzir os conceitos basicos de Geometria
Fractal, por meio de diferentes atividades? A base
tedrica apoiou-se em documentos que orientam
0 ensino de Geometria e autores que indicam a
inclusao do ensino de Geometria Fractal, para alunos
da Educacgdo Basica. Os dados foram coletados a
partir da aplicagdo de uma oficina, na qual envolveu
esta geometria. A pesquisa revelou a defasagem dos
alunos, em relacdo a compreenséo dos conceitos
geométricos basicos, e também, que é possivel ao
professor abordar outras geometrias integradas no
ensino, utilizando-se de atividades diferenciadas que
possibilitem aos alunos uma participagao ativa no
processo de ensino e aprendizagem.

Palavras-chave: Diretrizes Curriculares. Geometria
Fractal. Ensino Aprendizagem.

ABSTRACT

This article describes the results of a master
degree research that aimed to examine whether
different teaching activities allow students to
understand the existence of Fractal Geometry.
Methodologically, the study has a qualitative,
interpretive and applied nature, involving students
in the first year of state high school in the city of
Ponta Grossa (PR). The research is guided by
the question: How to introduce basic concepts of
fractal geometry through different activities? The
theoretical basis relied on documents that guide
the teaching of Geometry and authors who indicate
the inclusion of the teaching of Fractal Geometry
to high school students. The data were collected
at a workshop in which this geometry was taught.
The research revealed a gap the students have on
the basic understanding of geometric concepts,
and also that it is possible for the teacher to
approach other geometry contents integrated
in the curriculum using different activities that
may allow students to actively participate in the
teaching/learning process.
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INTRODUGAO

Neste texto visam-se apresentar reflexoes
sobre as possibilidades da inclusao do ensino
de Geometria Fractal na Educagdo Basica.
Temos a clareza que é um tema recente para
a maioria dos professores de Matematica,
pois em muitos cursos de licenciatura em
Matematica nao consta na grade curricular e
nem nos livros didaticos, quando aparecem,
sdo apenas de forma ilustrativa, sem a devida
orientacdo de como desenvolver o trabalho.
Neste sentido, ndo proporciona seguranga aos
professores de incluir o tema em suas aulas.

No entanto, recentemente, a abordagem
da Geometria Fractal tem sido indicada
nos documentos que orientam o0 ensino
de Matematica. No Parana, as Diretrizes
Curriculares Estaduais de Matematica (DCE,
2008) incluem sua abordagem tanto para o

3) (UFPR) ~Uma figura & construica a partirde um seg-
mento de reta de comprimento 1, da seguinte manei-
ra (veja lustragao abaixo): na 1° fase, divide-se 0 seg-

- menta em ras partes iguais, consirdi-se um triéngulo
equilatero cuja base seja o segmento do meio & em
sequida apaga-sea base; nas fases seguintes, repe-
te-s& a construgéo da 1* fase em cada um dos seg-

mento obtidos na fase anterior. Indicando por Sa soma .

dos comprimentos de todas o5 segmentos obtidos

o Gl 2
Na o 1ase, Caicue Y
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Ensino Fundamental quanto para o Ensino

Médio,
na Geometria dos fractais, pode-se
explorar: o floco de neve e a curva de
Koch; tridangulo e tapete de Sierpinski,
conduzindo o aluno a refletir e
observar o senso estético presente
nessas  entidades  geométricas,

estendeqdo para as suas propriedades
(PARANA, 2008, p. 56-57).

Além desse fato, figuras, textos e
situagbes problemas envolvendo esta
geometria comegam aparecer em avaliagoes
institucionais, ENEM (Exame Nacional do
Ensino Médio) e vestibulares. Por exemplo,
um problema com esta abordagem foi
incluido na prova de Matematica do
vestibular da Universidade Federal do Parana
em 2008 (Vestibular. UFPR, 2008).

inigic:

1*fase:

2%laga:

3* fase:

assim sucesgivameania. ..

Quadro 1 - Questdo 3 Prova de Matematica do Vestibular UFPR, 2008.
Fonte: prova vestibular UFPR, 2008.

Cabe salientar que, com o texto
apresentado na questao da UFPR, quadro
1, o candidato provavelmente conseguiria
resolver o problema, mas o que acreditamos

¢ que, para muitos, o tema nunca foi
mencionado nas aulas de Matematica.

Este problema envolvendo calculos com
fractais pode ser utilizado como ponto de




partida para o professor abordar este tema
em sala de aula.

Em 2008, a divulgacdo das DCE de
Matematica, para o0 professor paranaense,
caracterizou-se como um desafio: incluir o tema
Geometria Fractal em suas atividades de ensino.

Neste cenario, surgiu a necessidade
de buscar diferentes atividades de ensino,
construgcdes geométricas, origami  ou
dobraduras, construgées com recortes,
exploracdo e manipulagoes de figuras
por meio de softwares, como o utilizado
na pesquisa, Fractal Forge e exposigoes
de trabalhos, que permitam aos alunos
compreenderem a existéncia e a aplicagao
da Geometria Fractal.

A pesquisa aplicada em sala de aula
ocorreu por meio do desenvolvimento de
uma oficina junto a alunos do Ensino Médio
denominada: “Conhecendo a Geometria
Fractal”, a qual contou com a aplicagao de
diferentes atividades, as quais envolveram
0s conceitos de Geometria Fractal visando
analisar a possibilidade da abordagem deste
tema em sala de aula.

A Geometria Fractal

A Geometria Fractal esta ligada a ciéncia
chamada Caos, tendo em vista que na
natureza coexistem a ordem (o determinismo)
e o Caos (a imprevisibilidade), “assim a
estrutura fragmentada do fractal fornece certa
ordem ao Caos e busca padroes dentro de um
sistema por vezes aparentemente aleatorio”
(BARBOSA, 2005, p.10).

O estudo dos fractais possibilita a
percepcao de infinito. James Gleick, citado por
Nunes (2006) afirma: “para os olhos da mente,
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um fractal € a maneira de entrever o infinito”.

Segundo Capra (1996), o matematico
Francés Benoit Mandelbrot, a partir
da década de 50, iniciou seus estudos
da geometria de fenbmenos naturais
irregulares e compreendeu que estas formas
geométricas apresentavam caracteristicas
comuns bastante notaveis.

Matematicos como George Cantor,
Giuseppe Peano, Helge von Koch e Waclaw
Sierpinski ja haviam criado figuras que
nao atendiam as definicoes da Geometria
Euclidiana, consideravam estranhas e
indefinidas, essas figuras receberam o nome
de “monstros matematicos”. Para Janos
(2008), esta designacdo se deu pelo fato
que, diferente do que estamos acostumados,
estas figuras nunca sao realmente retas ou
curvas, sao objetos sem forma definida.

Giuseppe  Peano, precursor dos
trabalhos de Mandelbrot em relagcdo a
Geometria Fractal, em 1890, ao tratar

do aprofundamento das nogoes de
continuidade e dimensdo, publica sua
famosa curva, também considerada

“monstro matematico”. A Curva de Peano
¢ um exemplo de fractal que preenche todo
0 plano e é construida por um processo
iterativo, como se observa na figura 1.

Outro matematico cujos trabalhos
também tiveram uma grande influéncia
no desenvolvimento da Geometria Fractal,
segundo Barbosa (2005) foi o polonés
Waclaw  Sierpinski  (1882-1969), que
em 1916, apresentou um dos famosos
“monstros” o qual ficou conhecido por
Triangulo de Sierpinski. Na figura 2, a seguir,
destaca-se o Triangulo de Sierpinski nas seis
primeiras iteragoes.




Passo 0 Passo1

Passo 2 Passo 3

Figura 1 - Curva de Peano.
Fonte: Natcomp (2012).

Figura 2 - Triangulo de Sierpinski.
Fonte: Fractovia (2012).
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Figura 3 - Curva de Koch.
Fonte: Com Ciéncia (2008).

Capra (1996, p. 119) apresenta uma das
formas fractais mais simples geradas pela
iteracdo, isto €, a repeticao incessante de
certa operagao geomeétrica, a qual € chamada
de “Curva de Koch” ou “Curva do Floco de
Neve”. Helge Von Koch, matematico polonés,
em 1904 e 1906, introduziu esta curva que
recebe seu nome. Na figura 3, observam-se
o fractal Curva de Koch e 0 aspecto da curva
apos diversas iteragoes.

Influenciado  pelos trabalhos  desses
matematicos, em 1970, Benoit Mandelbrot
publicou o livro “The Fractal Geometry of
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Nature” no qual introduz o termo “fractal”,
que, segundo Barbosa (2005), tem sua origem
no latim, do adjetivo fractus, cujo verbo
correspondente fragere, significa quebrar: criar
fragmentos irregulares, fragmentar, e assim
utilizou o termo Fractal para denominar as
figuras que representam aspectos da natureza.

Para representar formas semelhantes as
existentes na natureza, Mandelbrot criou a
Geometria Fractal. O termo fractal foi criado
para designar um objeto geométrico que nunca
perde a sua estrutura, qualquer que seja a
distancia de visao.




Vale observar que nem tudo na natureza
é fractal, como salienta Alves (2007, p. 141),
‘uma gota de agua ou uma porgdo de agua
parada ndo sao fractais, mas a ondas do
oceano e as correntes e percurso dos rios
sd0, muitas vezes fractais”.

Benoit Mandelbrot, segundo Barbosa

(2005), é considerado o “Pai da Geometria
Fractal” e hoje se entende por Geometria
Fractal um ramo da Matematica que estuda
os Fractais, considerada uma Geometria nao
Euclidiana, pois nenhum dos cinco postulados

h

de Euclides é satisfeito.

Publicado na revista Scientific American,
em 1985, o Fractal de Mandelbrot tornou-
se famoso e sua imagem € encontrada em
posters, camisetas, cartdes postais, capa de
CDs, etc. Sua construcéo utiliza um sistema
de duas equacoes. O Fractal de Mandelbrot foi
reconhecido como 0 mais complexo objeto da
Matematica, “em seu interior, infinitas regioes
podem ser observadas” (JANOS, 2008, p.
87). Na figura 4 destaca-se esse fractal em
diferentes escalas.

Figura 4 - Fractais de Mandelbrot.
Fonte: Ultra Fractal (2012).

Segundo Capra (1996), o conjunto de
Mandelbrot é unico, embora as regras
(formulas) para a sua construgao sejam
simples, a variedade e a complexidade que
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ela revela sdo inacreditaveis. Para Janos
(2008, p.88), “o Fractal de Mandelbrot é, sem
davida, um dos objetos mais intricados que
conhecemos”.




Caracteristicas dos Fractais

Umfractal é definido por trés caracteristicas
basicas, a autossimilaridade, a complexidade
infinita (iterac@o) e a dimensao fracionaria.

Autossimilaridade

SegundoCarvalho (2005)autossimilaridade
ou autossemelhanga € a mais elementar e
marcante das caracteristicas dos fractais,
significa que cada parte em escala menor é
exatamente igual ou semelhante a parte inicial,
isto €, cada parte ampliada da imagem sera
igual a da inicial.

Autossimilaridade é que seus padrdes
caracteristicos  sdo  repetidamente
encontrados em escala descendente,
de modo que suas partes, em escalas
menores, em qualquer escala, sdo, na
forma, semelhantes ao todo (CAPRA,
1996, p. 118).

Existem dois tipos de autossemelhanga:
exata e a aproximada ou estatistica.

Ainda segundo (CAPRA, 1996), a
autossemelhancga exata significa que, mesmo
ampliado varias vezes, cada parte € idéntica a
original, nao importando quantas ampliagoes
forem efetuadas.

Aautossemelhanga aproximada ou estatistica
significa que o objeto ampliado varias vezes nao
sera igual ao inicial, sera apenas semelhante. O
fractal possui medidas numéricas ou estatisticas
que sdo preservadas em diferentes escalas.
Para Janos (2008, p. 35):

0 que existe nas figuras da
natureza € uma autossemelhanca
aproximada em diferentes escalas.
Essa autossemelhanca aproximada
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¢ chamada de autossemelhanca
estatistica, porque, em diferentes
gscalas, essa autossemelhanca existe
em média. Nos fractais matematicos,
as partes sao copias exatas do todo,
mas nos fractais naturais as partes séo
apenas reminiscéncias do todo.

Osfractais que apresentama caracteristica
da autossemelhanga exata sdo aqueles
construidos a partir de figuras geométricas,
0s chamados Fractais Geométricos, como:
Curva de Koch, Tridngulo de Sierpinski...
Enquanto que, os fractais encontrados na
natureza, os Fractais Naturais - couve-flor,
gengibre, nuvens, entre outros - apresentam
uma autossemelhanga estatistica, pois as
partes sdo semelhantes em média ao todo,
isto €, as partes em escalas menores sao
apenas parecidas com o todo.

Complexidade Infinita ou Ilteragao

Esta caracteristica se relaciona a existéncia
de um processo recursivo, 0 que significa
que uma determinada operagdo repete-se
infinitamente, de acordo com esta propriedade,
cada fractal em sua construgao dispoe
de um ndmero infinito de procedimentos,
resultando em uma estrutura complexa. “A
técnica principal para se construir um fractal
¢ a iteracao - isto €, a repeticao incessante de
certa operagao geometrica” (CAPRA, 1996, p.
119).

Com a ajuda de computadores, as
iteragOes geomeétricas simples podem ser
aplicadas milhares de vezes em diferentes
escalas, para produzir os assim chamados
forjamentos  (forgeries) fractais-modelos,
gerados por computador, de plantas, arvores,
montanhas, linhas litoraneas e tudo aquilo




que manifeste uma semelhanga espantosa
com formas reais encontradas na natureza
(CAPRA, 1996, p. 120).

A Dimensao Fractal

A dimensao da Geometria Fractal, é um
numero fracionario, para Barbosa (2005, p.
66), “E um novo tipo de dimenséo denominada
dimensdo fractal, associada a aspereza,
espessura, densidade, textura etc.”.

Na Geometria Euclidiana, segundo
Tratch (2008, p. 18), “a dimensdo de um
objeto esta relacionado ao espaco, no qual
0 objeto esta inserido e indica como o
objeto € medido”, sabemos que, um ponto
tem dimensao zero, ndo tem nem largura
nem comprimento; uma reta tem dimensao
um, uma figura plana tem dimensao dois e
0 espaco que vivemos tem dimensao trés.

A dimenséo fractal, segundo a mesma
autora, “é expressa geralmente por um
valor ndo inteiro e esta relacionada com
sua estrutura, seu comportamento e seu
grau de irregularidade” (TRATCH, 2008, p.
18). Mas como medir o litoral da Inglaterra?

Como caracterizar o “denteamento” do
litoral?
Barbosa (2005) define Dimensao

Fractal, demonstrando a equagao para
0 seu calculo a partir da comparagao
com objetos de 1, 2 e 3 dimensdes,
repartindo-os em objetos autossimilares,
determinando assim a formula para o
calculo da Dimenséao Fractal:

_logm

D =
logn
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Nesta formula, “m” corresponde ao
numero de segmentos semelhantes e “n”
representa o fator de escala, isto é, a razdo
de semelhanca.

Este conceito de dimensao fractal,
segundo Capra (1996), inicialmente foi
uma ideia matematica abstrata, no entanto,
tornou-se uma poderosa ferramenta para
as analises da complexidade das formas
fractais. Quanto mais denteados forem
0s objetos naturais, contornos de um
reldmpago ou nuvens, por exemplo, mais
altas serdo suas dimensdes fractais,
fracionarias em um intervalo de zero a trés.
Isso significa, por exemplo, que a Curva de
Koch, dimensdo 1.262, esta situada entre
0 espago unidimensional (maior que uma
linha reta) e o bidimensional (menor que
uma figura plana) (JANOS, 2008).

Também em Janos (2008, p. 74)
encontra-se um exemplo de objeto entre os
espagos bidimensional e tridimensional:

pegue uma folha de papel 5x10cm e
amasse-a até formar uma bola de papel.
Esta bola de papel tem dimenséo entre
2 e 3. A tentativa de construir objetos
de 3 dimensoes a partir de objetos de
2 dimensdes produz estruturas fractais
quebradicas com espagos vazios
irregulares como a bola de papel.

Em uma curva quanto mais “denteada”
mais proximo de dois serd a sua dimensao, e
quanto menos amassada for a “bola de papel”
mais proxima de dois serd a sua dimensao.

Classificacao dos Fractais

Os fractais, segundo Menezes e Cunha
(2003), apresentam duas categorias: 0s




geomeétricos (deterministicos) e 0s nao
lineares (Aleatorios e da Natureza).

Os Fractais da Natureza sao elementos
da natureza que possuem a caracteristica
da autossimilaridade, observada por
Mandelbrot, isto €&, cada parte, em
escala menor, é semelhante ao todo. Sao
considerados fractais da natureza: nuvens,
algumas rochas, couve-flor, arvores e o
brocolis, como se pode observar na figura 5.

Os Fractais Geométricos caracterizam-
se pelos modelos fractais construidos a
partir de figuras geométricas, repetem-se
padrdes continuamente. Como exemplo de
Fractais Geométricos tem-se: a Curva de
Koch, o Triangulo e o Tapete de Sierpinski,
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a Esponja de Menger. Em destaque, um
modelo de Fractal Geométrico na figura 6,
0 Tapete de Sierpinski.

Figura 5 - Fractal da natureza — brocolis.
Fonte: Com Ciéncia (2008).
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llustragoes: Acervo da editora

Figura 6 - Tapete de Sierpinski.
Fonte: Souza (2010).

Os Fractais Aleatorios sd@o os fractais
construidos a partir da geometria dindmica,
na qual as iteragoes podem ser repetidas
uma infinidade de vezes, resultando em
belissimas figuras.

Sao construidos por meio de fungoes
iterativas complexas, geralmente com
0 auxilio de programas computacionais
especificos. Sao simétricos na escala,
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mas a transformacao néo é previsivel
(TRATCH, 2008, p. 19).

Na figura 7, apresenta-se um modelo de
um Fractal Aleatorio.




Figura 7 - Fractal Aleatorio.
Fonte: Ultra Fractal (2012).

0 Ensino de Geometria

No Brasil, nos ultimos anos, com as
reformas nas leis que organizam o ensino,
verificou-se uma crescente onda de resgate do
ensino de Geometria, conteudo este esquecido
devido a grande valorizagdo dos conceitos
algébricos, resultado do Movimento da
Matematica Moderna. Autores como Pavanello
(1993) e Lorenzato (1995) apontam para o
esvaziamento dos conteudos de geometria
no ensino de Matematica, identificando como
possiveis causas a formagao do professor, 0
curriculo e até mesmo o livro didatico.

Lorenzato (1995, p. 06) reforca essa ideia,
afirmando que:
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S3o indmeras as causas, porém,
duas delas estdo atuando forte e
diretamente em sala de aula: a primeira
¢ que muitos professores nao detém
0S  conhecimentos  geométricos
necessarios para a realizagdo de suas
praticas pedagogicas. A segunda
causa da omissao geométrica deve-
Se a exagerada importancia que entre
nds desempenha o livro didatico
(LORENZATO, 1995, p. 06).

Assim, a partir da década de 90,
influenciados pelas novas concepgoes a
respeito da construgao do conhecimento e
da difusao dos trabalhos de Piaget, Vygotsky
e Vergnaud surgem discussoes acerca da
importancia do conhecimento geométrico e




busca-se o seu resgate.

Sem estudar Geometria as pessoas ndo
desenvolvem 0 pensar geométrico ou o
raciocinio visual e, sem essa habilidade,
elas dificilmente conseguirdo resolver
situacGes de vida que forem geometrizadas
[...] (LORENZATO, 1995, p. 5).

Fainquelernttambém enfatiza aimportancia
do estudo de geometria, quando afirma:

0 estudo da Geometria é de fundamental
importancia para  desenvolver 0
pensamento espacial e o raciocinio
ativado pela visualizagdo, necessitando
recorrer a intuicdo, a percepgdo e a
representacdo, que sdo habilidades
essenciais para a leitura do mundo
e para que a visao da Matematica
ndo fique distorcida. Essas razoes
sdo suficientes para que 0 ensino
de Geometria no 1° grau ndo seja
desenvolvido através de automatismo,
memorizagdo e técnicas operatorias
nem baseado em um processo de
formalizagdo com crescente nivel
de rigor, abstracdo e generalizagdo
(FAINGUELERNT, 1999. p. 53).

Tendo em vista a importancia que estudo
de geometria exerce na vida das pessoas,
na elaboracdo de um documento curricular,
precisa-se priorizar 0 seu ensino e também
investir fortemente em cursos de formagao
continuada para os professores, que foram
fragilizados com a auséncia desses contetidos
em Seus cursos.

Assim, 0s documentos que orientam 0
ensino de Matematica: Diretrizes Curriculares
Nacionais (DCN), Parametros Curriculares
Nacionais (PCN) e Diretrizes Curriculares
Estaduais (DCE) comprovam essa tentativa de
resgate do ensino de geometria, abordando a
importancia do seu ensino.
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Os PCN, no seu bloco Espago e Forma,
enfatizam:

Os conceitos geométricos constituem
parte importante do curriculo de
matemdtica no ensino fundamental,
porque, por meio deles, o aluno
desenvolve um tipo especial de
pensamento  que lhe  permite
compreender, descrever e representar,
de forma organizada, o0 mundo em que
vive. (BRASIL, 2001, p. 56)

As Diretrizes Curriculares Estaduais (DCE)
do Parana, cujas discussoes se iniciaram em
2003, trazem a importancia do estudo de
Geometria.

Para que o aluno se aproprie do
conhecimento de forma que compreenda
0s conceitos e principios matematicos
claramente e comunique ideias,
reconheca suas aplicagdes e aborde
problemas matematicos com seguranca
(PARANA, 2008, p. 27).

Abordar o conteudo de geometria de forma
que tenha significado para o aluno, também
é evidenciado no Guia do Livro Didatico,
documento de orientagao aos professores
na escolha do livro didatico no Programa
Nacional do Livro Didatico (PNLD) lancado
pelo MEC, na edicdo de 2007, em seu texto
afirma, em relacé&o as 16 obras aprovadas no
PNLD/2008:

A capacidade de visualizar €
fundamental na geometria, tanto no
sentido de captar e interpretar as
informagOes visuais, como no de
expressar as imagens mentais por
meio de representagoes, graficas ou
nao. O trabalho com diversas formas
de representagdo grafica € feito em
parte das obras, na maioria das obras
ainda persiste uma atencao exagerada




as classificagdes e a nomenclatura
(BRASIL, 2007, p. 44-45).

Portanto, priorizar no ensino de matematica
na educacao basica os conceitos de Geometria
¢ contribuir com o aluno para que ele amplie
0 seu horizonte de conhecimento, pois 0
meio em que vivemos esta mais proximo dos
conceitos das geometrias ndo euclidianas.
Cruz (2008) confirma esta necessidade:

E necessario discutir com os alunos que
a perfeicdo dos espagos geogréaficos
¢ consequéncia da atividade humana,
sendo que, em muitos espagos onde
vivemos nos deparamos com situagoes
que fogem das alteragGes proferidas pelas
pessoas e, portanto, foge aos conceitos
de geometria plana, uma geometria
Euclidiana. E coerente, do ponto de vista
da aprendizagem matematica, explorar 0s
conceitos de Geometria Nao Euclidiana
(CRUZ, 2008, p. 4).

Questdes como estas que mostram
a importancia do ensino de Geometria,
tendo em vista a ampliagdo do universo
de conhecimento do aluno, permearam as
discussoes entre 0s professores, no momento
da elaboracdo das Diretrizes Curriculares
Estaduais de Matematica do estado do Parana,
optando assim por incluir seus conceitos no
documento.

A Experiéncia realizada com a Geometria
Fractal

Na busca de responder a questao que
norteou a pesquisa, “Como introduzir 0s
conceitos basicos de Geometria Fractal
no Ensino Médio, por meio de diferentes
atividades”, descreve-se a pesquisa. Assim,
quanto a abordagem do problema, essa
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pesquisa se caracterizou como qualitativa,
visto que “o qualitativo engloba a ideia do
subjetivo, passivel de expor sensagOes e
opinides” (BICUDQ, 2006, p.106). Do ponto
de vista da sua natureza, o trabalho foi
classificado como uma pesquisa aplicada, pois
objetivou gerar conhecimentos para aplicagao
pratica dirigida a solugdo de problemas
especificos. Como afirmam Moreira e Caleffe
(2008), “Pesquisa aplicada € a realizada com
proposito de resolver um problema”.

Foram analisados os dados referentes
a aprendizagem dos alunos, de uma unica
turma da 12 série do ensino médio, periodo
noturno de um colégio da cidade de Ponta
Grossa, que possuia um total de dois mil
alunos matriculados no Ensino Médio regular
e Educacao Profissional. O processo de
desenvolvimento da atividade em sala de aula
e seu significado, a aprendizagem dos alunos,
foram os principais fatores da abordagem.

O critério para a escolha da referida
turma foi por meio da liberagdo da direcao
do colégio para assumir a turma, tendo em
vista que no momento da realizagdo da
pesquisa o professor-pesquisador atuava na
coordenagdo pedagogica, junto ao Nucleo
Regional de Educacao, estando afastado de
sala de aula.

As atividades desenvolvidas com o0s
alunos em sala de aula foram divididas em
trés momentos: o primeiro, com 0 objetivo de
analisar os conhecimentos prévios dos alunos,
em relagdo aos conhecimentos basicos de
Geometria Euclidiana, foi aplicado aos alunos
um questionario denominado pré-teste, tendo
emvista que este contetido € abordado aolongo
de todas as séries do Ensino Fundamental. O
questionario foi dividido em trés partes: uma




parte especificamente teorica, a qual buscava
verificar o dominio dos conceitos basicos
de Geometria, a segunda com interpretagao
de problemas por meio da visualizagdo de
figuras e a terceira parte envolvia questoes de
raciocinio logico.

No segundo momento, para a efetivagao
do processo ensino e aprendizagem dos
conceitos de Geometria Fractal, optou-se por
trabalhar em forma de oficina, dividida em
duas etapas: a primeira, em sala de aula, a
partir da construgao de fractais geométricos
utilizando-se as construgdes geomeétricas,
dobraduras e recortes.

Para a realizagdo das atividades, os
alunos foram distribuidos em grupos. Na
primeira etapa da oficina, além dos objetivos
de reconhecer os fractais e discutir suas
propriedades, buscou-se aliar as construgoes
geomeétricas, resgatando o ensino de Desenho
Geomeétrico, ausente no ensino. Na elaboragao
das atividades, para a construcao de fractais
utilizou-se como materiais: folhas de papel
A4, compasso, conjunto de lapis de cor, papel
cartao, tesoura, régua, j0gos de esquadros.

A segunda etapa, realizada no laboratorio
de informatica da escola, teve como objetivos
reconhecer e manipular Fractais Aleatorios,
utilizou-se para isso o software Fractal Forge.

No terceiro momento, para avaliacao da
aprendizagem foi realizada uma exposigao e
apresentacdo dos fractais construidos pelos
alunos.

RESULTADOS
Neste artigo, os resultados apresentados

contemplam as analises e discussoes mais
relevantes da pesquisa de mestrado. Por
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questoes éticas atentou-se para o cuidado
com a preservacao da identidade dos alunos,
sujeitos da pesquisa, identificando-os com
A1, A2, A3, e assim sucessivamente.

Primeiro Momento - pré-teste

Na introdugéo do pré-teste foram elaboradas
questoes visando construir um perfil da turma
e também investigar sobre a vida escolar dos
alunos e sua relagao com a Matematica.

Conhecer o aluno, saber suas
aspiragbes, seus anseios e medos
ajudam o professor a compreender as
suas dificuldades durante o processo
de ensino e aprendizagem (RIBAS,
2001, p. 29).

Nesse sentido, as questdes propostas
relacionadas a aspectos pessoais e envolvendo
a disciplina de Matematica foram: Qual a sua
idade? Vocé se considera um bom aluno em
Matematica? Vocé ja reprovou alguma série
em Matematica? Vocé acha importante saber
Matematica? Justifigue sua resposta. Vocé
trabalha durante o dia?

Verificou-se a partir das analises das
respostas, que a maioria dos alunos que
responderam ao questionario vém para o
colégio apds um dia de trabalho, que ja
reprovaram em alguma série, e por isso estao
fora da faixa etaria para a 12 série do Ensino
Médio. Nesse sentido,

€ necessario que o professor seja um
mediador do conhecimento, que atenda
a diversidade dos alunos, que busque
novas metodologias e estratégias de
ensino, visando integrar o aluno (RIBAS,
2001, p. 23).




Com relacdo ao dominio  dos
conhecimentos geométricos na analise das
respostas dos alunos as questdes do pré-
teste, observou-se que nas questoes em
que a imagem facilitava a compreensao,
as respostas foram mais positivas. 1sso
confirma a importancia da visualizagéo, da
representacao concreta para a aprendizagem
dos conceitos geométricos. Nesse sentido,
€ necessario que o professor em sua pratica
pedagogica elabore atividades que envolvam
diferentes  representagoes do  mesmo
conteudo, utilizando-se da representagao
da linguagem, a representagdo por meio
de imagem e a representacao algébrica. A
compreensao do conceito é facilitada quando
0 aluno observa 0 mesmo contelido em
diferentes representagoes.

Na analise, percebeu-se, nas questoes
em que houve uma representagao visual da
figura, que o nimero de acertos as questoes
foi bem maior. Nesse sentido, fica evidente
a importancia do trabalho com o contetdo
de Geometria estar relacionado com a
representagdo visual e utilizagao de material
concreto integrado a parte teorica.

Em relatos orais, durante a realizacao do
questionario, foi possivel verificar 0s erros
conceituais geométricos dos alunos, como é
relatado pelos alunos A6 e A7.

“Pirdmide é um tridngulo” (Aluno, A6); “quadrangular
€ um triangulo de quatro lados” (Aluno, A7).

A partir da analise do pré-teste, também
foi possivel verificar que mesmo 0s alunos
tendo passado por oito ou nove anos de
escolaridade em que o ensino de geometria
esta presente, apresentaram dificuldades
nos conceitos geomeétricos basicos. A partir
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das respostas no pré-teste, constatou-se que
eles apenas “reconhecem ou reproduzem
figuras através das formas e nao pelas
propriedades” (LORENZATO, 1995).

Segundo Momento — Geometria dos Fractais

Para 0 desenvolvimento da oficina
“Conhecendo a Geometria Fractal”, aplicamos
aos alunos oito atividades que buscavam aliar
conceitos de Geometria Euclidiana, a partir das
construgoes geomeétricas e a compreensao
dos conceitos de Geometria Fractal.

Com o auxilio do multimidia, recurso
tecnologico que alia som e imagem, fator que
facilita a abordagem da Geometria Fractal,
tendo em vista a variedade de figuras, iniciou-
se a oficina com a apresentagao das atividades
que seriam realizadas pelos alunos.

Para a primeira atividade, foi feita a
construgao de um quebra-cabeca de uma
figura fractal, cujo objetivo foi de despertar
interesse motivando o aluno para o assunto.
Foi distribuido para cada equipe um envelope
contendo um quebra-cabega com uma figura
fractal. Por ser uma atividade comum para 0s
alunos, o quebra-cabega foi montado sem
dificuldade, apds a construcdo, oralmente,
0s alunos responderam a duas questoes:
Quem conhece essas figuras? Qual a relagéo
destas figuras com a Matematica? Na
primeira pergunta, apenas uma aluna relatou
que ja havia participado de uma oficina
sobre fractais no ano anterior. Mas, a relagéo
dessas figuras com a Matematica, nenhum
dos alunos tinha conhecimento.

A segunda atividade consistia na
apresentacao de figuras do nosso cotidiano
a fim de que os alunos utilizassem formas




geomeétricas para representa-las.

O objetivo desta atividade foi fazer com
que o aluno percebesse diversas formas
geométricas existentes nos objetos do nosso
dia a dia. As figuras apresentadas foram:
tronco de uma arvore, 0 sol, uma casa,
montanhas, nuvens, raios, couve-flor, e uma
concha de molusco (nautilus). Em cada figura
apresentada, os alunos relatavam oralmente
qual figura geométrica poderia ser utilizada
para representa-la. Nas trés primeiras figuras
apresentadas, os alunos responderam sem
dificuldades, no entanto, as demais geraram
uma discussao, pois alguns diziam que uma
montanha poderia ser uma pirdmide, outros
um cone, a couve-flor poderia ser uma esfera.
Neste momento, foi introduzido o conceito de
fractal, colocando que essa geometria surgiu
da dificuldade que os matematicos tinham,
desde a antiguidade, de representar alguns
objetos irregulares da natureza.

No sentido de sistematizar os conceitos
de Geometria Fractal, elaboramos uma
apresentacdo em Power Point, destacando: a
historia da origem dos fractais; a biografia de
Benoit Mandelbrot; as principais caracteristicas
da Geometria Fractal. Com a apresentagao desta
atividade, foi possivel perceber o interesse dos
alunos pelo tema, principalmente pelo aspecto
visual dos fractais.

As atividades seguintes constaram da
construcdo de fractais geométricos, Curva
de Koch, Tridngulo de Sierpinski, Tapete de
Sierpinski e um Cartdo Fractal em dobradura.
As etapas para construcdo de cada fractal
foram apresentadas no multimidia e apos
a construgdo de cada fractal, os alunos
relatavam por escrito, questoes postadas para
discussao, as quais serviram para analise.
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Durante as construgées, o fator mais
relevante observado foi a dificuldade dos
alunos nas construgoes geométricas,
principalmente no manuseio dos materiais,
transferidor, compasso e até mesmo a régua,
pois nesta etapa as construgdes foram
realizadas manualmente.

As questOes elaboradas para discussao
tinham o objetivo de reforgar e verificar
a compreensdao do aluno em relagao as
caracteristicas dos fractais construidos.
Apos a construgao do Fractal Curva de Koch,
as questoes para discussao foram: Neste
fractal, qual operagdo que consideramos a
iteragao? O que significa autossimilaridade?
Em relagao ao Fractal Tridngulo de Sierpinski,
0s alunos responderam as questoes: Quantos
tridngulos existem em cada nivel? Utilize a
notacdo de poténcia para representar esta
quantidade. (lembre-se que o triangulo central
ndo é considerado). Qual a relagao entre a
quantidade de triangulos de cada nivel?

Na analise dos registros escritos destas
questoes, percebeu-se que 0s alunos
entenderam as caracteristicas basicas dos
fractais, sendo que a maioria relatou que
a Curva de Koch é um fractal, pois repete
sucessivamente a operagao de dividir em
trés partes iguais e construir um triangulo
equilatero na parte central. Como relata
a aluna: “fazemos sempre a mesma
coisa, dividimos em {trés e construimos
um tridngulo no centro” (Aluno, A9). No
entanto, nas questoes, encontrar a medida
do comprimento da Curva de Koch nos
diferentes niveis e observar a regularidade
nesse comprimento, foi necessaria a
intervengao do professor na construgdo da
tabela, e mesmo com a tabela construida,




0S alunos apenas conseguiram completa-
la, fazendo contagem no fractal construido.

h

Para a generalizagdo dos dados solicitados
na tabela, foi necessario o professor intervir,

Tabela 1 - A relagdo das iteragoes no Tridngulo de Sierpinski e o calculo de poténcia

Nivel Quantidade de triangulo Poténcia equivalente
0 1 80
12 3 3!
22 9 32
3 27 3
42 81 3¢
n 3" 3"

Fonte: autoria propria.

auxiliando na observacao da regularidade.

Em discussdao oral, professor-aluno
construiram atabela, chegando a generalizagao
e algebrizagdo. Porém, no momento da sua
elaboracao foi necessario retomar com os
alunos contetidos como: operagoes, numeros
e algebra.

No segundo dia de oficina, iniciamos
com uma retomada da atividade do encontro
anterior, a construgdo do Floco de Neve
de Koch, pois no referido encontro nao
houve tempo para as discussoes. Assim,
foram postadas no multimidia questoes
com 0 objetivo de retomar o contetdo
e também verificar se 0s alunos haviam
assimilado as principais caracteristicas dos
fractais. As questbes apresentadas foram:
0 que sdo fractais? Quais as suas principais
caracteristicas?

Os alunos responderam oralmente, e a
andlise foi realizada a partir da gravagao feita
pelo professor.

Ao questionar o0s alunos sobre o que
sao fractais e quais as suas caracteristicas,
obtiveram-se diferentes respostas
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relacionadas, a seguir:

“Fractais sao figuras geométricas infinitas”
(Aluno, A1). - “Fractais sdo figuras que se repetem
indefinidamente” (Aluno, A5). - “Fractais sdo figuras
que 0 pedago se parece com o inteiro” (Aluno, A4). —
“A caracteristica dos fractais € que cada pedago é igual
ao inteiro” (Aluno, A2).

Nota-se nas falas dos alunos que o conceito
de fractal ainda se encontrava no Senso
comum, apesar do professor-pesquisador, na
aula anterior, ter apresentado a definicao e até
construido alguns deles.

0 conceito é construido nas diversas
situacOes de aprendizagem mediadas
pelos instrumentos, através da
manipulagdo do objeto geométrico
nas suas diferentes representagoes

(NEVES, 2008, p. 60).

Nesse sentido, as proximas atividades
visaram reforcar a definicdo de fractais e
compreensao das suas principais caracteristicas:
construcao do Triangulo e do Tapete de Sierpinski
e construcéo do Cartéo Fractal.

Com estas trés construgoes de fractais




encerrou-se 0 terceiro encontro. Na realizagao
dessas atividades, além de reforcar as
caracteristicas dos fractais, também foi possivel
retomar as construgoes geométricas com a
utilizagao do material apropriado; como construir
um quadrado; a utilizagdo do transferidor, do
jogo de esquadros e até do proprio compasso.

Neste aspecto, ficou evidente a dificuldade
dos alunos em construgoes geomeétricas,
principalmente no manejo dos materiais. Nos
relatos orais, durante a realizagao da atividade,
percebeu-se que a maioria nunca teve contato
com estes materiais, como pode-se observar
na fala do aluno, “prof. fica muito féacil fazer
um quadrado assim” (Aluno, A13). Aluno
referindo a construgao do quadrado utilizando
0 jogo de esquadros. “Pra falar a verdade, eu
nunca usei um transferidor” (Aluno, A14).

A dificuldade maior que 0s alunos
apresentaram foi na parte de célculos e
generalizagoes, pois nas construgoes das
tabelas isso ficou evidente.

Essas  atividades  oportunizaram  a
verificagao de que muitas vezes o professor
nao explora todos 0s aspectos do contetdo.
Os alunos sabiam calcular o valor da poténcia,
multiplicando a base tantas vezes o algarismo
do expoente, aplicar a definicao de potenciagao,
no entanto, realizar a operagao inversa, quando
dado o valor da poténcia, nao conseguiam
encontrar o valor em forma de poténcia.

Desta forma, com as atividades realizadas,
além de oportunizar ao aluno realizar tarefas
num contexto de geometria fractal, foi
possivel relacionar os conteidos: numeros,
algebra e geometria, seguindo a orientagao
do documento das DCE do Parana, as quais
indicam a realizagao de um trabalho integrado
entre os contetdos.

R O -

Terceiro Momento - Exploracées de Fractais
Aleatdrios

A segunda etapa da oficina, que consistiu
namanipulagao de fractais, construidos a partir
de equagOes matematicas, foi desenvolvida
no laboratodrio de informatica da escola. Nesta
etapa, utilizou-se o software Fractal Forge.

Fractal Forge é um software de codigo
aberto, distribuido por GNU (General Public
License), portanto é um software livre, ou
seja, que pode ser obtido gratuitamente. Na
figura 8 apresenta-se a pagina inicial deste
software:
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Figura 8 - Pagina inicial do Fractal Forge.
Fonte: Fractovia (1996).

Para esta atividade, foi necessaria a
instalagdo nos computadores do laboratorio
do software Fractal Forge e também a
elaboragao de um tutorial com a sequéncia
de atividades que seriam desenvolvidas.

Tendo em vista que este aplicativo permite
a visualizagao de fractais, ampliagdo e
reducao das figuras, alteragdo das iteragGes e
alteragdo das cores, inicialmente foi realizado
um reconhecimento do software, explorando
cada fungdo. Na sequéncia, cada dupla de




alunos escolheu um fractal e realizou todas as
fungGes permitidas no software.

Esta atividade possibilitou aos alunos
perceber a importancia e a fungdo do
computador na aprendizagem de contetdos,
0 que, na maioria das vezes, para muitos
¢ utilizado apenas para diversao. Quando
questionados sobre aimporténcia da utilizagao
do software para a visualizagao e manipulagao
dos Fractais, os alunos relataram que com o
software ficou mais facil compreender o que
significava fractais. Eles relataram que nos
desenhos realizados em sala de aula “ndo era
possivel realizar mil iteragées” (Aluno, A5).
“Agora eu entendo como essas figuras se
formam” (Aluno, A9).

Como conclusao das atividades, foi
realizada, em sala de aula, uma exposigao
dos fractais construidos pelos alunos. Para
a exposicao, foi solicitado a cada aluno que
construisse um fractal utilizando qualquer tipo
de material e apresentasse aos demais colegas,
destacando suas principais caracteristicas e por
que era considerado um fractal. A exposicao
foi realizada na propria sala de aula, contou
com a participacdo da Equipe Pedagogica do
colégio e algumas turmas.

CONSIDERAGOES FINAIS

Nesta pesquisa, objetivou-se analisar se
diferentes atividades de ensino permitem
aos alunos compreenderem a existéncia e a
aplicagao da Geometria Fractal.

Neste trabalho, buscou-se desenvolver um
ensino integrado, envolvendo os conceitos de
Geometria Euclidiana e Geometria Fractal, tendo
em vista a orientacdo dos documentos que
indicam a inser¢ao de outras geometrias, além
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da Euclidiana, no ensino da Educagao Basica.

A participagao do professor como mediador
para a efetivagao da construcéo dos conceitos
foi fundamental, pois a passagem do concreto
para a formagao do pensamento matematico se
efetiva com a mediagao do professor.

Apesar das dificuldades apresentadas
pelos alunos, nos conceitos basicos de
geometria, principalmente no que se refere
as caracteristicas das figuras geomeétricas,
diferengas entre quadrados e retangulos,
classificagao de tridngulos, em relagao a
assimilagdo dos conceitos de Geometria
Fractal tratados foram positivos; houve
efetivamente a apropriagao dos conceitos,
como foi verificado nas discussées dos
momentos da aplicagao das atividades.

As aulas no Laboratorio de Informatica, a
utilizacdo do computador como ferramenta
de aprendizagem possibilitaram aos alunos
a verificacdo do uso pedagogico desta
ferramenta. Alguns alunos relataram que em
casa tinham visitado o site utilizado na aula para
rever os fractais. Com relagéo a exploragéao
e manipulagdo de Fractais utilizando-se o
software Fractal Forge, percebeu-se que
0 mesmo facilitou o entendimento das
caracteristicas dos fractais, além de servir
como elemento motivador para 0s alunos.

Dessa maneira, conclui-se que 0 UuSO
de atividades diversificadas, no ensino de
Geometria quando aliado a uma metodologia
adequada, possibilita a participagao ativa dos
alunos a aprendizagem, como verificado nos
relatos dos alunos. Percebeu-se também uma
melhora acentuada na frequéncia dos alunos
nos encontros durante o desenvolvimento do
trabalho, o que normalmente nao acontece em
cursos no periodo noturno.




Ainda na andlise dos resultados,
constatou-se que na abordagem de conceitos
geométricos, a visualizagdo e a abstragao séo
facilitadas quando os alunos manuseiam e
constroem as figuras geomeétricas, o concreto
facilitando a compreensao.

A sugestdo de aplicar a Geometria
Fractal aliada aos conceitos de Geometria
Euclidiana se faz pertinente pelas inumeras
possibilidades de contextualizagao, pois as
formas fractais estdo presentes na natureza e
permitem ao professor promover momentos
de investigagao matematica.
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