1
VIDYA, v. 34, n. 1, p. 173-186, jan./jun., 2014 - Santa Maria, 2013. ISSN 2176-4603

CONCEPGAO AGAO-PROCESSO DO OBJETO MATEMATICO AUTOVALOR E AUTOVETOR -
0 ESTUDO DE CASO DE UM ALUNO DE ENGENHARIA

ACTION-PROCESS-CONCEPT OF THE MATHEMATICAL OBJECT EIGENVALUE AND EIGENVECTOR -
A CASE STUDY OF AN ENGINEERING STUDENT

JOELMA IAMAC NOMURA*
BARBARA LUTAIF BIANCHINI**

RESUMO

O objetivo desta pesquisa atrela-se aos resultados obtidos na Tese de Doutorado defendida no Programa de Estudos
Pds-graduados em Educagao Matematica da PUC-SP, em que propusemo-nos investigar as estruturas cognitivas
envolvidas na construgdo do objeto matematico autovalor e autovetor conforme expde a Teoria APOS de Dubinsky
(1991). A pesquisa caracterizada como estudo de caso nos possibilitou identificar os dados a partir do discurso de
estudantes dos cursos de Engenharia em contextos diversos de formacgao. A andlise do conceito matematico espe-
cifico levou a chamada decomposi¢ao genética com base nas ideias de Stewart (2008). Neste artigo, destacamos o
resultado obtido na investigagao de um estudo de caso com um aluno. Um maior grau de maturidade apresentado
pelo aluno concluinte do curso possibilitou a resolugao do problema, e a evidéncia de caracteristicas que revelam uma
concepcao-agao-processo do objeto matematico autovalor e autovetor.
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ABSTRACT

The objective of this research harnesses to the results obtained in the Doctoral Thesis defended in Postgraduate
Studies Program in Mathematics Education at PUC-SP, where we decided to investigate the cognitive structures
involved in the construction of eigenvalue and eigenvector mathematical object exposes as the Dubinsky's APOS
Theory (1991). The research featured as a case study, a/lowed us to identify the data from the discourse of students
of Engineering in various training contexts. The analysis of the specific mathematical concept called genetics led
to the decomposition based on the ideas of Stewart (2008). In this article we highlight the results obtained in the
investigation of a case study with a student. A greater degree of maturity displayed by those who finished student’s
course led to the resolution of the problem, and evidence of features that reveal a action-process-concept of the
mathematical object eigenvalue and eigenvector.
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INTRODUGAO

O objetivo do artigo atrela-se aos resultados obtidos na tese de Doutorado intitulada Esque-
mas Cognitivos e Mente Matematica inerentes ao objeto matematico autovalor e autovetor: tragan-
do diferenciais na formacao do engenheiro do Programa de Estudos Pds-graduados em Educacéo
Matematica da PUC-SP. Apresentaremos o resultado obtido em um dos estudos de caso realizado
com um estudante do dltimo semestre de um curso de Engenharia de uma instituicao privada do
Estado de Sao Paulo. Numa abordagem qualitativa de pesquisa, destacaremos trechos do discurso
do aluno que evidencia qual a sua concepcao a respeito do objeto matematico autovalor e autove-
tor. Para andlise dos dados do diélogo e resolugao do problema proposto ao aluno no momento da
entrevista realizada, assumimos o aporte tedrico da Teoria APOS em que Dubinsky (1991) refere-
se a quatro fases que se relacionam e intercalam-se em um ciclo continuo: agao, processo, objeto
e esquema. O aporte tedrico possibilita que diferentes concepgdes do conceito em estudo sejam
percebidas, apos a realizacao da chamada decomposicao genética do objeto matematico, permi-
tindo a interpretacao do tipo de pensamento estabelecido.

A TEORIA APOS COMO APORTE TEORICO

Particularmente relacionada ao estudo de Algebra Linear, a Teoria APOS (Act-Process-Object-
-Schema) de Dubinsky (1991) utiliza métodos qualitativos de pesquisa sendo baseada em perspecti-
vas teoricas especificas que foram desenvolvidas para atender ao entendimento das ideias do psico-
logo construtivista Piaget, de acordo com a abstragao reflexionante no contexto de nivel universitario
(COOLEY et al., 2006).

0 conceito de abstragao reflexionante foi apresentado por Piaget e descreve a construgao de
estruturas logico-matematicas de individuos durante seu desenvolvimento cognitivo. Para o psicolo-
go construtivista, a abstragao reflexionante ocorre nos primeiros anos da crianga, durante a coorde-
nacao de estruturas sensorio-motoras e continua em niveis mais avangados da Matematica. Contu-
do, seus estudos concentraram-se no desenvolvimento do conhecimento matematico de criangas e
Dubinsky (1991), mais tarde, acrescenta que o enfoque dado as criangas pode ser estendido a niveis
mais avangados da Matematica, estendendo seus estudos a adolescentes.

0 autor anteriormente citado aponta que a abstracéo reflexionante possibilita que seja descrita
a epistemologia de varios conceitos matematicos, a partir da descrigao das dificuldades conceituais
apresentadas por estudantes que passam a ser explicadas.

Para Dubinsky (1991), a partir de situagcoes matematicas problematicas os alunos séo enco-
rajados a construcao dos objetos matematicos, cujas solugdoes envolvem agoes, processos, objetos
e relagoes entre esquemas que se constituem para resolver determinada situacao. A evolugao de
esquemas mentais é constatada a medida que novos esquemas sao formados e nos quais 0 conheci-
mento matematico cresce. Ele afirma que as estruturas mentais apropriadas devem ser construidas
para cada novo conceito e identifica na Teoria APOS a possibilidade de que essas construgdes men-
tais (acoes, processos, objetos e esquemas) sejam estudadas, assim como 0s mecanismos mentais
dados pelas classes de abstragao reflexionante.

A seguir, apresentamos uma breve descri¢do das classes de abstracao reflexionante estabele-
cidas por Piaget: (a) Interiorizagdo: corresponde a uma sucessao de acoes materiais a um sistema
de operacoes interiorizado, que ocorre, quando as criangas usam simbolos, linguagens, figuras e
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outras imagens mentais para construir processos internos, cujo objetivo é dar sentido ao fendmeno
percebido. Dubinsky (1991) resume esse mecanismo como a passagem do mundo externo ao mundo
interno. Assim, uma agéao pode tornar-se um processo; (b) Coordenacéo: nessa classe ocorre a co-
ordenagdo de agOes necessarias para a construgao de novos objetos ou novas agoes, possibilitando
a relagao entre dois ou mais processos e a constituicdo de novos; (c) Encapsulagéo (ou Conversao):
considerada como uma das mais importantes classes de abstragao reflexionante, ha a conversao de
um processo (estrutura dindmica) em um objeto matematico (construgao estatica). Para Piaget, a
Matematica deve ser pensada em termos de construgdo de estruturas em que entidades passam de
um nivel a outro, tornando-se um objeto da teoria. Os objetos matematicos séo construidos com base
em objetos anteriores, mais elementares; (d) Generalizagdo: ocorre a aplicagdo de um determinado
esquema em contextos distintos conhecidos pelo individuo. Outros objetos podem adicionar-se a um
esquema para serem trabalhados em outros contextos. Assim, o sujeito aplica um esquema existente
em uma ampla cole¢ao de fendmenos, tornando-se consciente das aplicabilidades do esquema, que
ocorre, quando um processo é encapsulado como objeto. Os objetos adquirem novo sentido para o
sujeito, a medida que ele entende que o0 objeto pode ser assimilado pela extensao do esquema. Um
esquema existente, que ndo sera alterado formara novos objetos (resultantes da encapsulagao); e
(e) Reversao: essa ultima classe de abstragao reflexionante foi agregada por Dubinsky e consiste na
capacidade de reverter o mecanismo gerador de dado objeto matematico, regressando ao processo
que 0 gerou.

Fuentes (2008) afirma que esquemas constituem estruturas dindmicas que evoluem cons-
tantemente, cada vez que um objeto matematico é agregado as suas estruturas prévias, e que sao
constituidos por uma colecao de agoes, processos, objetos e outros esquemas relacionados a de-
terminado conceito matematico. Assim, 0s esquemas constituem novos objetos que se relacionam
com 0s conceitos matematicos preexistentes e aqueles que sao construidos simultaneamente em
um estado superior. Uma acdo, processo ou objeto pode ser reconstruida, como resultado de ex-
periéncias com novos problemas, em que novos processos, mais enriquecidos, sao encapsulados
em objetos mentais.

Quando tratamos da Teoria APQOS, referimo-nos a quatro fases que se relacionam e intercalam-se
em um ciclo continuo: agao, processo, objeto e esquema.

Dubinsky (1991) descreve como as agoes sao interiorizadas em processos e, entdo, encap-
suladas como objetos mentais situados em esquemas cognitivos mais sofisticados. Para expandir
melhor as concepgoes do ciclo, serao destacadas as informagoes mais relevantes de cada uma: (a)
concepgdo-agdo: os alunos por meio de conhecimentos previos e das atividades propostas pelo
professor limitam-se as técnicas de resolugdo conhecidas, sem estabelecer relagoes entre os con-
ceitos envolvidos; (b) concepgdo-processo: 0s alunos passam a se desprender de exemplos dados,
estabelecendo conexdes entre outros exemplos, e refletindo sobre a generalizacéo de padroes. Os
objetos sdo vistos sob diferentes pontos de vista. Os alunos enxergam novas propriedades e depa-
ram-se com distintas formas de representagoes; (C) concepcdo-objeto: o aluno torna-se consciente
do processo, como totalidade, tendo a capacidade de realizar agoes sobre 0 objeto € raciocinar sobre
suas propriedades; e (d) concepgdo-esquema: todos 0s conceitos sao relacionados, compreendidos
e generalizados sob diferentes contextos, formando uma referéncia bem articulada e coerente na
mente do individuo.

175




Figura 1 - Esquemas e suas construgoes.
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Fonte: Adaptado de Dubinsky (1991, p. 107).

A Figura anterior evidencia o esquema de maneira dindmica, que se constroi e reconstrdi conti-
nuamente de maneira nao linear, correspondendo a um sistema de feedback circular.

Nessa teoria, a analise do conceito matematico especifico leva a chamada decomposicao gené-
tica desse conceito, que corresponde a uma descri¢ao detalhada de como suijeito fara a construcao
desse conhecimento. Com base em dados experimentais da Matematica envolvida, a decomposigao
genética de determinado conceito € particular de cada individuo, podendo alterar-se de acordo com
0 momento. A partir da decomposicao genética é possivel que se observe o progresso da aprendiza-
gem do aluno, que sera apresentado como um guia possivel para o desenho instrucional.

Dubinsky (1991) acrescenta que a decomposi¢ao genética é resultante da sintese de resultados
empiricos, da teoria geral e do conhecimento matematico que envolve o conceito em estudo.

Considerando a pesquisa realizada por Stewart (2008), a decomposicao genética de determi-
nado conceito matematico é o resultado de sua analise teorica, nos quais as construgdes mentais
dos estudantes podem evoluir com o propdsito de compreendé-lo. Como as construgoes mentais
entre os sujeitos diferenciam-se, podemos considerar que a decomposigao genética de determinado
assunto ndo é unica, podendo variar de individuo para individuo. E possivel que sejam identificados
0s construtos mentais que descrevem o conceito na mente do individuo.

Assim, o aporte tedrico possibilita que diferentes concepcoes do conceito em estudo sejam
percebidas, apos a analise da decomposi¢ao genética pelo pesquisador, possibilitando a interpreta-
¢ao do tipo de pensamento estabelecido.

Em nossa pesquisa, defendemos que a apresentagao de problemas, que ultrapassem a pratica
de exemplos repetitivos, reforga a construgao das estruturas cognitivas dos estudantes.
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De acordo com Stewart (2008), é importante que os estudantes ultrapassem a compreensao
limitada dos conceitos (concepgao agao), esforgando-se para estabelecer relagoes com suas defini-
coes, propriedades e diferentes representacoes (concepgao processo-objeto-esquema).

Se 0 sujeito estiver limitado a concepgao agao, ele estara restrito a regras e instrugdes passo
a passo de como resolver determinada tarefa. E possivel afirmar que a concepgao agao exerca um
papel essencial nos primeiros estagios de compreensdo de determinado conceito, no entanto, é
importante que o sujeito evolua sua concepgao. E na concepgao processo de determinado objeto
matematico que o sujeito passa a prever resultados, novos atalhos e descrever a agao verbalmente,
tudo apenas pelo pensamento e nao, necessariamente, realizando operagées. Quando um processo
torna-se uma totalidade, entendemos que o individuo apresenta a concepgao objeto. Nesse caso, afir-
mamaos que o processo foi encapsulado como objeto mental. Ja 0 esquema corresponde a estrutura
na mente do individuo, uma estrutura dindmica em que novos objetos matematicos serao agregados
as suas estruturas prévias. Assim, ao escrever a respeito da Teoria APOS, fez com que refletissemos
a respeito dos processos cognitivos envolvidos na construgdo do conhecimento, que foram percep-
tiveis, apos a realizacao da decomposicao genética dos mesmos.

0 ESTUDO DE CASO COMO METODOLOGIA DE INVESTIGAGAQ

Iniciamos com a citagdo de Ponte (2006, p. 1) sobre a caracterizacao de um estudo de caso:
“0 estudo de caso é caracterizado, como incidindo numa entidade bem definida, como um programa,
uma instituicdo, um sistema educativo, uma pessoa ou uma unidade social.”

O autor discute que o estudo de caso visa a compreender com profundidade o seu “como” e
“porque”, com base em um enfoque particularista em que sao investigadas as caracteristicas pro-
prias da unidade, seguindo uma perspectiva interpretativa ou pragmatica. Na primeira, a compreen-
sao ocorre do ponto de vista dos participantes e na segunda, do ponto de vista global do objeto de
estudo.

Em qualquer que seja a situagdo, um estudo de caso é marcado sempre por suas determinantes
internas, sua historia, suas propriedades, assim como suas influéncias externas, “quer da realidade
local, quer de natureza social e sistémica que o influenciaram.” (PONTE, 2006, p. 5).

Donald T. Campbell, no prefacio de Robert Yin (2005), cita a metodologia de estudo de caso
como uma estratégia de hipoteses concorrentes plausiveis, apresentadas em redes ampliadas de
implicagoes. Ressalta que devem ser buscadas as evidéncias para as explicagoes dos fatos e poste-
rior analise de sua plausibilidade em que séo observadas as demais implicagées entre os diferentes
conjuntos de dados. Deve-se, portanto, explicitar claramente as hipoteses concorrentes plausiveis
em que ha importantissimo papel do padrao e do contexto na obtencéo do conhecimento.

A esséncia do método cientifico ndo € a experimentagao, mas sim a estratégia co-
notada pela expressao ‘hipoteses concorrentes plausiveis’, em que as solugdes séo
alcangadas a partir de evidéncias ou pode comegar com hipdteses que estarao atre-
ladas ao contexto e apresentadas em ‘redes ampliadas de implicagoes que (embora
nunca completas) sao cruciais a sua avaliagéo cientifica’ (YIN, 2005, p. vii).

O autor acrescenta que 0s estudos de caso representam a estratégia preferida quando se co-
locam questdes do tipo “como” e “por que” (p. 19) e que hoje é predominante em todas as ciéncias
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sociais, sendo utilizados como estratégias de pesquisa de fendmenos individuais, organizacionais,
sociais, politicos, educacionais e outros. Para utiliza-lo como estratégia de pesquisa, devemos estar
atento a sua definicao, a determinagao e coleta de dados relevantes e a sua andlise.

Para fins de ensino, um estudo de caso nao precisa ter uma interpretacdo completa ou acurada
dos eventos reais, apresentados a partir do rigor dos dados empiricos, mas sim promover uma es-
trutura de discussao e debate entre os estudantes.

Para Yin (2005), a pesquisa empirica vem acompanhada pelo pensamento logico e nao pela co-
leta de dados realizada como propdsito mecanicista. Assim, o estudo de caso pode ser utilizado para
descrever ou testar proposigoes e representam a estratégia preferida quando se colocam questoes
do tipo “como” e “por que” sobre um conjunto contemporaneo de acontecimentos.

Cohen et al. (2005) acrescentam que o estudo de caso pode revelar situagoes e resultados que
nao sao suscetiveis a uma analise numeérica, permitindo que pesquisadores entendam casos simila-
res, fendmenos ou situagoes.

Assim, os autores supracitados destacam que o estudo de caso pode estabelecer causa e
efeito em contextos reais e reconhecem que o contexto € um poderoso atenuante de ambos. Dessa
maneira, contextos revelam uma interacao Unica e dindmica entre os eventos, relacoes humanas e
outros atores em um (nico exemplo.

Prosseguem com a afirmacdo de que os estudos de caso restringem-se a um determinado
periodo, a um contexto geografico, organizacional, institucional e outros contextos que se limitam e
sao definidos por caracteristicas do individuo ou do grupo.

Os autores acrescentam que o estudo de caso

- tera caracteristicas temporais que ajudam a definir a sua natureza; - tem parame-
tros geograficos que permitem a sua definigao; - tera limites que permitem defini-
¢ao; - pode ser definido por um individuo em particular, em um contexto e em um
determinado tempo; - pode ser definido pelas caracteristicas do grupo; - pode ser
definido por um caro ou fungéo; - pode ser modelado por arranjos organizacionais
ou institucionais (COHEN et al., 2005, p. 254).

Evidenciam que os estudos de caso podem fazer afirmagoes tedricas, mas assim como outros
exemplos de pesquisa e ciéncias humanas, eles sao suportados por evidéncias apresentadas, que,
em nossa pesquisa, serao apresentadas pelo discurso do aluno entrevistado.

A INVESTIGAGAO

Para a realizacao da investigagao, foi proposto um problema ao aluno do dltimo semestre de
um curso de Engenharia. Essa etapa consiste na resolugao do problema proposto, assim como a
entrevista realizada. Dentre as questoes apontadas, destacamos: (a) Qual o papel das disciplinas
matematicas em sua formacao académica e/ou profissional?; e (b) Quais os objetos matematicos
relacionados ao objeto autovalor e autovetor?

Considerando as ideias expostas por Stewart (2008) a respeito do objeto matematico autovalor
e autovetor, para que o aluno apresente: a concepgdo-acdo € necessario que ele encontre os auto-
valores e autovetores; a concepgdo-processo € necessario que ele perceba a existéncia de infinitos
autovetores associados a cada autovalor e compreenda o processo de encontra-los baseados em
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qualquer matriz A; a concepgdo-objeto é necessario que ele compreenda a definicao de autovalores
e autovetores como objetos.

Algumas caracteristicas que evidenciam as diferentes concepgoes dos estudantes sao desta-
cadas por Stewart (2008):

a. Quando o aluno apresenta a concepc¢do acdo de determinado objeto em estudo, ele esta limi-
tado a encontrar os autovalor e autovetores associados, podendo aplicar uma transformagao
especifica e multiplicando o vetor por um escalar especifico. E possivel que ele identifique a
relagdo algébrica entre A-X = Z.X€e (A- Alx=0.

b. Quando o aluno apresenta a concepgado-processo é possivel que ele realize transformacoes e
apresente os vetores como caso geral, refletindo sobre a generalizagéo de padroes. Estabele-
cem a relagao com infinitos vetores associados aos autovalores e compreendem o processo de
encontra-los com base em uma matriz A qualquer. E possivel que estendam sua compreensao
a outros exemplos, e diferentes representagoes do mesmo objeto matematico. Além disso,
passam a compreender o processo (A — A./).x = 0. O aluno tem a compreenséo de autoespa-
co vetorial que consiste no vetor nulo, de vetores linearmente independentes e de base de um
autoespaco.

¢. Quando o aluno apresenta a concepcao-objeto, é possivel que ele identifique que os vetores
sao transformados por uma matriz e esticados ou contraidos na mesma dire¢éo por um escalar.
Passa a entender os efeitos da multiplicagéo pela matriz A em relagao aos vetores.

0 aluno compreende que ambos 0s membros da equacao A.x = 4.x representam processos
distintos e que devem ser encapsulados, para que sejam estabelecidos objetos matematicos equi-
valentes, ou seja, 0 objeto final é um vetor. Além disso, compreende a definicdo de autovalores e
autovetores e torna-se consciente do processo como totalidade, tendo a capacidade de realizar agoes
sobre o0 objeto e relacionar suas propriedades.

d. Quando o aluno apresenta a concepc¢ao-esquema, 0s conceitos envolvidos no desenvolvimento
do problema séo relacionados, compreendidos e generalizados em diferentes contextos, for-
mando uma referéncia bem articulada em sua mente.

APRESENTAGAO DO PROBLEMA

A escolha do problema proposto aos alunos justifica-se pela relevancia do tema Sistemas Dina-
micos Discretos em cursos de Engenharia, por autores de livros de Algebra Linear, dentre eles, David
Poole (2007) e David C. Lay (1999).

0 Problema

Vamos denotar as populagoes de corujas e ratos do mato, no instante k, por
[0 ] em que k ¢ medido em meses, 0, é 0 nimero de corujas na regiao es-
xk =
Ry

tudada e R, é o nimero de ratos (medidos em milhares). Suponha que

0,,, = (0,5)0, + (0,4)R,

R.,=-p.0, + (1A

onde p é um parametro positivo a ser especificado. O termo (0,5)0, da primeira

equacao diz que sem os ratos para poderem se alimentar, apenas metade das co-
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rujas sobrevive a cada més, enquanto os termo (1,1)R, da segunda equagao diz que
sem as corujas como predadoras a populagao de ratos cresce a uma taxa de 10% ao
més. Se os ratos abundam, o termo (0,4)R, fara com que a populagao das corujas
cresga, enquanto o termo negativo —p. O, mede o nimero de mortes de ratos devido
a acao predadora das corujas. (De fato, 1000p é o numero médio de ratos comidos
por uma coruja em um més). Determine a evolugao desse sistema quando o para-
metro predatorio € igual a 0,104 (LAY, 1999, p. 311).

0 DISCURSO E DESENVOLVIMENTO DO PROBLEMA PELO ALUNO ENTREVISTADO

Nesta fase da pesquisa, foi realizada entrevista com um aluno de um curso de Engenharia de
instituicao particular do Estado de Sao Paulo. Para resolu¢éo do problema proposto, 0 aluno acom-
panhou o livro Introdug&o aos Sistemas Dinamicos de Luiz de Queiroz Orsini, relembrando definigoes
e solugoes propostas pelo autor.

O relato do aluno entrevistado evidenciou sua experiéncia profissional na drea de estruturas e a
distingao das especialidades em seu segmento. De acordo com 0 seu discurso, 0 departamento em
que trabalha é composto por engenheiros de analise, de projetos e de software, definindo-se, clara-
mente, 0s distintos papéis das profissoes.

Quando apresentado 0 objetivo da pesquisa e a questao: Qual o papel das disciplinas matema-
ticas em sua formacéo académica e/ou profissional? o aluno discorreu:

E preciso recorrer a outra pessoa quando existem calculos mais complexos a serem
realizados. Ai entra o papel do engenheiro de analise, mas, todos 0s aspectos da
Engenharia de Projetos e softwares computacionais tém uma importancia significa-
tiva. Mas, poucos séo 0s engenheiros especialistas em anlise. [...]. Na construcéo
de um prédio vocé precisa fazer aproximagoes enormes, porque aquilo tem que ficar
pronto em um dia. E ndo ha nada errado com isso, porque parte da arte estrutural do
projeto é aprender a aproximar. Assim, os calculos de projetos sao familiares a pra-
tica dos engenheiros. Sao as normas técnicas. Mas, é preciso um grande esforgo da
equipe para produzir argumentos convincentes de que a estrutura ira comportar-se
conforme o previsto. Ai, ocorre a analise do especialista em matematica. O minimo
¢ que saibamos analisar os resultados passados por esse especialista. E assim: a
grande maioria dos engenheiros ndo realiza calculos matematicos complexos. E su-
ficiente que eles saibam que aqueles métodos especificos existem e compreendam
seus resultados.

Ficou evidenciado em seu discurso que a grande maioria nao usa a Matematica ensinada na
faculdade e que sao poucos os que trabalham com ela, geralmente, consultores e professores de uni-
versidades. Em suas fungoes, € esperado que os resultados sejam compreendidos e avaliados para
que decisdes sejam estabelecidas no contexto da Engenharia. Contudo, para o aluno, a Matematica
estabelecida como disciplina em uso apresenta um foco bastante distinto das disciplinas matemati-
cas dos cursos superiores de graduacao.

No proximo discurso estabelecido pelo aluno, ele faz referéncia ao Método dos Elementos Fi-
nitos apresentado no 4°. Semestre de sua graduacao, na disciplina Computagao Grafica a partir de
uma ferramenta computacional.
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Os engenheiros precisam ter uma visao do que acontece dentro da caixa preta com
0 objetivo de decidir o método mais apropriado. Se ele nao tem isso, ele vai ficar
limitado as regras, mas acho que nao ha a necessidade de tornar os calculos ex-
plicitos. O julgamento final ¢ feito pelo que ele compreende da propria Engenharia.
Por exemplo, para o calculo de elementos finitos de estruturas em que a geragéao de
elementos automaticos ou algoritmos pode facilmente produzir elementos ruins. O
software nao, necessariamente, vai achar a melhor solugdo. Sempre ocorrem erros
porque o computador comete falhas nos resultados. Por isso, & muito importante
que analisem o0s resultados porque encontramos coisas que ndao Saem como 0
planejado. Vocé precisa ter conhecimento de como e do que vocé espera como
resultado e, assim, identificar onde esta ocorrendo o problema. Ha um grande
ciclo: vocé faz o modelo, checa os resultados, checa novamente e refaz o0 modelo,
se necessario. Na faculdade, nds tivemos uma matéria assim. Mas foi s6 a base
porque o aprofundamento vem depois. Em Computagdo Grafica nds tivemos um
pouco sobre elementos finitos, CAD. Fizemos analise estrutural, de estradas, estudo
topografico com softwares.

Conforme explica Soriano (2009), o estudo do Método dos Elementos Finitos, permite que
seja analisado “o comportamento de qualquer sistema fisico regido por equagoes diferenciais ou
integrais, como da mecanica dos solidos deformaveis, da condugao de calor e de massa, e do ele-
tromagnetismo.” (p. 1). O autor cita que, para realizar o estudo, é necessario que haja um equilibrio
entre a consisténcia matematica e a conceituagao fisica, e para tanto, o aluno deve ter conhecimento
da Resisténcia dos Materiais e dominio de operacdes fundamentais da Algebra Matricial e do Calculo
Diferencial e Integral.

Em seguida, o aluno acrescentou que as ferramentas computacionais parecem ter mudado a
cultura de aprendizagem, pois tudo passa a ser ensinado com base nos softwares.

Por isso, 0 papel do software na pratica da Engenharia é fazer o entendimento ba-
seado no uso. A tecnologia tornou a Matematica mais facil de ser usada, e isso
também mudou a cultura de aprendizagem, por exemplo, a respeito das estruturas.
Vocé pode desenvolver uma ponte ou superestima-la e vé-la entrar em colapso, vé-la
vibrar. Vocé ndo tem mais o tempo e o dinheiro para fazer isso sem os softwares. E
nem mesmo 0s professores ensinam sem eles.

Apos a leitura do enunciado do problema, o aluno identifica os parametros do sistema de equa-
coes, seguindo para a sua resolucao, sempre tendo em maos, o livro Sistemas Dindmicos Discretos.
E evidente que ele reconhece a importancia do conceito envolvido no contexto de evolugao popula-
cional entre predadores e presas.

Consultando o Capitulo 5 do livro que discute o conceito e definicao de Autovalores e Autove-
tores, exp0s em voz alta:

Uma matriz quadrada A de ordem n e elementos constantes, pertencentes a R (con-
junto real), pode ser considerada como uma transformagao linear que transforma
um vetor v e C"em um outro vetor w, também de C", pela regra w= 4.v (ORSINI,
1985, p. 82).
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E prosseguiu:

Cabe agora a pergunta; existirdo em C" vetores v tais que 44 = Au onde A é um es-
calar real ou complexo? A resposta é afirmativa, e nos leva a definigao de autovalores
e autovetores:

Um vetor v ndo nulo é chamado autovetor de uma matriz A, nxn, de elementos cons-
tantes e pertencentes a R se, e apenas se, u satisfizera 4.u = Au para algum escalar
A <C. 0 correspondente escalar é chamado autovalor de A (ORSINI, 1985, p. 82).

Ele afirmou que tendo o livro em maos nao ficava dificil relembrar e compreender a matéria. E
mais facil quando se passam 0s anos e adquire-se experiéncia.

Figura 2 - Representacao do sistema linear em notacao matricial pelo Aluno 1.
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0 aluno conciliou a leitura do enunciado com o livro-texto, estabeleceu a relagao com a equa-
cdo Au=Au (explicitada na definicdo) e compreendeu que 0 vetor u preserva as suas propriedades
quando multiplicado por uma matriz A. Contudo, ndo conseguiu evidenciar a relacéo que € estabele-
cida na equacgao seguinte, exposta no mesmo livro, (AI — 4)u =0, considerando 0s conceitos envol-
vidos, como a Matriz Identidade.

Para o célculo dos autovalores A, e /,,
tema dado em notagao matricial.

De acordo com Poole (2004, p. 232), “os autovalores e autovetores sao caracteristicos de uma
matriz no sentido de conferir informagoes importantes sobre sua natureza.”

Apos estabelecer a relagdo entre as equag0es Au=Au € (1.1 — Ayu =0, 0 aluno acrescentou
que deve haver uma solugao nao trivial para (4.1 — A)u =0, ou seja, u = 0. 0 aluno considerou u = x,
. Prosseguiu com a afirmacéo de € necessario e suficiente que det(1.1 — 4)=0, chegando a equagao
caracteristica da matriz e, em seguida, as raizes do polindbmio caracteristico de grau 2.

0 aluno identificou a possibilidade de escrever o sis-
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Figura 3 - A identificagao do polindmio caracteristico e suas raizes pelo aluno.
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Durante a resolugao do problema, o aluno identifica que ha infinitos autovetores, apds destacar
a relacao entre 0, e R, como O, = 0,77R; para A,= 1,02 ¢ O, =5R, para ).2= 0,56.
0 aluno leu no livro a Introdugdo aos Sistemas Dindmicos

Convém relembrar que (A4 —A.7)u, =0, sendo um sistema homogéneo, admite in-
finitas solugoes, de fato, multiplicando uma solugao u, por um escalar qualquer
obtemos outra solugéo (ORSINI, 1985, p. 83).

Em seguida, acrescentou que todos os autovetores podem ser linearmente independentes, ou
Seja, u =0 e prosseguiu

Uma matriz A (nxn), com todos os autovetores ).1, Loy oon ).n distintos, pode-se
associar um conjunto de n autovetores linearmente independentes. Este conjunto
qualifica-se como base em R" (ou C") (ORSINI, 1985, p. 84).

Ap0s encontrar os valores de maneira correta, partimos para a questao: Quais o0s objetos ma-
tematicos relacionados ao objeto autovalor e autovetor?
Obtivemos as seguintes respostas do aluno:
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A base de tudo é: vetores, sistemas lineares homogéneos, matrizes, equagao carac-
teristica e polinémio caracteristico.

Evidenciamos que o aluno entrevistado reconheceu a importancia das disciplinas matematicas e
destacou os diferentes papeéis que devem ser considerados em contextos de projetos ou de aplicagoes.

Foi possivel que o0 aluno ilustrasse seu pensamento procedimental com base em representa-
coes matriciais e algébricas, contudo nao houve evidéncias das representagoes geometricas relacio-
nadas ao tema.

Em nossa analise, concluimos nao ser comum nem tampouco habitual que os alunos represen-
tem os autovetores geometricamente.

0 conjunto de instrugoes apresentado pelo aluno para encontrar a solugao do problema eviden-
cia que pouco ¢ compreendido a respeito dos conceitos envolvidos e que o proprio aluno cita como
resposta a segunda questao: vetores, sistemas lineares homogéneos, matrizes, equagao caracteris-
tica e polinbmio caracteristico.

Assim, consideramos que 0 aluno limitou-se a realizacao de procedimentos operacionais de
calculo, expressando 0s passos entre 0S processos que, no entanto, no se encontravam plenamente
interiorizados. Contudo, embora nao explicitasse verbalmente as relagoes entre 0s varios compo-
nentes, conseguiu ter um desempenho bastante satisfatorio, com base na definicéo obtida no livro,
que permitiu discutir o papel da matriz A, do autovetor x e autovalor 4, relacionando-os a equacao
Ax, =Ax,.

A relagao estabelecida entre o aluno quando encontra a relagao O = 0.77R; para A, = 1,02 €
0, =5R. para A= 0,58 permite que ele reflita a respeito da existéncia de |nf|n|tos autovetores para
qualquer multiplo escalar de R, e que esse mdltiplo escalar tambeém era um autovetor.

Evidenciamos que aluno apresentou elementos, tanto da concepgao agao como da concepgao
processo. Ressaltamos que nem todos os elementos constantes na analise de Stewart (2008) esti-
veram presentes no desenvolvimento do problema pelo aluno.

CONSIDERAGOES

A proposta deste artigo foi evidenciar a partir do discurso de um aluno do ultimo semestre de
um curso de Engenharia qual concepgao apresenta quanto ao objeto matematico autovalor e autove-
tor conforme expde a Teoria APQOS de Dubinsky (1991).

De acordo com Stewart (2008), o estudo da Algebra Linear exige um tipo de pensamento que
lide com as dificuldades cognitivas e conceituais dos estudantes. E importante que professor e alu-
no desprendam-se de métodos especificos para resolver problemas, estabelecendo particularidades
inerentes a cada curso de formacéao.

Pudemos identificar que o aluno entrevistado, prontamente, buscou a definicao do conceito e
apoiado nela identificou os elementos-chave envolvidos, como a matriz A, ao autovetor x,, € X, € a0
autovalor Zna equacéo de diferencas x ;. ; = 4x,

Portanto, entendemos que o0 maior grau de maturidade desse estudante atribuido a uma postura
de independéncia e interdependéncia desenvolvida ao longo da vida académica possibilitou que ele
buscasse a definicao formal do conceito trabalhado.

Destacamos que houve énfase as representacoes matriciais e algébricas, no entanto, as repre-
sentacoes geomeétricas foram negligenciadas.

184




Em nossa analise, identificamos que os diversos conceitos constituiram elementos isolados e
nao foram inter-relacionados e que o aluno limitou-se as técnicas de resolugao expostas no livro que
0 acompanhava. Assim, consideramos que 0 objeto matematico autovalor e autovetor e 0s objetos
relacionados nao encontram-se plenamente encapsulados como entidades mentais e que o aluno
encontra-se na concepgao agao-processo quanto ao estudo do objeto matematico autovalor e auto-
vetor, conforme revelam as ideias de Stewart (2008).

Foi possivel que o aluno identificasse relagdes com outras disciplinas de sua graduacéo, dentre
elas, o Método dos Elementos Finitos em Computacéo Grafica e Resisténcia dos Materiais.

Percebemos que ele, estimulado por nossa proposta de pesquisa, busca por um novo enfoque
de ensino da Algebra Linear e valoriza um estudo que considere mais ideias conceituais do que pro-
cedimentais e evidencie as relagoes que se estabelecem entre as disciplinas da graduacao.

Ele tem plena consciéncia da necessidade de uma formagéao consistente com as necessidades
do mercado de trabalho e dos aspectos que fundamentam sua formagao, dentre eles, 0s aspectos
relacionados as disciplinas matematicas que constituem a base para a constru¢ao dos processos
que tratardo da formagao dos conceitos.
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