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RESUMO

A educagdo matematica alcangou um estagio de desenvolvimento de producao de teorias que, se incorporadas as
praticas docentes, podem trazer resultados satisfatorios para a aprendizagem. Quais meios sao eficazes para a ar-
ticulagdo entre teoria e pratica docente? Quais estratégias tém sido utilizadas para que isso ocorra? Os materiais
didaticos, em geral, corroboram com a formagao de conceitos matematicos? Este artigo tem como objetivo tratar
dessas questoes propondo uma forma de se estabelecer essa articulagdo por meio de construcoes de materiais, para
0 ensino. Esse material traz, em sua formatagao, marcas da Génese Documental como um meio de colaborar com a
ampliagdo do conjunto de recursos para a sala de aula e de constructos tedricos de Tall, com vistas ao favorecimento
da formagdo de conceitos matematicos. Os bons resultados do uso do material vao depender, como em qualquer outro
caso, do esquema de utilizagao pelos docentes.

Palavras-chave: Ensino de Calculo. Continuidade e Diferenciabilidade. Génese Documental. Organizador Genérico.
Raiz Cognitiva.

ABSTRACT

The mathematical education has reached a stage of development of production of theories that, if incorporated to
teacher activities, can bring satisfactory results to learning. Which means are effective to articulate theory and teach-
ing practice? What strategies have been used for this to happen? Do the didactic materials, in general, support the
formation of mathematical concepts? This article aims at dealing with these issues, offering a way of establishing this
articulation, the one of construction of materials for teaching by means of theories. This material brings in its format,
marks of Documental Genesis as a way to collaborate with the expansion of the set of resources in the classroom and
the construction of theories of Tall and collaborators in order to improve the formation of mathematical concepts. The
good results of using the material will depend, as in any other case, on the plan of how to use the materials by the
teachers.
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Roots.
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INTRODUGAO

A partir de nossa pratica docente e de resultados de pesquisas em educacao matematica, foi
possivel detectar dificuldades de aprendizagem acerca dos conceitos de Calculo Diferencial, por
estudantes de cursos da area de exatas. Como professores e pesquisadores do ensino de Calculo,
consideramos que ha um distanciamento entre proposigoes de teorias da educagdo matematica e
propostas para o ensino de Calculo apresentadas em materiais didaticos, e julgamos ser um entrave
para 0 processo de ensino e aprendizagem dessa disciplina. Nesse contexto e atribuindo importancia
a0 material didatico para o ensino iniciamos pesquisa tendo por objetivo diagnosticar formas eficientes de
organizar esse material para o ensino, admitimos que uma possibilidade de contribuir com essa situa-
cdo seria investigar a questao da elaboragéo de materiais com vistas a estreitar a relacao entre teoria
e pratica. Passamos entao a desenvolver pesquisa nessa dire¢ao. E levantamos algumas questoes:
Quais meios sdo eficazes para a articulacéo entre teoria e pratica docente? Quais estratégias tém sido
utilizadas para que isso ocorra? Os materiais didaticos, em geral, corroboram com que 0S estudantes
formem conceitos matematicos?

A pesquisa que vimos desenvolvendo tem nos mostrado que a produgao de materiais embasa-
da em teorias da educacao matematica, possivelmente possa ser um viés de respostas aos nossos
questionamentos. Até o momento produzimos materiais para o ensino de fungoes reais de uma
variavel real, e procedemos com as mesmas orientagoes do material apresentado neste artigo. Nos
aplicamos, em sala de aula de um curso de mestrado em educacao matematica, um material que ela-
boramos voltado ao ensino de limite de sequéncias reais. Esse material levava em conta dificuldades
desses estudantes sobre a definicao de limite de uma sequéncia real. Ressaltamos que essas difi-
culdades foram apontadas em pesquisas (FISCHBEIN, 1994), como por exemplo: buscar identificar
n, para um dado épsilon, variando n ao infinito e nao sua relagao funcional com esse epsilon; admitir
que o limite de uma sequéncia nunca € atingido, apenas o0s termos da sequéncia se aproximam dele;
e que sequéncias convergentes sao sempre monotonicas.

Os pesquisadores analisaram os conhecimentos prévios dos estudantes (0s quais ja haviam
estudado limite de sequéncias reais) e identificaram entre eles a existéncia dessas concepgoes ina-
dequadas. Apos a aula com a utilizagdo do material pdde-se constatar que os estudantes evoluiram
em suas imagens e definicdes conceituais' acerca desses conceitos, indicando acerto na abordagem
de ensino com a utilizag&o do material elaborado.

Para esse artigo optou-se, por apresentar o material relativo a abordagem dos conceitos de
continuidade e diferenciabilidade de fungoes reais de uma variavel real, mesmo sem té-lo aplicado em
sala de aula, por considerar que nao seria primordial té-lo ja aplicado, uma vez que na aplicagao cada
professor tera seu esquema de utilizagao, que dependera dos diversos fatores de sua sala de aula e
de sua formagao. Diante disso, busca-se evidenciar a necessidade de se integrar teoria e pratica no
campo da educacdo matematica para que haja efeitos dessa area na evolugcéo da aprendizagem da
matematica, especificamente, no ensino e aprendizagem de Calculo.

A esse respeito, Rasmussen, Marrongelle e Borba ressaltam que “é importante que o corpo de
pesquisa em ensino, aprendizagem e entendimento do Calculo contribua com a pratica educacional de
estudantes que estdo matriculados em cursos de Calculo a cada ano” (2014, p. 507, traducao nossa).

TEsses termos sao utilizados no sentido definido em Vinner e Tall (1981), o termo imagem conceitual é utilizado para “descrever a estrutura
cognitiva total de um aprendiz que é associada a um conceito, a qual inclui todas as figuras mentais e as propriedades e processos associados”
(p. 151, tradugao nossa). O termo definigao conceitual é utilizado para indicar a forma verbal utilizada pelo aprendiz para especificar um conceito.
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Rasmussen, Marrongelle e Borba revelam que, para o ensino e aprendizagem de Calculo, ha
quatro padrdes de pesquisas: as que buscam identificar e estudar dificuldades e obstaculos cog-
nitivos; as que tém por objetivo investigar 0s processos pelos quais 0s estudantes aprendem um
conceito particular; as que realizam estudos empiricos, que incluem reflexdo sobre os efeitos de
inovagoes curriculares e pedagogicas na aprendizagem de estudantes; e, mais recentemente, as
relacionadas a busca de conhecimentos, crengas e praticas de professores. Em relagdo a esses
estudos, os autores ressaltam sobre a necessidade de os pesquisadores da area da educagao
matematica no ensino superior se engajem no desenvolvimento de projetos de pesquisa abran-
gentes, com vistas a abordagem de questdes relacionadas ao ensino e aprendizagem de Calculo,
quer sejam de natureza teorica ou pratica. A produgdo do material apresentado nesse artigo vai ao
encontro dessas recomendagoes.

Nos estudos de Robert e Speer (2001), é reforcada a urgéncia da integragdo entre teoria e pra-
tica em estudos relacionados ao ensino de Galculo, com destaque a duas categorias de pesquisa re-
lacionadas ao ensino e aprendizagem de Calculo e de Analise. A primeira inclui pesquisas guiadas por
teorias, e a segunda, guiadas pela pratica. Essa categorizacao nao implica dizer a existéncia de uma
separagao, uma vez que Robert e Speer entendem que essas duas abordagens sao complementares
e que o campo de pesquisa da educagao matematica “vai fazer progressos no ensino e na aprendiza-
gem, de maneira eficaz, so se tratar, de forma significativa, com as questoes teoricas e pragmaticas
simultaneamente” (p. 297, tradugao nossa).

Mamona-Downs e Downs (2002) consideram trés pontos relativos as abordagens dos conteu-
dos do ensino superior: (a) uma reclamagao dos estudantes de que a matematica é “muito abstrata” e
eles “frequentemente carecem, no nivel avangado, do sentido da razdo pela qual a abstragao foi feita”
(p. 168, traducao nossa, grifo do autor); (b) a questédo do rigor, pois na Escola Basica o processo de
producao de argumentos nao € feito por meio de afirmagoes matematicas precisas, como no ensino
superior; (c) a diferenga que na matematica avangada a conceptualizagao tende a ser feita apos a
exposicao da definicao formal dos objetos. Nesse aspecto, os autores relatam o seguinte sentimento
dos estudantes: “Eles sentem que a propria natureza do material ensinado mudou radicalmente e nao
entendem completamente, por que e como lidar com essa mudancga” (p. 98, traducao nossa).

lgliori (2009) reforga diferengas na maneira como a aprendizagem em nivel superior, relativa-
mente ao nivel basico, é concebida e pontua mudangas na forma como os contetdos curriculares
sao tratados, bem como na atitude dos estudantes. Os contetdos sao considerados como objetos de
ensino, ou seja, um conjunto de saberes que devera ser “ensinado” a sujeitos que deverdo “aprender”.
No ensino superior, 0s conteudos sao objetos de aprendizagem, os quais “deverao ser compartilha-
dos entre professores e estudantes ‘sujeitos que estudam’ (p. 11). Em razéo da diferenga de como
0s conteudos séo considerados, nota-se uma mudanca na atitude dos estudantes, pois eles passam
a adquirir maior responsabilidade pelo sucesso (ou insucesso) de sua aprendizagem.

As diferencas indicadas entre abordagens da matematica no ensino basico e superior, além
da necessidade de coordenar aspectos teoricos e praticos nas investigagoes para o ensino, levam a
inserir entre 0s objetos de pesquisa da educagao matematica a elaboragao de materiais para o ensino
que sejam respaldados em constructos teoricos e que levem em consideragao a transicéo entre a
matematica basica e a matematica superior.

Com base nos elementos apresentados nesta se¢ao, considera-se que as teorias podem chegar
as praticas de sala de aula por meio de materiais elaborados para o ensino e norteados por essas
teorias. No caso desse artigo, o material teve seu processo de producao fundamentado em elementos
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da Génese Documental, proposta por Gueudet e Trouche (2009), bem como em indicagoes teoricas
que favorecem a aprendizagem, desenvolvidas por David Tall e seus associados.

REFERENCIAS TEORICAS DO MATERIAL

Nesta secdo, serao apresentadas as teorias que fundamentaram a elaboracdo do material
apresentado nesse artigo. A Génese Documental tem suas bases na documentacao produzida por
professores para a preparacao de suas aulas. Para Gueudet e Trouche (2009), essa documentagao
esta no cerne tanto das atividades quanto do desenvolvimento profissional do professor. O trabalho
de documentacao, definido por eles, constitui-se em: buscar por novos recursos, selecionar e criar
tarefas matematicas, planejar sequéncias nas quais as atividades serdo desenvolvidas, gerenciar o
tempo e a administragdo dos artefatos disponiveis.

No ambito dessa teoria sao definidos dois termos: recurso e documento. O termo recurso é
utilizado para descrever uma variedade de artefatos e outros elementos que podem ser utilizados pelo
professor no desenvolvimento de uma aula ou um conjunto de aulas. Um recurso pode ser, por exem-
plo, um livro texto, uma aplicacao produzida num software ou uma lista de exercicios a ser resolvida
pelos alunos. Um recurso nunca € isolado, ou sejam trata-se de um conjunto de recursos. Enfim, o
professor esboga num conjunto de recursos seu trabalho de documentagao.

0 que se pretende, nesse artigo, é propor que a elaboracao de materiais para o ensino de Calcu-
lo seja alvo de pesquisas na area de educagao matematica, cujo objetivo € contribuir com a ampliagao
do repertorio de recursos de um professor, bem como com o processo de documentacao para a
preparagao de suas aulas. 1sso ocorre porque consideramos que essa agao permitird o estreitamento
da relagao entre teoria e pratica, constituindo-se em fonte de informacoes para a criacdo de novos
recursos a serem utilizados pelos professores. Nessa perspectiva, Gueudet e Trouche representam o
processo que eles denominam de Génese Documental pela igualdade indicada em (1),

Documentos = Recursos + Esquema de utilizagdo (1)

0 esquema de utilizagdo é um componente psicoldgico definido por Vergnaud “como uma
organizagao invariante do comportamento do sujeito para uma classe de situagoes” (1998, p. 229).
0 processo de Génese Documental é indicado pelo seguinte esquema da figura 1.

E importante destacar que o material apresentado no artigo ndo se configura como um
documento, 0 que SO podera ocorrer na conjungao de um recurso a um esquema de utilizagao de um
professor. Ele foi preparado, nas condi¢oes de um recurso segundo a Génese Documental, ou seja,
um recurso € algo que o professor usa para sua aula, constituido por trés componentes entrelagados:
0 componente material; 0 matematico e o didatico.

0 componente material € composto por equipamentos, por exemplo, papel, computador, ficha-
ros, etc.

As nocOes matematicas, as tarefas que as envolvem e técnicas constituem o componente
matematico.

No componente didatico, devem ser levados em consideragao aspectos institucionais e pedago-
gicos que influenciam no trabalho do professor em sala de aula. Gueudet e Trouche definem que esse
componente engloba também “elementos organizacionais que vao desde 0 mapeamento do ano ao
planejamento de uma tnica sessao de uma hora” (GUEUDET, TROUCHE, 2009, p. 207, tradugao nossa).
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Figura 1 - Representacdo esquematica da Génese Documental.
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Fonte: GUEUDET, TROUCHE, 2009, p. 206, tradugé@o nossa.
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Sao esses trés tipos de componentes que formatam o material que estamos produzindo.
Conforme a teoria em que nos embasamos, um recurso acompanhado de um esquema de utiliza-
¢ao é o0 que sustenta a acao do docente em sala de aula, por essa razao pretendemos que 0S ma-
teriais que produzimos possam compor o conjunto de recursos de um professor quando prepara
um documento para suas aulas de Calculo. Os constructos teoricos de Tall referentes a nocao de
organizador genérico e raiz cognitiva foram tomados como elementos do componente didatico.

0 organizador genérico é definido como “um ambiente (ou micromundo) que permite ao apren-
diz manipular exemplos e, se possivel, contraexemplos de um conceito matematico especifico, ou de
um sistema de conceitos relacionados” (TALL, 2000, p. 10, tradugao nossa). O termo “genérico” foi
utilizado para denotar que a atengao do aluno € dirigida a determinados aspectos dos exemplos con-
siderados, devendo esses aspectos incorporarem elementos do conceito abstrato, objetivado pelo
professor/pesquisador. Possiveis exemplos de organizadores genéricos sdo: o material Cuisenaire e
0s Blocos de Dienes.

Outro exemplo de um organizador genérico € uma aplicacao desenvolvida em um software que
da retorno imediato as alteragoes realizadas pelo usuario. Considerando as funcionalidades disponiveis
no GeoGebra, determinada aplicagao nele construida pode ser um organizador genérico. Contudo, essa
aplicagao deve levar em conta a selegao de uma ideia importante e essencial, que sera o foco da atengao
do estudante. Essa ideia ndo é necessariamente o alvo do estudo realizado naquele momento, porém
ela auxilia o sujeito a desenvolver intuigdes apropriadas ao desenvolvimento tedrico, pois, segundo Tall:

[...] um organizador geneérico esta devidamente projetado e o agente de organizagao
atua de forma eficaz, a compreensao intuitiva das ideias oferecidas pelo organizador
pode fornecer uma base solida para o desenvolvimento posterior da teoria formal.
Isso pode depender muito da agéo do agente organizador que tenta garantir que as
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propriedades ndo-genéricas do organizador ndo atuem como distratores e causem
obstaculos (TALL, 1986, p. 85, tradugéo nossa).

Denomina-se raiz cognitiva qualquer conceito ou nocao que pode ser utilizado no desenvol-
vimento de um organizador genérico, ou Seja, ela é “uma unidade cognitiva que é (potencialmente)
significativa ao estudante naquele momento, no entanto deve conter sementes de uma expansao cog-
nitiva para definigoes formais e desenvolvimento tedrico futuro” (TALL, 2000, p. 11, tradugao nossa).

No material apresentado nesse trabalho, a raiz cognitiva utilizada é¢ a nogao de retidao local,
definida do seguinte modo: diz que uma fungao possui retidao local se sua representagao grafica se
assemelha a uma linha reta nas vizinhangas de um ponto para um determinado grau de ampliacao
dessa vizinhanca. Essa nogao pode ser verificada assim:

[..] fago um zoom no gréfico e observo uma parte desse zoom, em seguida amplio
essa parte e observo que ela vai ficando cada vez menos curvada até que em certo grau
de ampliagao essa parte se assemelha a um segmento de reta. Um grafico com essa
propriedade é dito ser localmente reto (TALL, 2013, p. 299, tradugao nossa adaptado).

Em um ambiente computacional, Tall elaborou o organizador genérico Magnify, que “permite ao
usudrio focar sua atengao ao grafico e tracar uma parte ampliada dele numa segunda janela” (TALL,
2000, p. 11, traducdo nossa). Na Figura 2, é utilizado o Magnify para o estudo da funcgao real dada
pela seguinte sentenga g(x) = sen x:

Figura 2 - Verificacao da retidao local do grafico de uma fungao.

| magn.=z8

y=H.841471

Fonte: TALL, 2000, p. 12.
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UM MATERIAL PARA 0 ENSINO DE CALCULO

Nesta secgao, é apresentado um material elaborado para ser utilizado em sala de aula, em cur-
sos da area de Exatas, referente a abordagem e relagao entre os conceitos de continuidade e diferen-
ciabilidade de fungoes reais de uma variavel real. A metodologia utilizada teve por base a estruturacao
de um recurso, conforme a Génese Documental, em componentes. Nessa perspectiva, buscou-se
identificar os trés componentes das atividades elaboradas: o componente matematico, 0 material e 0
didatico, bem como o papel de cada um deles no desenvolvimento do material de ensino. Na sequén-
cia, serdo apresentados esses componentes e evidenciadas suas potencialidades na construcao das
atividades, assim como do material.

O componente matematico, como poderia se esperar, trata dos conceitos matematicos a
serem abordados acerca da continuidade e a diferenciabilidade de uma fungao real de uma va-
riavel real. O teorema que os relaciona desempenha um papel crucial, sendo ele: “Se uma fungéao
f.la.bl= R — R ¢ diferenciavel em x, <(.5) entdo f € continua em .

Esse teorema estabelece uma condicéo de suficiéncia entre a continuidade e a diferenciabilidade. No
entanto, como se sabe existem fungdes continuas nao diferenciaveis, ou seja, Nao € necessario que uma
funcao seja diferenciavel para ser continua. E esse 0 ponto tratado no material apresentado nesse artigo.

E fato que, em geral, na exploragao dessas relages, poucos exemplos sao apresentados.
0 mais comum, por isso um exemplo classico, é o da fungdo modular h(x) = | x |, fungao essa
continua no ponto x = 0, mas nao diferenciavel nesse ponto.

Tall chama atencéo sobre o cuidado que se deve ter na escolha de exemplos, ele diz que, em um
“curso introdutorio de Calculo, geralmente focam-se em fungGes regulares dadas por uma combinagéo
de fungoes usuais. Isso necessariamente da a impressao de que funcoes sao geralmente diferenciaveis,
configurando um “met-before”® para ideias posteriores da matematica avangada” (2013, p. 314).

Como Tall, achamos importante tomar como diretriz a insercdo no componente didatico,
outros exemplos mais complexos, o caso de uma fungao continua e nao diferenciavel em todos os
pontos de seu dominio.

Além do cuidado de escolha dos exemplos, inserimos também nesse componente a abordagem
corporificada da nogéo de retidao local, que também foi proposta por Tall. Essa abordagem impli-
ca elaborar um meio de decisao sobre a diferenciabilidade de uma fungao a partir da retidao local.
Para esse autor, € possivel estabelecer a nao diferenciabilidade de uma fungao em um dado ponto a
partir do estudo da retidao local, nas vizinhangas desse ponto. Isto € uma funcéo € nao diferenciavel
em um ponto quando sua representacao grafica, nas vizinhangas desse ponto, nao se assemelhar
a uma reta, qualquer que seja o grau de ampliacao desse grafico. Vejamos um exemplo: a fungao
h(x) =|sen (x) |. Observando seu grafico, tendo por base a retidao local, pode-se concluir que / nao é
diferenciavel nos pontos , qualquer que Seja 0 numero inteiro.

A Figura 3 mostra o grafico de h, na Janela de Visualizagdo, bem como uma ampliagéo desse
grafico em uma vizinhanga de , na Janela de Visualizagao 2.

20 termo met-before refere-se a determinados aspectos do pensamento que foram encontrados em ocasioes anteriores e agora fazem parte
da maneira pela qual o sujeito pensa, possivelmente, afetando a maneira pela qual novas ideias séo desenvolvidas.
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Figura 3 - Representacgao grafica da fungao h e uma vizinhanga de x=r ampliada.

v Janela de Visualizagao X!| ¥ Janela de Visualizag&o 2 a X
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-2 Sentenca da funcdo a ser-estudada: abs(sen(x))
B e R

Fonte: Produgao nossa.

0 estudo da fungao h, uma fungdo nao diferenciavel em um nimero infinito de pontos de seu
dominio, favorece o levantamento da conjectura: Existe uma funcao continua para qual sua represen-
tacdo grafica ndo satisfaca a retidao local em qualquer ponto de seu dominio? Ou, falando de outra
maneira, a exemplo da fungao h, existe uma funcao continua em que seu grafico nunca se asseme-
lha, localmente, a um segmento de reta, para qualquer que seja o grau de ampliacéo dessa parte do
grafico?

Esperar a existéncia de uma tal fungao nao ¢ compativel com a nogao de continuidade. Foi essa
a andlise feita para propor a construgao do grafico da fungdo manjar branco, como uma atividade
motivadora para ampliar a analise da relacdo continuidade/diferenciabilidade e favorecer estudos
mais avangados.

O terceiro e ultimo componente, 0 componente material, € aquele que fornece os elementos
para a construgao das atividades (o material para o ensino), trata-se de uma aplicacéo desenvolvida
no software GeoGebra, que permite construir termos de uma sequéncia de fungdes cujo limite é a
fungao manjar branco e as somas parciais dessa sequéncia.. Essa aplicacao foi elaborada nessa
pesquisa e foi por nds denominada “ManjarBrancoG”. A fungao, manjar branco, b é definida assim:

b(x) = Z £.(x) 2)

sendo /,(¥)= %f (2""-%) g f(x) = d(x, z)* Essa fungao d associa a cada x da reta real o modu-
lo da distancia entre x e o inteiro “mais proximo” de x. Por exemplo, d(0,1, z) = 1-0,1 = 0,9. E f4cil
verificar que para qualquer que seja x real, 0 <d(x, z) < 1. A Figura 4 apresenta uma implementagao
da “Manjar BrancoG” paran = 4

3d(x, Z) = inf {|x - z|, para z um inteiro}.
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Figura 4 - Aplicacéo “ManjarBrancoG”.
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Fonte: Produgao nossa.

Na Figura 4, é possivel observar duas janelas: a de Visualizacao (a esquerda) e a de Visua-
lizagao 2 (a direita). Na Janela de Visualizagao, ha um controle deslizante n, com a definicao de
variacao de 1 a 30, visualizado em n = 4, e duas caixas para exibir/esconder objetos. A primeira
caixa ¢ nomeada “Funcgao continua e ndo diferenciavel em um namero finito de pontos” que
apresenta, na Figura 4, o grafico dos 4 primeiros termos da série de funcdes que converge para
a fungao b. Na Janela de Visualizagdo 2, hd uma caixa para exibir/esconder objetos, denominada
“Representagdo da soma dos termos da sequéncia de fungoes” que apresenta o grafico da soma
das funcoes da Janela de Visualizagao.

Ha, na Janela de Visualizagdo, no eixo x, um ponto denominado A, que imp0e dependéncia
a pontos nas duas Janelas de Visualizagao. Na Janela de Visualizagdo, apresentada na Figura 4,
estao destacados alguns desses pontos, 0s quais tém, como abscissa x, a abscissa do ponto A,
e como ordenada os valores de f(x,), i = 1, 2, 3 e 4, sendo 4 o valor fixado no controle deslizante
n. Na Janela de Visualizagao 2, estdo dois pontos: um no eixo X, que possui 0S mesmos valores
de abscissa e ordenada do ponto A; e outro que tem abscissa do ponto A e ordenada . Os pontos
indicados nas duas Janelas foram concebidos com vistas a possibilitar ao usuario a analise de
“bicos” dos graficos das fungoes envolvidas.

Com a definicao dos trés componentes da Génese, elaborou-se um conjunto de cinco ativida-
des que compoem o material de ensino que é objeto desse artigo.

No Quadro 1, é apresentado esse conjunto de atividades que trata do estudo passo a passo da
fungao manjar branco. Nas duas primeiras atividades, objetiva-se identificar pontos nos quais a fun-
cao f,, terceiro termo da série cujo limite b € a fungao manjar branco, nao seja diferenciavel. E ainda
conjecturar o que acontece, com a quantidade de pontos de £ em que ela nao seja diferenciavel, na
medida em que o/ aumenta.
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Com as atividades trés e quatro, pretende-se estudar uma soma parcial da série de fun-
¢oes, cujo limite é a fungao b, a fungdo manjar branco, e 0s pontos nos quais essa soma parcial
nao seja diferenciavel.

Por fim, com a quinta atividade, tem-se por finalidade estimar uma “possivel aparéncia” da
fungdo manjar branco, feita pelo GeoGebra.

Quadro 1 - Atividades propostas com a “ManjarBrancoG”.

Neste conjunto de atividades, serd mobilizado o estudo da fungdo “manjar branco”, isto é, a funcao b definida em [0,1] e assumindo
valores no conjunto dos nimeros reais. Essa funcéo é definida como:

bx) =D £ )

sendo f: [0, 1] —» R, definida por f;(x) = %f(f“l -x),i=1,2¢ef(x) =dx Z).
Propde-se: 2

1) Selecionando-se apenas a opgao “Fungao continua e nao diferenciavel em um nimero finito de pontos” e utilizando o mouse, faga
0 sequinte:

a) Mova o controle deslizante 7 para 3, observe o grafico e responda: para quais valores do dominio a fungéo f, nao € diferenciavel?
(Resposta esperada: 0,125; 0,25; 0,375; 0,5; 0,625; 0,75; 0,875)

b) Movimente o controle deslizante, para outros valores e conjecture o que acontece com a quantidade de valores do dominio de , para
qualquer /, para os quais a f, nao seja diferenciavel?
(Resposta esperada: A quantidade de valores nos quais a fungao fi nao é diferenciavel aumenta a medida que n aumenta)

2) Selecionando-se apenas a opgao “Sequéncia de fungdes continuas e nao diferenciaveis”, serdo exibidos, na Janela de Visualizagao,
n fungdes que sao continuas e nao diferenciaveis. Movimente o ponto A, perceba que aparece um conjunto de pontos sobre 0s gréficos
das f que tém a mesma abscissa de A.

a) Movimente o controle deslizante para o valor n = 4 e posicione o ponto A em x = 0,5. E analise 0 comportamento das £,/ = 1, 2,
3, 4, quanto a diferenciabilidade nesse ponto.
(Resposta esperada: As fungdes £, para i = 1,2,3,4 nao sao diferenciaveis emx = 0,5.)

b) Repita o processo do item anterior, porém alterando o ponto A para x = 0,625, e analise 0 comportamento das £,/ = 1, 2, 3, 4,
quanto a diferenciabilidade nesse ponto.

(Resposta esperada: Existem duas fungées que sao diferenciaveis e x = 0,625 e outras duas que nao sé@o diferenciaveis nesse
ponto.)
c) Repita o processo do item a), porém alterando o ponto A para x = 0,875, e analise 0 comportamento das £, i = 1, 2, 3, 4, quanto &
diferenciabilidade nesse ponto.

(Resposta esperada: Existem duas fungdes que sao diferenciaveis em x = 0,875 e outras duas que nao sao diferenciaveis nesse
ponto.)
d) Conjecture o seguinte: se calcularmos f, + f, + f, + f,, podemos afirmar que a fungéo resultante sera diferenciavel emx = 0,5?
Eemx = 0,625? Eemx = 0,8757

(Resposta pessoal)
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3) Selecione a opgao “Representacao da soma dos termos da sequéncia de funcoes’ e observe o gréfico da fungao que surge na
Janela de Visualizagao 2. Nessa Janela tem um ponto que nao permite que seja movimentado, porém ele é dependente do ponto A
da Janela de Visualizagdo. Responda as seguintes questoes:

a) A fungao que é representada na Janela de Visualizagao 2 é diferenciavel em x = 0,57
(Resposta esperada: Nao é diferenciavel.)
b) Eemx = 0,625?
(Resposta esperada: E diferenciavel.)
c) Eemx = 0,8757
(Resposta esperada: E diferenciavel.)

4) Com todas as opg0es disponiveis selecionadas, observe todas as representagoes que aparecem nas duas Janelas.

a) Preencha a tabela de acordo com o que é observado.

Valor Quantidades de “bicos” que aparecem na representagao Quantidades de “bicos” que aparecem na representacao

de “n” grafica da funcéo, apresentada na Janela de Visualizacao grafica da funcéo, apresentada na Janela de Visualizagao 2

1 (Resposta esperada - 1) (Resposta esperada - 1)
2 (Resposta esperada - 3) (Resposta esperada - 2)
3 (Resposta esperada - 7) (Resposta esperada - 5)
4 (Resposta esperada - 15) (Resposta esperada - 11)

b) Se fizemos n tender a infinito, conjecture o que acontece com a quantidade de valores nos quais a fungao, representada na
Janela de Visualizagdo 2, nao seja diferenciavel?
(Resposta esperada: A quantidade de valores nos quais a fungao nao é diferenciavel tende ao infinito.)

5) Movimente controle deslizante paran = 30, espere um pouco, essa é a representagao maxima que o software suporta da
sequéncia de fungoes, cujo limite € uma fungao continua e nao diferenciavel. O software tem uma restrigao, ou seja, fica muito
instavel para essa quantidade de termos e ndo conseguimos utilizar a ferramenta zoom para observar com detalhes essa repre-
sentagao grafica da fungdo.

Fonte: Elaboragao nossa.

O repositorio digital no qual as atividades produzidas serdo disponibilizadas é o WordPress.
Esse ambiente é um local, ndo s6 de um repositorio dos cenarios de aprendizagem que podem incluir
videos, podcasts, objetos de aprendizagem, micromundos, etc., como também um ambiente aberto e
permanente de orientacoes, subsidiadas por textos e pesquisas no contexto da educagao matematica.

0 WordPress pode estabelecer a relagao de pesquisadores com professores de Calculo pelo
fato de esse ambiente favorecer a divulgacao das atividades e propiciar aos professores usuarios
nao so a utilizagdo dessas atividades em sua pratica profissional, mas também a coautoria em um
didlogo com os pesquisadores envolvidos, sugerindo reformulagao, atualizacao e/ou ampliagao
por meio de ferramentas de feedback disponiveis no WordPress. Um exemplo de ferramenta de
feedback é um comentario feito por um professor que utilizou o material produzido e disponibili-
zado. O ambiente possibilita a inclusdo de relatos de experiéncias entre seus usuarios, permitindo
0 desenvolvimento e aprimoramento continuo da pratica docente em matematica com o uso de
recursos tecnoldgicos. A utilizagao do ambiente WordPress facilita a divulgacao de contetdo di-
datico-pedagogico, bem como a indexagao em ferramentas de busca da Internet, como o Google,
além da possibilidade de integragao com outras tecnologias.

Esse procedimento de pesquisa segue orientagéo qualitativa, uma vez que os pesquisadores estao
interessados no processo de cooperagao com professores em sala de aula. Essa orientacdo metodoldgica
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é indicada por Rogers (2003), quando apresenta um modelo de inovagao-decisao em que esquematiza o
processo pelo qual o individuo passa do conhecimento mais geral sobre a inovagao, aprofundando esse
conhecimento, formando uma opiniao ou uma atitude a seu respeito, até chegar a decisao de adota-la ou
rejeita-1a para, enfim, no caso de adogao, trabalhar com a implementagao e confirmar essa decisao.

CONSIDERAGOES FINAIS

Nesse trabalho, foi apresentado um material com vistas a trazer, aos professores de Calculo,
elementos para explorar a relacao entre continuidade e diferenciabilidade, com embasamento tedrico
para tal. A organizagéo desse material foi feita por meio da nogéo de recurso apresentada por Gueu-
det e Trouche (2009), bem como constructos tedricos desenvolvidos por Tall (2013).

O material apresentado envolve conceitos matematicos que, com mais frequéncia, sao
apresentados em cursos de Analise. Tall defende que, com o auxilio do computador, é possivel
apresentar ideias complexas como, por exemplo, no Calculo, sem ter de se seguir uma sequéncia de
contetdos do simples para 0 mais complexo. Para o autor:

[...] o computador oferece novas possibilidades. Ao invés de construir do simples
para o complexo, é possivel construir, com determinado software, ambientes para
que o aprendiz possa explorar ideias mais complexas desde o principio. Essa forma
de aprendizagem envolve a negociagao de significados de conceitos matematicos
modelados pelo computador nos quais a organizagao do curriculo e o papel do pro-
fessor € crucial (TALL, 1989, p. 37, tradugao nossa).

Com base na proposta desse pesquisador inglés, é possivel utilizar essas ideias avangadas
para a apresentagao do exemplo de uma fungao continua e néo diferenciavel em todos os pontos do
dominio, mesmo em um curso de Calculo, sendo que essas ideias podem ser formalizadas posterior-
mente, por meio de provas. As exploragoes feitas, no conjunto de atividades apresentadas no Quadro
1, com a aplicacdo “ManjarBrancoG”, por si S0, ndo justificam a condi¢do de a fungao manjar branco
ser continua e nao diferenciavel em todos os pontos de seu dominio, 0 que pode ser demonstrado
posteriormente, porém a discussao sobre sua existéncia e 0s elementos apresentados no artigo po-
dem motivar os alunos e favorecer a compreensao de resultados matematicos mais complexos que
envolvam o0s conceitos de continuidade e de diferenciabilidade.

A proposta desse artigo, referenciada na Génese Documental, foi tomar como objeto de pesqui-
sa a elaboracdo de um material para o ensino de Galculo, munido de condigdes que possibilitem sua
insercao no repertorio de recursos de um professor de Calculo em cursos da area de Exatas, quando
faz suas escolhas para o desenvolvimento da documentacao para suas aulas. Com relacéo especi-
ficamente ao material apresentado nesse artigo, declaramos que ele ainda nao foi aplicado em sala
de aula, porém vivenciamos uma experiéncia com outro material que elaboramos nesses mesmaos
moldes, sobre o ensino de contetdos de Calculo de fungdes reais de uma variavel real (ALMEIDA,
2017), cujo resultado obtido motivou-nos a continuar essa pesquisa, com a pretensao de melhorar a
qualidade dos materiais elaborados, bem como de recursos para documentos. Para tanto, é neces-
sario que os recursos venham atrelados a esquemas de utilizacao. Essa transformagao do material
elaborado para recurso e, posteriormente, para documento implica agoes praticas do pesquisador na
observagao de professores.
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Essas agOes, em nossa pesquisa, estdo sendo tratadas por meio da utilizagdo de um espaco
desenvolvido num repositorio digital, no qual pretendemos inserir os materiais produzidos, dialogar
com docentes para a obtencéo dos retornos avaliativos desses materiais, de modo a se observar, por
meio desse didlogo, 0s esquemas de sua utilizagao.

Ademais, quando um material € elaborado com base em teorias da area de educagao matema-
tica, espera-se que sua validade seja justificada no que tange ao desenvolvimento da aprendizagem.
No caso apresentado nesse artigo, 0 componente didatico foi norteado pelas propostas de Tall que
expressam meios de favorecimento da aprendizagem de conceitos do Calculo. Mas, a qualificagao
do componente didatico por si s6 ndo é suficiente, pois vai depender da pertinéncia da escolha dos
elementos do componente material que, nesse caso, foi o software GeoGebra, que possui ferramen-
tas e comandos que possibilitaram a construgao da aplicacdo “ManjarBrancoG”, considerando-se 0
conceito de retidao local, foi possivel inferir sobre a nao diferenciabilidade de uma funcgao.

Esse material traz, em sua formatagdo, marcas da Génese Documental como um meio de
colaborar com a ampliagao do conjunto de recursos para a sala de aula e dos constructos teoricos
de Tall, com vistas ao favorecimento da formacéo de conceitos matematicos. A expectativa dos
autores desse artigo em relacéo a utilizacado desse material para o ensino e aprendizagem € de se
obter bons resultados, em razao das teorias utilizadas, porém, eles entendem que Seu Sucesso vai
depender, como no caso do uso de qualquer outro recurso, do esquema de utilizagao. Enfim, é nossa
expectativa que materiais para o ensino de conteiidos matematicos, que tém teorias da educagéo
matematica como base de sua elaboragdo podem ser meios de estreitar a relagao entre teorias € a
pratica docente, algo necessario e desejado por essa area de conhecimento.
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