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AS RAIZES ENESIMAS IRRACIONAIS: UMA PERSPECTIVA A PARTIR
DAS FONTES SITUADAS NOS LIVROS DE HISTORIA DE MATEMATICA
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RESUMO

Os numeros irracionais, como saber a ser ensinado, geralmente é introduzido na escolaridade basica por meio das
raizes irracionais quadradas ou cubicas, numa apresentagao polarizada entre o pragmatico e o tedrico, com um des-
dobramento situado em calculos operatorios especificos. O objetivo deste trabalho foi descrever e analisar quais 0s
contextos da Historia da Matematica que poderiam contribuir para uma introdugao e desenvolvimento significativo das
raizes enésimas irracionais na escolaridade basica. Na parte metodoldgica, realizamos uma busca em livros que se
propdem a realizar uma descri¢ao e analise da Historia da Matematica. Neste material, constamos algumas contribui-
¢Oes com relagao as raizes enésimas irracionais que poderiam enriquecer a visao polarizada usual presente nos livros
didaticos da escolaridade basica. Porém, tais exploragoes mereceriam um tratamento adequado, de modo a efetivar
uma transposicao didatica para o saber a ser ensinado na escolaridade basica, 0 que incentivaria uma releitura dos
processos de ensino sobre o tema.
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Didatica.

ABSTRACT

Irrational numbers, such as knowing to be taught, are usually introduced at basic schooling through the irrational
square or cubic roots, in a polarized presentation between the pragmatic and the theoretical bias, with an unfolding
Situated at specific operative calculations. The objective of this work was to describe and analyze the inherent con-
texts of the History of Mathematics that could contribute to a significant introduction and development of the irrational
nth roots at basic schooling. In the methodological part, we carry out a search in books that propose to carry out a
description and analysis of the History of Mathematics. In this material, we present some contributions regarding the
irrational nth roots that could enrich the usual polarized vision present in textbooks of basic schooling. However, such
results deserve an adequate treatment, in order to effect a didactic transposition for the knowledge to be taught in
basic schooling, which can promote a new reading of the teaching processes over this subject.
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INTRODUGAO

No ensino atual de matematica, a introdugao aos numeros irracionais se situa no 7° ano do
Ensino Fundamental, ao situar as raizes quadradas e cubicas, porém ligado a aspectos pragmaticos.
Porém, ao realizarmos uma consulta aos PCN, expressos em Brasil (1998), existe mengao que o
trabalho com nimeros irracionais, no ensino fundamental, se encontra simplificado, limitando-se a
apresentacao de algumas raizes enésimas irracionais, na exposi¢ao de propriedades de radicais, em
calculos operatorios com radicais e na apresentagao de =.

De fato, as pesquisas de Pommer (2011) e Silva (2011) revelaram que alguns manuais esco-
lares expoem exemplos numeéricos envolvendo lados e arestas no ambito de nameros inteiros ou a
uma relagao de numeros inteiros. Nestes livros didaticos, a escolha de valores de area se situa em
quadrados perfeitos, de modo que o conceito de raiz quadrada ficou associado ao lado de uma figura
geomeétrica, este expresso por um numero inteiro ou racional.

As pesquisas acima citadas comentam que se segue o desenvolvimento do tema pela introdu-
cao de valores de area que ndo sao quadrados perfeitos, o que recai no uso do Teorema de Pitagoras.
Dai, por meio do uso de calculadora eletronica para expressar os resultados, os livros didaticos usual-
mente expressam um valor aproximado para uma ou duas casas decimais, dizendo que o resultado
& um numero irracional.

Este modo de exposicao acaba nao esclarecendo a natureza tedrica associado aos numeros
irracionais. Ao aluno fica a impressao que basta realizar um calculo aproximado, nao se aprofun-
dando o significado do conceito de aproximagao como modo de acessar 0S nimeros irracionais
ao mundo pragmatico.

Em outros manuais didaticos, ha uma exposi¢cao mais voltada a aspectos teoricos, onde 0s nu-
meros irracionais sao usualmente apresentados como uma cole¢ao de nimeros reais que ‘ndo’ sao
racionais. Ripoll (2001) comenta que este tipo circular de defini¢ao, feito por excluséo ou negacao,
inibe a exploracao de alguns aspectos essenciais dos numeros irracionais, no ensino basico.

Por outro lado, Silva (2011) observou que nos livros didaticos existe uma tendéncia de
valores prototipicos, como é 0 caso de /2 e~/3, geralmente abordados de modo sistematizado
e teodrico, pela aplicacéo do teorema de Pitagoras, conforme se observa na figura 1. Historica-
mente ha fortes indicios que este processo ndo foi o utilizado pelos antigos gregos, de acordo
com Boyer (1991) e Struik (1992).

Figura 1 - Obtencao de 2.

d2=1*+17
1 d*=2

d=+2

1

Fonte: Smole; Diniz (2008)

Em outros manuais escolares, ha a representagao geométrica de V2, naretareal, o que aca-
ba introduzindo 0s numeros reais como a uniao do conjunto dos nimeros racionais e dos numeros
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reais (Pommer, 2011). Ao que se segue, 0s nimeros irracionais sao definidos como as dizimas nao
periodicas, em contraposicao as dizimas periodicas, ou seja, 0S nimeros racionais.

Deste modo, as raizes enésimas irracionais geralmente sdo apresentadas nos manuais escolares
por meio de duas visdes antagonicas: a pragmatica e a tedrica. Em seguida, 0s manuais desenvolvem
0 tema por meio de inimeros exercicios de aplicacao imediata, envolvendo as propriedades de radicais.

Em face destas constatagGes presente em varios livros didaticos de mercado editorial brasileiro,
questionamo-nos se esta visao predominante em varios livros didaticos de mercado editorial brasileiro
se encontra presente no desenvolvimento historico-epistemoldgico das raizes enésimas irracionais.

Para viabilizar o contexto citado com relacao aos numeros irracionais, realizamos busca em
livros de referéncia que se propdem a realizar uma descricao e analise da Historia da Matematica. Em
sintese, este texto teve como foco descrever e analisar quais 0s contextos da Historia da Matematica
que poderiam contribuir para uma introdugao e desenvolvimento significativo das raizes enésimas
irracionais na escolaridade basica.

REFERENCIAL TEGRICO

A organizagao da Matematica pode ser enganadora em um aspecto basico. O saber matematico
oferecido em livros de referéncia usualmente se atem a uma apresentagao logica organizada, praxis'
que deixa a impressao de que os matematicos, a partir de uma definicao, constroem o conhecimento
de teorema em teorema, de forma espantosamente natural e podem resolver qualquer dificuldade.

Kline (1976) aponta que a historia pode proporcionar uma perspectiva total e relacionar topicos
dos diferentes areas, pois esta nos ensina que o desenvolvimento de um tema se faz pouco a pouco,
com resultados que provém de diversas dire¢oes. Porém, muitas contribuigoes advindas da historia
do conhecimento matematico se encontram simplificadas na escolaridade basica.

0 uso da historia da Matematica deve promover uma continuidade com relagéo ao significado
de objetos matematicos usuais da escola basica. Neste mote, nao é possivel se:

[...] ensinar qualquer conteddo, das ciéncias as linguas, passando pela Matematica,
sem uma visdo historica de seu desenvolvimento. E na Historia que se podem perceber
as razoes que levaram tal ou qual relagao, tal ou qual conceito, a serem constituidos,
reforgados ou abandonados (MACHADO, 2004, p. 103).

Para os PCN, descritos em Brasil (1998), a utilizacao da historia da Matematica permite enten-
der que o conhecimento matematico sofreu revezes, de acordo com aspectos culturais e econdémicos
de cada civilizagdo. Assim, o desenvolvimento de conceitos matematicos nao necessita se submeter
a linearizacéo e a temporalidade dos fatos historicos. Os PCN destacam que a abordagem historica
consiste em “[...] um recurso didatico com muitas possibilidades para desenvolver diversos concei-
tos, sem reduzi-las a fatos, datas e nomes a serem memorizados” (BRASIL, 1998, p. 42).

Brolezzi (1991) reforca que, no ambito escolar, ha uma auséncia de um principio que permita
“[...] contrapor uma concepgao linear evolutiva da Matematica com uma visao que inverta o sentido
da Historia, pois isso revelaria uma multiplicidade de caminhos para a construcéao de significados no
ensino” (p. 4). De um modo especial, 0 autor destaca que é essencial se ater aos livros que se situam

' Préxis é o conjunto das ag6es ou usos das atividades humanas que delimitam as condigdes ou ordem indispensaveis a existéncia atividade
material, a produgao e a pratica usual do objeto de estudo.
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na Historia da Matematica, pois estas fontes contém valiosos indicios e pormenores que podem
revelar as motivagoes para o surgimento das ideias ou conceitos matematicos.

O caminho histérico constitui uma referéncia essencial e fonte de recursos para ampliar as
discussoes para a compreensao da nogdo de nimero irracional. Observamos que esta via fica irre-
mediavelmente atrelada ao estabelecimento de uma salutar rede de significagoes, conceito exposto
em Machado (1995).

A concepgado do conhecimento como rede de significagoes constitui uma imagem emergente
para a representagéo do conhecimento, pois situa uma forma de maior compreensao na apresentacao,
organizagao e construgao do conhecimento no mundo atual. Nesta perspectiva, conhecer € como:

[...] enredar, tecer significagoes, partilhar significados. Os significados, por sua vez, sao
construidos por meio de relagdes estabelecidas entre 0s objetos, as nogoes, 0s con-
ceitos. Um significado € como um feixe de relagoes. O significado de algo é construido
falando-se sobre 0 tema, estabelecendo conexdes pertinentes, as vezes insuspeitadas,
entre diversos temas. Os feixes de relagoes, por sua vez, articulam-se em uma grande
teia de significagdes e o conhecimento € uma teia desse tipo (MVACHADO, 2001, p. 4).

Levando-se em consideragdo 0S numeros irracionais, cujo aperfeicoamento matematico levou
séculos, a forma usual de apresentacao deste tema em muitos dos livros didaticos de ensino basi-
co, sem vinculos com a génese historica causa dificuldades na aprendizagem deste conhecimento
escolar. Assim, a reflexao e analise em relagdo ao modo como ocorreu e se desenvolveu a rede
historica dos conhecimentos pode se constituir em apoio fundamental para encaminhar aportes que
fundamentem uma visdo de construgdo mais significativa dos nimeros irracionais no ensino basico.

0 REFERENCIAL METODOLOGICO

A auséncia da perspectiva da evolugao historica nos conhecimentos expressos nos livros
didaticos abre uma possibilidade para a necessaria critica frente a este meio de trabalho escolar.
Um fator que permite entender a problematica inerente aos manuais escolares é o conceito de
transposicao didatica.

Os livros de Historia da Matematica podem se enquadrar no que Chevallard (1999) denomina de
transposigao didatica. Nos livros de Historia da Matematica ha uma transformagao dos saberes cien-
tificos (savoir savant), aqueles que decorrem das descobertas dos grandes matematicos e cientistas,
em saberes a ensinar (savoir a ensigner), que estao presentes em materiais como os livros didaticos
e paradidaticos, num contexto de Transposicéo Didatica Externa.

Os livros de Histdria da Matematica podem contribuir para esta etapa de transposicao didatica
externa. Chevallard (1999) propde que o processo historico ndo implica que o aluno deva se apropriar
do saber tal qual ele foi produzido pela comunidade de cientistas e pesquisadores. Cabe, assim, as
diversas instituicoes promoverem agoes de sistematizar e tornar ensinavel o saber cientifico.

Uma primeira transformagao do saber cientifico € denominada de transposicao didatica externa,
configurando os saberes sabios em um saber a ensinar. Chevallard (1999) destaca que no processo
de transposigao didatica, do saber sabio ao saber a ensinar, hd uma descontextualizagao e desper-
sonalizagdo dos objetos (matematicos ou nao), separando-os das origens carregadas de contextos
significativos devido as problematicas ocorridas no processo de construgdo do saber.

188




Este processo pode ser concebido como uma ‘desistorizagdo’ do saber, caracteristico da
transposicdo didatica. Guichard (1986) aponta que a transposigao didatica externa torna o saber
sabio uma realidade ahistorica, atemporal, que se impoe por si mesma, sem produtor, transpare-
cendo ser isento de qualquer contexto e processo de producdo. Deste modo, aos usuarios (pro-
fessores e alunos) nao parece ser possivel haver contestagao quanto as origens, as utilidades e os
significados do saber.

Como contribuicao ao processo de historizagao, os livros de Historia da Matematica poderiam
agregar elementos e parametros para a necessaria atualizagao e critica dos materiais didaticos atuais.
A preocupagao com o campo da didatica € uma area de pesquisa que recentemente, em meados do
século XX, passou a ser incorporada e discutida com relagéo aos livros de Historia da Matematica.

O historiador francés Henri-Irénée Marrou, em sua obra Sobre 0 Conhecimento
Historico, explica que o valor do recurso as fontes deve-se principalmente ao fato
de 0 passado nao poder ser alcangado diretamente, mas apenas na medida em
que reencontramos 0s tragos que ele deixou atras de si, e também na medida em que
formos capazes de interpreta-los, isto é, torna-los inteligiveis para nos (BROLEZZI,
1991, p. 3).

Para nos tornarmos capazes de interpretar as caracteristicas peculiares dos livros de Historia
da Matematica recorremos a uma categorizacdo. Os livros de Historia da Matematica podem ser
concebidos segundo diversos modos, de acordo com certos objetivos

Um livro de Historia da Matematica pode ser organizado apenas tendo em vista a
sequéncia cronologica de eventos, ou como uma série de biografias, ou de acordo
com os principais ramos da Matematica, ou como um livro fonte de material para
estudo, ou com relagao a resultados obtidos por um pais ou povo, ou de varios
outros modos, cada um dos quais pode ter certas vantagens (SMITH, 1923, p. iii).

Smith (1923) realizou um marco historico na concepgao dos livros de Historia de Matematica,
apresentando a obra em dois volumes: em um deles apresenta a abordagem cronologica e no se-
gundo, a apresentacao por temas. Em obras posteriores, Smith novamente aborda outras formas de
apresentacgao (temas especificos, época especifica, civilizagao especifica) da Historia da Matematica.

Com base na proposigao de Smith (1923) utilizamos para analise dos livros de Historia de Ma-
tematica a seguinte tipologia: Cronologia; Biografias e Ramos da Matematica (assunto).

Na Cronologia Classica ha um relato sucinto das diferentes manifestagoes sobre Historia da
Matematica proporcionando uma reconstituicdo do passado tendo como base em documentagao
disponivel até a atualidade. Os livros desta categoria fornecem exemplos e caracteristicas prototipi-
cas das diversas manifestacoes situadas em época delineadas na linha de tempo sucessiva.

Os livros de Biografia tém como fundamento o que Smith (1923) argumentava: as anedotas
e pequenos acontecimentos inusitados em torno da biografia dos autores quebram a monotonia da
narrativa historica e revelam o lado humano (nao-sobrenatural) dos autores, o que melhoraria a mo-
tivagdo para a apresentacao da Matematica.

Quanto aos livros de Histdria da Matematica por assunto ou tema, estes se fundamentam em
uma intengdo semelhante a exposigao de um livro didatico da escolaridade basica e ao trabalho dida-
tico do professor em sala de aula.
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Nosso referencial de pesquisa sera a pesquisa qualitativa do tipo bibliografico. Oliveira (2007)
coloca que a pesquisa bibliografica € uma modalidade de investigagao de documentos que se situam
em certo dominio ou fonte cientifica, sem necessariamente recorrer a fatos ou fendémenos da realida-
de empirica. Ainda, a autora acrescenta que a pesquisa bibliografica remete para as contribuicoes de
diferentes autores sobre o tema, 0 que recai sobre a pesquisa de fontes secundarias.

O ponto principal nas varias pesquisas qualitativas que envolvem documentos nao é a analise
de um texto, mas principalmente o:

[...] cruzamento e confronto das fontes € uma operacao indispensavel, para o que
a leitura hermenéutica da documentagado se constitui em operagao importante do
processo de investigagao, ja que nos possibilita uma leitura ndo apenas literal das
informagoes contidas nos documentos, mas uma compreensao real, contextuali-
zada pelo cruzamento entre fontes que se complementam, em termos explicativos
(CORSETTI, 2006, p. 36).

Para a escolha dos documentos a serem analisados, o levantamento bibliografico se fundamen-
tou em livros que envolvem a Historia da Matematica, como fonte secundaria, esta entendida com
um texto que tratam de informagGes gerais envolvendo o tema a ser pesquisado, tendo como base o
critério de diversidade de fontes bibliograficas. Deste modo, escolnemos uma amostra de livros de
Historia da Matematica como representantes do conhecimento historico-epistemologico dos nume-
ros irracionais, tomando-se a possibilidade de uso de autores com edigoes sucessivas, que garantem
maior credibilidade na comunidade de pesquisadores.

Nesse sentido, utilizamos como referéncia para a analise quatro livros de Historia da Matematica:
Paul Karlson (1961), Carl Boyer (1991), Dirk Struik (1992) e Otto Bekken (1994), listados nas referéncias
bibliograficas e indicados no quadro 01.

Quadro 01 - Sinopse de tipologia de livros utilizados.

Cronologia Classica | Biografia | Assunto
Boyer X
Struik X
Karlson X
Otto Bekken X

No material escolhido, foi realizada uma leitura preliminar de reconhecimento, seja pelo uso de
indice remissivo ou pelo indice, para efetivar uma leitura flutuante sobre o texto, de modo a encontrar
indicagoes envolvendo os numeros irracionais. O passo seguinte foi realizar uma leitura seletiva, de
modo a angariar os possiveis registros das informacoes envolvendo as raizes enésimas irracionais.

Apos o recolhimento e exposigao dos resultados, procedeu-se a uma analise da pertinéncia do
tema no ambiente educativo da escolaridade basica, em face da escolha dos referenciais teoricos
delineados, de modo a responder ao objetivo desta pesquisa. A seguir, analisamos as contribuigoes
presentes em alguns livros de Histdria da Matematica no tocante aos nimeros irracionais que pode-
riam ampliar a apresentacao simplificadora das raizes enésimas irracionais na escolaridade basica.
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AS RAIZES ENESIMAS IRRACIONAIS: A ABORDAGEM NOS LIVROS DE HISTORIA DA MATEMATICA

Uma importante ilustragdo ausente de diversos livros didaticos se encontra em um texto cunei-
forme, da colegao de Yale, com referéncia a Mesopotamia Antiga (~1600 a.C.). Autores como Boyer
(1991) e Bekken (1994) citam a representagao de um quadrado e suas diagonais, cuja razao entre o

comprimento da diagonal e do lado (v2) era dada por 1:24,51,10, ou seja, v2=1+22+>L+ 1% na base

sexagesimal. O célculo aproximado deste numero é 1,4142129, na nossa atual b6e(1)se6ode26,0 expresso
com um erro de cerca de 1 milionésimo, o que indica terem o0s babil6nios técnicas suficientes para
obter uma boa aproximagao para o nimero irracional +2.

A retomada da exploracdo do contexto da base sexagesimal, assunto que pertence ao curriculo
do Ensino Fundamental, permitiria escrever e explorar as boas aproximagoes de numeros irracionais,
de elevada ordem de grandeza e com poucos algarismos sexagesimais, se comparados a base 10.
Este fator permite discutir um aspecto favoravel a base sexagesimal: a maior quantidade de fracoes
finitas que existem na base 60, 0 que acarreta a facilidade e a possibilidade em se obter aproximagoes
tao boas quanto fossem necessarias.

Outra contribuicao dos antigos babilonios para os atuais manuais didaticos do ensino basico é
0 método iterativo para o calculo de raizes quadradas, destacado em Bekken (1994), retomado por
Heron, de Alexandria, em cerca de 75 d.C.

Como exemplo, consideremos o calculo de V6. 0 calculo de V6 remetia ao lado de um qua-
drado cuja area valia 6 unidades, o que em linguagem algébrica atual corresponderia a escrita e
resolugdo da equacdo x* =6. Uma primeira aproximacao, bastante plausivel, dos babilonios, seria
considerar um retangulo de lados 2 e 3 unidades, onde o valor de /6 representaria um segmento de
comprimento delimitado no intervalo 2 < /6 <3.

0 proximo passo seria calcular a média aritmética entre esses lados, ou seja, x=3-tu+x)=3.C+3 =25
como um dos lados. O outro lado seria obtido pela razao entre a area e o lado, ou seja: 6/2,5 = 2,4.
Deste modo, 2.4 <+/6 <2,5. Uma nova aproximacdo seria realizada, obtendo-se /6 =2,45, em notagao
atual (tabela 1). Uma nova aproximagao seria realizada, obtendo-se v6 =2,45, em notagao atual. O outro
lado seria dado por 6/2,45 = 2,449.

Tabela 1: Galculo aproximado da raiz quadrada de 6.

Lado Lado Area Aproximacgao
2 3 6
2,5 2,4 6 2
2,45 6/2,45 = 2,449 6,00005 2,4
2,4495 6/2,4495 = 2,44948 6,0000012 2,449

2,44949  6/2,44949 = 2,449489  5,9999988 2,4494

Neste processo iterativo, a aproximagao pode ser continuamente melhorada, até quantas casas
decimais forem necessarias. Esta é a esséncia da operagao da aproximacao, permitindo a acao de
acessar um numero irracional para finalidades computacionais, de acordo com o desejo do operar ou
com a necessidade do contexto pragmatico.
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Além disso, 0 uso da média aritmética?, como processo de aproximagao, permite expor uma
relagdo com o conceito de raiz quadrada de um nimero, de modo a ampliar a rede de significagoes
envolvendo a raiz quadrada.

A sequéncia dos resultados aproximados, que podem ser observados na ultima coluna da tabela 1,
permite compreender a obtencdo das sucessivas casas decimais, que corresponde a operagao de
truncamento, ou seja, a utilizagdo de um nimero racional como condi¢ao de acesso de um numero
irracional, no mundo pragmatico.

Os matematicos hindus raramente se referiam aos seus predecessores. Dois hindus, Aryabhatiya
(século V d. C.) e Brahmagupta (século VI d. C.), mencionam para Pl o valor pratico ‘3’ e 0 bom valor que
era conhecido como o valor ~10, hindu para PI.

Assim como 0s antigos babilonios e egipcios, 0s hindus nao faziam distingéo entre
0 exato e aproximado em relagao aos calculos numericos, porém trouxeram contri-
buicao na concepgao dos numeros [...] que os hindus, diferentemente dos gregos,
consideravam as raizes irracionais como numeros. [...] Mas € preciso lembrar que a
contribuigao hindu nesse caso foi resultado de inocéncia logica. Vemos a auséncia
de distingéo cuidadosa, da parte dos matematicos hindus, entre resultados exatos e
inexatos e era natural que ndo levassem a sério a diferencga entre grandezas comen-
suraveis e incomensuraveis (BOYER, 1991, p. 160).

Este mote de aproximacao se atualiza no novo cenario atual: o contexto da cibernética. Assim,
0 método iterativo de calculos de raizes viabiliza a exploragao de recursos computacionais, como, por
exemplo, as calculadoras e planilhas eletronicas, que, por sua vez, contribuem para situar as proprias
limitagoes dos meios informaticos, conforme apontam Lima (2000) e Augusto (2009). Das contri-
buices mais recentes, 0s nimeros irracionais tém a utilidade de testar os proprios computadores
(Lima, 2000), o que poe em relevo as contribuigoes teodricas da Matematica.

Contrapondo 0s outros povos, cuja esséncia remonta aos aspectos pragmaticos, para 0s an-
tigos gregos, 0s numeros racionais eram concebidos num viés teorico, o que atualmente denomina-
mos de Algebra Geométrica3. O raciocinio:

[...] algébrico em Euclides é expresso totalmente numa forma geomeétrica. A expressao
V4 éintroduzida como sendo o lado de um quadrado de area A e o produto a.b como
sendo a area de um retdngulo de um retangulo de lados ‘@’ e ‘b’. [...] Este modo de ex-
pressao se deve a teoria das proporgoes de Eudoxo, que conscientemente tinha rejei-
tado expressdes numericas para utilizar segmentos de reta e, desta maneira, operava
com incomensuraveis num sentido puramente geométrico - a Aritmética limitava-se
somente a <<nlmeros>> (inteiros) e as suas razoes (STRUIK, 1992, p. 92).

Boyer (1991) complementa, relatando que a Algebra Geométrica lidava com somas, diferengas,
produtos e quocientes de segmentos podem ser manipulados por construgao utilizando-se de régua nao
graduada e compasso. Assim: as “raizes quadradas nao causam dificuldade na Algebra Geométrica.
Se pudermos achar um segmento ‘x’ tal que x? = a.b, simplesmente seguimos o processo indicado
nos textos de geometria elementar de hoje” (BOYER, 1991, p. 58). Deste modo, a dicotomia entre

2 Trés nimeros a, b e ¢ estdo em proporgao ou média aritmética quando b=%(a+v> oua-b=n>b-c.
3 Bekken (1994) aponta evidéncias que o termo Algebra Geométrica foi introduzido pelo historiador H. Zeuthen.
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nimero e grandezas continuas exigiu um novo método para tratar a Algebra Babilonica herdada
pelos pitagoricos. “[...] Uma Algebra Geométrica tomava o lugar da antiga Algebra Aritmética”
(BOYER, 1991, p. 54).

Os pitagdricos concebiam 0s nameros irracionais como uma medida geométrica, ou seja, um
segmento de reta com um extremo na origem e incomensuraveis ao segmento unitario.

A descoberta mais importante atribuida a Pitagoras foi a dos <<irracionais>> por meio
de segmentos de reta incomensuraveis. Esta descoberta pode ter sido o resultado do seu
interesse pela média geométrica a:b = bic, que servia como simbolo da Aristocracia.
Qual é a média geométrica de ‘1" e ‘2', dois simbolos sagrados? Esta questdo conduziu
ao estudo da razao* entre a diagonal e o lado do quadrado, e descobriu-se que esta razao
nao poderia ser expressa por <<numeros>>, isto &, por aqueles nimeros a que cha-
mamos atualmente <<ndmeros racionais>> (STRUIK, 1992, p. 80).

Uma situagao de fundamental importancia para a compreensao dos numeros irracionais sur-
giu no estudo da relagao entre a diagonal e o lado do quadrado, no século V a.C., momento que 0s
pitagoricos perceberam que estes segmentos nao eram comensuraveis. Dois segmentos sao ditos
incomensuraveis se a razao entre estes ndo puder ser expressa como uma razao de nimeros inteiros
(com denominador nao nulo).

A partir de um quadrado de lado unitario, com origem em A e raio AC, traga-se o arco AGC, que
encontra a reta em P. Como a diagonal AC e o lado AD sao incomensuraveis, 0 segmento AP ndo pode
ser um numero racional (figura 2).

Figura 2 - Visualizagao de um numero irracional no segmento orientado AP.

Numa abordagem mais atual, aplicando-se o teorema de Pitagoras ao tridngulo retangulo ACD
tem-se: Ac? =4p* +cp?. Como AD = CD = 1, tem-se: AC> =1> +1° =2 & AC=+2. Dai segue que
AP =AC =42, que é a abscissa de P.

O problema da incomensurabilidade entre a diagonal e o lado do quadrado néo sintonizava com
a concepcéao filosofica grega, onde todo nimero € inteiro ou € composto de uma relagéo simples
entre inteiros. Para tal povo esta situagao era indizivel ou indenominavel, ou seja, impossivel de ser
expressa com palavras ou atraves de uma medida. Até entdo, 0 que 0S gregos conseguiam construir
eles podiam medir.

Com o advento do problema da incomensurabilidade entre a diagonal e o lado do quadrado, 0s
gregos ndo sabiam o que dizer. Este problema também era inimaginavel naquela cultura, pois nao
podia ser representada numa razao de numeros inteiros, uma premissa essencial para 0s pitagoricos.

4 Em particular, as razoes ou proporgoes entre nimeros tiveram grande influéncia na antiga cultura grega (Struik, 1992). A razao denominada
média geométrica pode ser dada por b?> = a.c ou, ainda, por a:b=b:c.
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Este episodio representou um momento que, num periodo bem posterior, foi denominado ‘A Crise dos
Incomensuraveis’.

Gongalves e Possani (2010) consideram a hipotese de que os antigos gregos lidavam com
razoavel naturalidade para a questao da relacao entre a medida da diagonal e o lado do quadrado,
por meio da Algebra Geométrica. Os autores apontam evidéncias, tomando como suporte fontes his-
toricas, ponderando que a atual denominagao ‘Crise dos Incomensuraveis’ se situa mais como “[...]
uma criagao historiografica do que como um relato fidedigno” (GONGALVES; POSSANI, 2010, p. 21),
relativizando a descoberta da incomensurabilidade como um fator de crise para tal povo.

Independentemente desta questao®, os pitagoricos contornaram o impasse gerado por esta Si-
tuacao com uma solucgéo tipica da cultura matematica grega da época: a relagao entre a diagonal e 0
lado do quadrado nao deveria ser expressa por um numero, mas por meio de elementos geomeétricos.

Mesmo sendo conhecida a falta de documentos da época, Boyer (1991) cita a improvavel de-
monstragao da incomensurabilidade entre a diagonal e o lado do quadrado feita a partir da aplicagao
do Teorema de Pitagoras ou do uso das propriedades dos numeros pares e impares, se situando no
contexto da Algebra Geométrica®.

Boyer (1991) cita que uma possibilidade da percepcao dos antigos gregos da incomensurabili-
dade poderia ter ocorrido pela:

[...] simples percepgao de que quando se tracam as cinco diagonais de um penta-
gono regular menor e as diagonais do segundo pentagono por sua vez formam um
terceiro pentagono regular, que é ainda menor. Esse processo pode ser continuada
indefinidamente, resultando em pentagonos tao pequenos quanto se queira e levan-
do a conclusao de que a razao da diagonal para o lado num pentagono regular nao é
racional. [...] Nao ficaram documentos que resolvam a questao [...] Nesse caso, seria
/58 ndo /2 que primeiro revelou a existéncia de grandezas incomensuraveis, pois
a solucao da equagao a:x=x:(a—x)leva a %como sendo a razao entre o lado
de um pentagono regular e a diagonal (BOYER, 1991, p. 54).

~ Uma possivel referéncia a esta concepgao cultural grega de resolver os problemas por meio da
Algebra Geomeétrica se encontra em Bekken (1994), ao retratar um trecho dos Didlogos, de Platdo:

Socrates desenha um quadrado [figura 3a] que tem dois pés de lado (a area é de
quatro pés quadrados, e pede ao escravo de Menon que Ihe mostre um quadrado
com o dobro da area, isto &, oito pés quadrados. Diz ele: “Mostre-me exatamente o
lado deste quadrado. Se nao puder dizé-lo com nimeros, mostre-me entdo o com-
primento no desenho”. O escravo propde em seguida um quadrado com o lado de
quatro pés - por conseguinte, o dobro do lado. Quando Socrates desenha a figura [3]
b, 0 escravo percebe que esta area sera quatro vezes maior e corrige a proposta para
um quadrado com o lado de trés pés. Sdcrates desenha a figura [3]c, que mostra
que este quadrado é também grande demais, com nove pés quadrados. Finalmente,
Socrates propoe a figura [3]d (BEKKEN, 1994, p. 33-34).

5 A abordagem dos autores, no citado artigo, pode se constituir em aporte didatico para ilustrar e desenvolver conceitos em cursos de licenciatura
de Matemética, e, eventualmente, em alguns niveis mais avangados de desenvolvimento de conhecimento dos numeros irracionais no Ensino Médio.
8 Alguns livros didaticos registram, erroneamente, que esta foi a prova dada pelos antigos gregos. Ainda, os antigos gregos nao conheciam
a escrita moderna /2, efetuando somente operagdes geométricas entre segmentos que envolviam os a-fogon (que posteriormente foram
denominados de numeros irracionais).
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Figura 3 - Representacoes do dialogo entre Socrates e um escravo.

Figura 3a Figura 3b Figura 3¢ Figura 3d
B
A o : r==mA--1

A O

E D - - N

E

-

-

Fonte: Bekken (1994, p. 34)

No relato de Platdo, o escravo argumentava que o quadrado deveria ter lado quatro pés e So-
crates desenhou esta resposta (figura 3b), o que revelaria que a area quadruplicaria. Ao perceber que
a area tinha aumentado mais do que o solicitado, 0 escravo corrigiu a resposta, argumentando que 0
quadrado deveria ter lado trés pés (figura 3c), o que ainda nao resolvia a questao. Diante do impasse
do escravo, Sdcrates desenhou a solucao do problema (figura 3d).

A narrativa de Socrates, presente nos dialogos de Platéo, ilustra a cultura tipica dos gregos classi-
cos. Ao ser tragada a diagonal, o tridngulo ADO resultante, retangulo e isosceles, possui metade da area
do quadrado original. A construgdo proposta € composta de quatro triangulos retangulos e isosceles,
equivalentes entre si. Entdo, a area do quadrado € equivalente ao quadruplo do tridngulo ADO, ou seja:

Area ABCD=4%* AreaADO=4 *% * Area AEOD =2* Area do quadrado original.

Pode-se interpretar que a ‘Crise dos incomensuraveis’ propiciou uma alternativa, a moda grega, de
articulagdo entre a Aritmética e a Geometria, representando a superagao inicial, no ambito historico, de
uma tensao presente na percepgao da existéncia dos segmentos incomensuraveis pelos pitagoricos.

Bekken (1994) argumenta que esta solugdo geométrica encaminhada no dialogo entre Socrates
e 0 escravo de Menon, descrita em Platdo, modernamente representa a solucéo da equacao algébrica
x2 = 2. E se o foco se centrar na descoberta da medida do lado do quadrado, a situagao recairia em
um namero irracional.

0 confinamento dos numeros irracionais a Geometria promoveu imenso debate em relagao a
questdo: os antigos gregos tinham a nogdo dos irracionais como numeros? Diante desta polémica,
Schubring (2005) pontua como negativa a resposta por grande parte dos matematicos e historiado-
res atuais, posicao que adotamos neste texto.

A crenga nos numeros inteiros impeliu 0s gregos a ocultar os nimeros irracionais. Este tipo de
abordagem da cultura matematica grega gerou o conceito de numero:

[...] ligado a Geometria. Somente os ndmeros inteiros eram considerados ndmeros,
enquanto que os outros nimeros eram considerados areas; particularmente as fragoes
eram tidas como quantidades; e Euclides entendeu que até os nimeros inteiros eram
concebidos geometricamente, como segmentos de reta. Naquele tempo a Aritmética
grega fazia parte da Geometria’ (SCHUBRING, 2005, p. 17, traducao nossa).

7[...] tied to geometry. Only the integers were understood as numbers, at all, while other number areas; in particular fractions, were
understood to be quantities; and Euclid understood even the integers geometrically, as segments of straight lines. Arithmetic, at that
time, formed an integral part of geometry.
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Ao se depararem com a existéncia dos irracionais, 0s pitagoricos Ihes atribuiram uma repre-
sentagao através da Geometria, contemplando em termos filosoficos os segmentos incomensuraveis
como uma imagem concreta de algo inimaginavel. Assim:

[...] todo numero podia ser expresso por um comprimento, mas existiam compri-
mentos que nao correspondiam a nenhum ndmero. [...] Jamais o [nimero] irracional
teve na Grécia o valor de um numero, e 0S gregos nao possuiam simbolo para esta
espécie de grandeza (KARLSON, 1961, p. 104).

Desde o surgimento da denominada ‘Crise dos Incomensuraveis’, por muitos séculos 0s nume-
ros irracionais permaneceram marginalizados e incompreendidos na Matematica. No entanto, “[...] ha
um consenso que até o século dezoito ndo houve um esforgo matematico para conceituar de modo
satisfatorio os numeros reais” (SCHUBRING, 2005, p. 16).

CONCLUSOES

0 tratamento, regulacéo e sistematizagao do conjunto dos nameros reais e, por consequéncia,
0S nimeros irracionais no campo do saber matematico se consolidou ha pouco mais de 100 anos.
Porém, 0 mesmo nao ocorreu no campo do ensino basico da Matematica, o que demanda alguns
esclarecimentos sobre o tema.

A escolha da pesquisa bibliografica (Oliveira, 2007) situou um levantamento de registros, nos
quatro livros de Historia da Matematica, envolvendo uma série de situagoes e contextos historicos que
podem trazer contribuic@o a sala de aula de matematica, no tocante ao ensino dos nimeros irracionais.

Os contextos de aproximagao dos povos antigos envolveram uma articulagdo com os temas de
base sexagesimal, as fracoes correspondentes a este sistema e com o conceito de média aritmetica,
alem de situar a operagao de truncamento, dentro de uma intengao de permitir trabalhar a nogao de
aproximacao, ndo mais sendo relegado a tdo somente a um conceito intuitivo.

Ainda, o carater tedrico da antiga civilizagao grega permitiu associar 0s nimeros irracionais a
uma forte representagao no contexto da geométrica, como medida de segmentos, o0 que promove
uma abertura para um quadro geométrico, exposto em Bekken (1994) e Boyer (1991), que podem
mobilizar diversas linguagens matematicas mais atuais, no quadro da Aritmética e Algebra.

Deste modo, a articulagéo dos dados levantados na pesquisa bibliografica fomentou uma nova
forma, distinta dos dados apresentados nos textos originais, fator que promove uma possibilidade
de referenciagao alternativa, sob outro prisma. Esta possibilidade de formas de caminhos enriquece
0 repertorio, por meio da formacéao de uma rede de significados, conforme expde Machado (1995).

Em sintese, a andlise dos dados delineou um possivel percurso para a exploragao didatica
de diversos conhecimentos envolvidos no desenvolvimento do tema dos nimeros irracionais, que
poderiam estar presentes numa transposigao didatica, conceito exposto em Chevallard (1999), nos
manuais escolares da escolaridade basica.

Além disso, ha uma riqueza de contextos culturais, que articulados com outras disciplinas, po-
dem se constituir num importante movimento de aproximagao da Matematica com outras disciplinas
da escolaridade basica.

Niven (1984) nos relembra que o tema dos nimeros reais pode ser abordado em diferentes
niveis de rigor, onde a “[...] palavra ‘rigor’ é o termo técnico usado em Matematica para indicar o cui-
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dado ldgico no desenvolvimento de um topico, em contraste com uma posi¢ao mais intuitiva™ (p. 7).

Com relacao aos numeros irracionais, cujo aperfeigoamento matematico levou séculos, a forma
usual de apresentacao deste tema em muitos dos livros didaticos de ensino basico, sem vinculos
com a génese historica “[...] causa, no minimo, um empobrecimento cultural para 0s nossos alunos,
corroborando uma desvalorizagao do desenvolvimento da Matematica das diferentes épocas de toda
humanidade” (PASQUINI, 2007, p. 22).

Brolezzi (1991) pondera sobre a importancia de mostrar o carater dindmico da Matematica, em
que do uso passa-se a descoberta, depois a exploragéo/desenvolvimento e por fim a defini¢éo, que o
desenvolvimento historico pode revelar.

Deste modo, o recurso a Historia da Matematica em sala de aula pode promover uma visao
desta disciplina como um corpo de conhecimentos conectados e acessiveis, gerando interfaces entre
topicos da Matematica, conexdes entre a matematica e outras disciplinas ou aplicagoes.
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