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RESUMO

Propomo-nos neste artigo' discutir tarefas para o ensino de conceitos que dao sustentacéo ao Calculo Diferencial e
Integral, mais especificamente conceitos de Analise Real. Estabelecemos relages com a abordagem de ensino Edu-
cacao Matematica Realistica, com a intengao de apresentar elementos da pratica pedagogica que podem servir para
um processo de aprendizagem em um ambiente que pressupGe desenvolver mais do que competéncias de reprodugao
e de memorizagdo - competéncias comumente requeridas em uma aula tradicional de Calculo ou de Andlise Real.
O capitulo analisado, Ad Infinitum, contempla propriedades do conjunto dos nimeros Reais. As tarefas elaboradas
abordam questionamentos sobre o infinito: “Pode um infinito ser maior que outro?”; “Quanto € infinito mais um?”; “Ha
mais nimeros racionais ou irracionais?”; “O que caracteriza um conjunto infinito?”; “Posso ordenar os elementos de
um conjunto infinito?”.
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ABSTRACT

We propose in this article to discuss tasks for the teaching of concepts that give support to the Differential and Integral
Calculus, more specifically concepts of Real Analysis. We have established relationships with the Realistic Mathemat-
ics Education (RME) teaching approach, with the intention of presenting elements of pedagogical practice that can
serve as a learning process in an environment that involves developing more than competences of reproduction and
memorization - competencies commonly Required in a traditional Calculus or Real Analysis class. The analyzed chap-
ter, Ad Infinitum, contemplates properties of the set of Real numbers. The elaborate tasks address questions about
the infinity: “Can one infinite be greater than another?”; “How much is infinite plus one?”; “Are there more rational or
irrational numbers?”; “What characterizes an infinite set?”; “Can I order the elements of an infinite set?”
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" Este artigo, parte de um projeto de ensino, apresenta uma releitura do capitulo Ad Infinitum do livro Perspectivas da Matematica (FREUDENTHAL,
1975) a luz do referencial tedrico constituido.
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INTRODUGAO

0 livro base para a construgdo da proposta apresentada neste artigo é Mathematics Observed?,
escrito por Hans Freudenthal em 1967, composto de sete capitulos que tratam de assuntos matema-
ticos independentes um do outro. Freudenthal, nesse livro, tem como proposta conduzir o leitor pela
matematica, sem a pretensao de torna-lo matematico. Segundo o autor, o leitor pode, ao ler cada
um dos capitulos, “penetrar na oficina do trabalho matematico, observa-lo trabalhando e ir embora
quando julgar ter visto o suficiente” (FREUDENTHAL, 1967, p.7).

Ao situar o leitor como observador do trabalho matematico, percebe-se que o proposito do livro
nao era o de promover uma aprendizagem de conhecimentos matematicos, mas, a partir da leitura
de cada um dos capitulos, permitir ao leitor estruturar uma cadeia de pensamentos acerca de um
assunto (fenémeno) para refletir sobre conceitos matematicos (FREUDENTHAL, 1967). Os conceitos
matematicos, estruturas, ideias foram desenvolvidos como ferramentas para organizar fenomenos do
mundo fisico, social e mental, uma vez que resultaram da resoluc@o de problemas, e a aprendizagem
matematica € iniciada a partir de fendmenos significativos para o estudante, que precisa organiza-los
(FREUDENTHAL, 1983).

Em vista disso e da intencdo de utilizar os fendmenos apresentados no capitulo Ad Infinitum
no ensino de Analise Real ou de conceitos que dao suporte ao Calculo Diferencial e Integral - CDI,
neste artigo, foram desenvolvidas e discutidas tarefas que podem colocar o estudante para realizar o
trabalho de um matematico, tirando-0 da posicao de observador e de reprodutor de conhecimento,
atitude comumente vista em aulas de Analise Real ou de Calculo Diferencial e Integral em cursos do
Ensino Superior. Ao elaborar as tarefas, também foram discutidos conceitos, definigées, teoremas
que podem ser “revelados” a partir do lidar com elas em um contexto de ensino norteado pelas ideias
da Educacao Matematica Realistica - RME?, ideias tratadas ao longo do texto.

Hans Freudenthal é considerado o precursor do que hoje é conhecido como Educacgao
Matematica Realistica, abordagem de ensino de matematica holandesa. Essa abordagem ainda
nao estava estabelecida como tal na época da publicagao do livro citado, por isso considera-se
apropriado fazer o estudo do capitulo a luz de seus principios. Tomam-se como essenciais as
ideias (os principios) de reinvengao-guiada, fenomenologia didatica, modelos emergentes que
sdo consideradas principios da Educagao Matematica Realistica. As tarefas propostas e os res-
pectivos encaminhamentos apoiam-se nesses principios.

O desafio de organizar tarefas matematicas, em especial para aulas de Calculo Diferencial e
Integral é pertinente aos estudos e pesquisas realizados no interior do GEPEMA*, do qual os autores
desse artigo sao integrantes. 0 GEPEMA tem, em suas pesquisas discutido, potencialidades de tare-
fas matematicas para provas escritas em contextos realisticos, assim como suas caracteristicas para
guiar a aprendizagem dos estudantes por meio da reinvengao guiada (PIRES, 2013; FERREIRA; 2013;
MENDES, 2014).

2Perspectivas da Matematica, traduzido por Fernando C. Lima em 1975, pela Editora Zahar Editores, no Rio de Janeiro.

3RME € a sigla em inglés para Realistic Mathematics Education. Em portugués, Educagao Matematica Realistica.

4Grupo de Estudo e Pesquisa em Educacao Matematica e Avaliagdo - GEPEMA (http:/www.uel.br/grupoestudo/gepema) do programa de
Pos-Graduagao em Ensino de Ciéncias e Educagao Matematica da Universidade Estadual de Londrina.
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EDUCAGAO MATEMATICA REALISTICA E ALGUNS DE SEUS PRINCIPIOS BASICOS

0 projeto Wiskobas® na Holanda, no final da década de 60, desenvolveu o que hoje é conhecido
como Educagao Matematica Realistica como uma reacao ao Movimento da Matematica Moderna.
Baseado nas ideias de Freudenthal a respeito da matematica e de sua aprendizagem, a RME consti-
tuiu-se como uma abordagem para o ensino de matematica. Para melhor entender essa abordagem,
alguns aspectos serao apresentados a seguir.

Freudenthal toma a matematica como uma atividade humana, mais que isso, considera que as
pessoas deveriam aprender as ideias da matematica como uma atividade, no fazer. Diante disso, a
principal ideia da RME é que deve ser dada aos estudantes a oportunidade de reinventar a matema-
tica, o que deve ser feito sob a orientacdo de um professor. Para ele, 0 conhecimento matematico
formal escolar pode ser desenvolvido a partir do conhecimento informal dos estudantes. Dito de outra
forma, resolvendo problemas que sao reais (no sentido de serem imaginaveis) para os estudantes,
eles podem utilizar seus conhecimentos informais para reinventar ideias da matematica. Esse tipo de
trabalho exige um ambiente interativo no qual estudantes apresentam suas ideias e o professor ajuda
na articulagao delas buscando construir algum conhecimento matematico.

Na perspectiva da RME, a matematica torna-se um meio de organizar uma situagéo. Denomina-se
matematizagao a atividade de organizar uma situagao (realidade) usando ideias e conceitos matematicos.

A matematizacao é considerada uma atividade central na Educagao Matematica por dois moti-
vos. Primeiro, por familizarem os estudantes a abordarem matematicamente situagoes cotidianas, ati-
vidade desenvolvida pelos matematicos. E, segundo, por pressupor que iniciar a instrucao a partir dos
axiomas é uma inversao antididatica porque o processo pelo qual os matematicos chegaram a tais
conclusdes é exatamente o inverso. Relacionado a isso, recomenda-se que 0 ensino da matematica
seja organizado como um processo de reinvengao guiada, no qual os estudantes podem experimentar
um processo similar aos processos pelos quais a matematica foi inventada pelos matematicos.

De acordo com Gravemeijer (1994), existem trés principios basicos que sustentam a Educagao
Matematica Realistica, sao eles: reinvencao guiada, fenomenologia didatica e modelos emergentes.
Cada um desses principios é apresentado a seguir.

Segundo Freudenthal (1971;1973) as ideias matematicas podem ser mais bem aprendida pelo
fazer, e uma maneira de isso acontecer é por meio da reinvengao guiada. Para esse autor, estudantes
“deveriam repetir o processo de aprendizagem da humanidade, ndo como isso de fato ocorreu, mas,
sim, como ele teria sido feito se as pessoas no passado tivessem conhecido um pouco mais do que
nos sabemos agora” (FREUDENTHAL, 1991, p.48).

Por meio dessa estratégia espera-se que em vez de apresentar as ferramentas e 0s conceitos
matematicos prontos e acabados, o que Freudenthal (1973; 1991) chamou de inversao antididatica,
dé-se a oportunidade aos estudantes de “reinventa-los”, de acordo com suas necessidades e nivel de
compreensao, atribuindo-lhes o papel de protagonistas no processo de aprendizagem €, com isso,
também responsaveis por ele.

0 foco principal da reinvengéo guiada ndo esta nos objetos matematicos, isto é, na matematica
pronta e acabada e, sim, na atividade, no realizar. O trabalho do professor se torna indispensavel e de
extrema importancia ja que é ele quem prepara o caminho (as aulas) a ser percorrido pelos estudantes

50 projeto Wiskobas (que significa “matematica nas escolas primarias”) teve como fundadores Fred Goffree, Edu Wijdeveld e, mais tarde,
Adrian Treffers. Foi um projeto do CMLW (Mathematics Curriculum Modernization Committee) criado, em 1961, para modernizar a educacao
matematica nas escolas secundarias (FERREIRA, 2013).
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durante o reinventar a matematica. Diante desse principio, alguns componentes® fundamentais podem
ser destacados: a dindmica da aula, o professor e o0 estudante.

De acordo com Ciani (2012), na perspectiva da Educagdo Matematica Realistica, a dindmica
das aulas de matematica € tal que os estudantes lidam com situagoes das quais participam ativamente
na busca de sua resolucao; estratégias informais sao incentivadas; propdem-se contextos ricos que
possam ser matematizados, de modo que 0s estudantes sejam preparados para utilizar a matematica
no lidar com a realidade; a reflexdo a respeito das atividades desenvolvidas sempre esta presente; 0s
contelidos ndo séo capitulos estanques, ao resolver uma situagéo-problema varios conhecimentos e
ferramentas matematicas podem ser necessarios; ao estudante é dada a oportunidade de partilhar suas
estratégias; propoem-se situagoes que podem ser resolvidas em diferentes niveis de compreensao.

A dinamica referida anteriormente visa proporcionar aos estudantes um ambiente no qual eles
possam realizar atividades que lhes permitam matematizar e, consequentemente, construir/reinventar
a matematica pretendida. Para Gravemeijer (1994), uma maneira de organiza-la é fazé-la por meio do
que ele chamou de trajetoria imaginada de aprendizagem’. Essa trajetoria refere-se ao planejamento,
que prevé, entre outras coisas, quais caminhos os estudantes poderao percorrer para construir a
matematica pretendida, quais possiveis obstaculos podem surgir e o que fazer para supera-los, e o
professor tem papel importante tanto no desenvolvimento quanto na utilizacao das trajetorias.

0 professor exerce 0 papel de designer das trajetorias presumidas de aprendizagem. Para isso,
considera possiveis obstaculos didaticos e epistemologicos referentes aos conceitos a serem abor-
dados de maneira a poder oferecer alguma possibilidade para supera-los no guiar e acompanhar o
processo de aprendizagem dos estudantes. Utiliza também a historia do desenvolvimento de concei-
tos matematicos de modo que essas informagdes o auxiliem a projetar os passos da reinvengao.

De acordo com Gravemeijer (1994), a autoridade do professor como quem valida conhecimento
é trocada pela autoridade como guia, na medida em que seleciona as tarefas, inicia e encaminha as
discussoes das produgodes e contribuicoes matematicas dos estudantes. O estudante também tem
seu papel ressaltado em todo o processo, e alguns aspectos sao considerados relevantes no que se
refere a sua atuacdo. Hadi (2002), a respeito disso afirma que os estudantes:

e possuem um conjunto diversificado de concepgoes alternativas (seus preconceitos) de
ideias matematicas que influenciam o aprendizado futuro;

 constroem novos conhecimentos por eles proprios e esses conhecimentos tém sua origem em
um conjunto diversificado de experiéncia; a construgdo do conhecimento é um processo de
mudangca que inclui criacao, adicao, modificacao, aperfeigoamento, reestruturacao e rejeicao;

* 540 capazes de compreender e fazer matematica;

e tomados como protagonistas do processo de aprendizagem, também comprometidos e
responsaveis por ele, tendo no professor um companheiro® de percurso.

Na abordagem da RME, a aprendizagem matematica acontece a partir de fendmenos que sao
significativos para os estudantes, que precisam ser organizados e que estimulem o processo de
aprendizagem, o que Freudenthal chamou de fenomenologia didatica.

®Nos materiais estudados esses componentes nao sao apresentados separadamente, mesmo porque eles estdo intimamente relacionados e
dependem uns dos outros. Optamos por apresentd-los separadamente pelo fato de, em geral, na escola, 0s processos de ensino e de apren-
dizagem terem estes como componentes fundamentais.

7 Do inglés conjectured learning trajectory

8 Aquele que acompanha.
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De acordo com Gravemeijer e Doorman (1999), o objetivo da investigacao fenomenologica é
encontrar situagoes-problema para as quais uma abordagem especifica pode ser generalizada e que
sirva de base para o desenvolvimento do processo de matematizagao.

Uma implicacao do principio da fenomenologia didatica, no que se refere ao designer instrucio-
nal é: aos estudantes deve ser proporcionada uma situagao-problema extraida de fendmenos reais e
significativos, nao necessariamente objetos reais “de verdade” ou situacoes proximas a eles, mas,
como bem disse Gravemeijer e Doorman (1999), que sejam realisticos®.

0O terceiro principio da RME aqui apresentado é conhecido como modelos emergentes
(Gravemeijer, 1994). Esse principio tem papel importante na relagao existente entre o conheci-
mento informal e o formal e na evolugdo de um para o outro. E fundamental que os estudantes
desenvolvam seus proprios modelos enquanto lidam com as tarefas. No inicio, os estudantes
desenvolvem modelos que lhes sdo familiares. Esses modelos passam por um processo de
formalizagédo e generalizagao, tornando-se, gradualmente, um ente matematico. 0 mesmo autor
denominou essa transicdo de “modelo de” para “modelo para”.

REVISITANDO 0 CAPITULO AD INFINITUM

Para Freudenthal, a matematica desenvolveu-se de tal modo que “expandiu-se nao apenas para
além de suas fronteiras, mas também através dos limites que separam as suas diferentes divisoes inter-
nas” (FREUDENTHAL, 1967, traduzido por LIMA, 1975, p.8). Seu livro, Mathematics Observed (1967),
traz uma selegao de situagoes que exemplificam a expansao do desenvolvimento da matematica e que
podem servir como contextos para a elaboracdo de materiais para o ensino de CDI. Em particular, o
capitulo Ad Infinitum trata das propriedades dos Numeros Reais, contemplando sua infinitude, a sua nao
enumerabilidade, alguns de seus subconjuntos enumeraveis e suas propriedades.

Neste trabalho, apresentaremos uma releitura do capitulo Ad Infinitum do livro em tela a luz do
referencial tedrico constituido. Sentimo-nos desafiados a reorganiza-lo, na expectativa de abordar as
Propriedades dos Numeros Reais por meio de tarefas que exijam habilidades para além das habilida-
des de reprodugao e memorizagao, habilidades abrangendo niveis de conexao e de reflexdo. O Quadro
1 apresenta algumas das caracteristicas das habilidades requeridas por meio do lidar com as tarefas
em cada um dos niveis citados, esse quadro fundamenta-se em De Lange (1999).

Quadro 1 - Caracteristicas de habilidades requeridas por uma tarefa

Tarefas de: Caracteristicas das habilidades requeridas:

Reproducéo | reproduzir conhecimentos frequentemente praticados; utilizar procedimentos rotineiros.

além de formulagéo e solugao de problemas e situagoes, o desenvolvimento de estra-
Conexao tégias, a previsao e a verificagdo de solugdes; lidar com linhas curriculares diferentes;
utilizar diferentes representagdes de um mesmo problema.

analisar, interpretar, desenvolver seus proprios modelos e estratégias; apresentar argu-
mentos matematicos incluindo provas e generalizagoes.

Fonte: autores.

Reflexao

9Realistico é entendido como aquilo que pode ser imaginado pelo estudante.
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0 lidar com as tarefas propostas configura-se em matematizar conceitos abordados no capitulo
Ad Infinitum do livro Perspectivas da Matematica (FREUDENTHAL, 1975), ou, ainda, a sistematizagao
das tarefas que seguem constituem as ideias apresentadas no referido capitulo.

AS TAREFAS

A proposta aqui apresentada e discutida é composta por trés tarefas chaves, a saber:
e Tarefa 1 - Problema do Hotel;

» Tarefa 2 - Racionais por Cantor;
» Tarefa 3 - Segmentos.

O objetivo com a primeira tarefa é favorecer aos estudantes lidar por meio de situagoes realisti-
cas com ideias dos conceito de conjunto infinito, de cardinalidade e de enumerabilidade. No Quadro
2 segue um contexto proposto para essa tarefa.

Quadro 2 - Contexto da Tarefa 1- Problema do Hotel.

Em 2010, na Africa do Sul, aconteceu a Copa do Mundo de Futebol e enfrentaram-se
problemas com a acomodagdo dos turistas, faltaram quartos de hotéis, albergues.
Os brasileiros, na tentativa de prevenir o mesmo problema para a Copa de 2014,
deram seu famoso “jeitinho” e propuseram a construgao de dois hotéis com uma
infinidade de quartos numerados 1, 2, 3,...

Fonte: autores.

0 contexto da Tarefa 1, apesar de ser baseado na realidade, é fantasioso pela impossibilidade
de se construir um hotel com uma infinidade de quartos. Essa tarefa é realistica para os estudantes
por ser, conforme Gravemeijer, “experimentalmente” real. O enunciado é uma adaptacao do conheci-
do Paradoxo do Hotel de Hilbert, elaborado pelo matematico David Hilbert (1862-1943) na expectativa
de aprofundar o seu conhecimento do conceito de infinito.

No Quadro 3 esta o enunciado do primeiro item da primeira tarefa elaborada.

Quadro 3 - Primeiro ltem da Primeira Tarefa - Problema do Hotel.

a) Explique por que a proposta brasileira pode “resolver” esse problema de acomodacéo
dos turistas durante a Copa do Mundo em 2014?

Fonte: autores.

Com esse item, o professor pode guiar os estudantes na exploragdo de conjuntos finitos
e infinitos, uma vez que o problema ocorrido na Africa do Sul deveu-se ao fato de o numero de
acomodacaes ter sido menor que o numero de turistas - conjuntos finitos com cardinalidades dife-
rentes. Ja a proposta brasileira sup6e a possibilidade de construir hotéis com uma infinidade de
quartos. Por tratar-se de um hotel, que comumente tem seus quartos numerados por nimeros natu-
rais, podemos fazer a correspondéncia de cada quarto com 0s numeros naturais - conclusao de que
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0 conjunto dos nimeros naturais tem um nimero infinito de elementos - e, a partir das observagoes
e consideragoes realizadas pelos estudantes, o professor encaminha a discussao para 0s aspectos
que sustentam a seguinte definicdo: “Diz-se que um conjunto é infinito quando néo é finito. Assim,
¢ infinito quando néo é vazio e nem existe, seja qual for, uma bijecao f:l — X = {p € N; p <n}’
(LIMA, 2001, p. 5).

No Quadro 4 esta o enunciado do segundo item da primeira tarefa elaborada.

Quadro 4 - Segundo Item da Primeira Tarefa - Problema do Hotel.

b) Apds a liberagéo das reservas, em um deles, em pouco tempo, todos o0s quartos
estavam reservados, mas ainda havia uma pessoa precisando de acomodagao. O que
poderia ser feito para que essa pessoa se hospedasse nesse hotel, sem colocar duas ou
mais pessoas em um mesmo quarto ou despejar alguém?

Fonte: autores.

Em busca da solugao para esse item o professor pode aproveitar 0 momento para explorar o
fato de a intuicdo de conjuntos finitos ndo ser seguida ao se tratar com conjuntos infinitos. Nesse
caso, apesar de se ter um hotel com todos os quartos reservados, pede-se para acomodar mais uma
pessoa sem que duas ou mais pessoas estejam em um mesmo quarto e que ninguém seja despejado.
Essa solucao seria impossivel no caso de um hotel com um namero finito de quartos, uma vez que a
cardinalidade do conjunto de turista seria maior que a cardinalidade do conjunto de quartos do hotel,
0 que impede a existéncia de uma bijecao entre 0s conjuntos, isto é, uma relagao que tome para cada
quarto existente um dnico turista, sem deixar um turista sem acomodagao privativa.

Uma possibilidade para a resolugao do item seria reservar o quarto 1 para o hospede ainda sem
reserva e transferir a reserva do quarto 1 para o quarto 2, a reserva do quarto 2 para o quarto 3 e
assim por diante, de tal forma que o turista que reservou o quarto, teria garantido a reserva no quarto .

A discusséao dessa solugéo, a partir das ideias dos estudantes, pode conduzir a formalizagao e
a generalizagao do resultado matematico que expressa a afirmagao que infinito mais um ainda é igual
ao infinito.

No Quadro 5 esta o enunciado do terceiro item da primeira tarefa elaborada.

Quadro 5 - Terceiro Item da Primeira Tarefa - Problema do Hotel.

c) No outro hotel, 500 reservas foram solicitadas de uma vez, no entanto verificou-se
que 0s quartos com nimeros impares nao estavam disponiveis para reservas e que 0s
quartos numerados com numeros pares (2,4,6,...) estavam todos reservados. De que
forma a geréncia poderia acomodar essas pessoas nesse hotel, sem colocar duas ou
mais pessoas em um mesmo quarto ou despejar alguém?

Fonte: autores.

E provavel que os estudantes nesse item busquem uma estratégia equivalente ao item anterior,
de modo que sugiram que a geréncia transfira a reserva do quarto 2 para o quarto 1002, a reserva
do quarto 4 para o quarto 1004 e assim por diante, deixando 500 quartos (numerados 2, 4, 6, §, ...,
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1000) livres para as novas reservas. Nessa estratégia considerada, o professor pode guiar a dis-
cussao no sentido de abordar que conjuntos infinitos distintos (nimeros naturais € nimeros pares
naturais) possuem a mesma cardinalidade, que o dobro do infinito ainda € infinito, bijecoes entre
conjuntos infinitos e seus subconjuntos infinitos.

No Quadro 6 esta o enunciado do quinto item da primeira tarefa elaborada.

Quadro 6 - Quarto Item da Primeira Tarefa - Problema do Hotel.

d) Diante das condi¢Ges mencionadas, qual hotel disponibilizou mais quartos a serem
reservados?

Fonte: autores.

A partir da discussao anterior, 0 desenvolvimento desse item pode conduzir a formalizagao e
a generalizagdo do seguinte resultado: Um conjunto X € infinito se, e somente se, existe uma bije¢éo
¢: X — Y sobre um subconjunto proprio Y < X (LIMA, 2001, p.6).

Ao tentar dizer qual hotel tem mais quartos, o estudante se coloca a contar a quantidade
de elementos desses conjuntos. E bem verdade que a conclusao serd de uma quantidade infinita
de quartos em cada hotel e que essas “quantidades” sao iguais e ja foram trabalhadas nos itens
antecedentes.

Nesse item, o professor pode conduzir a discussao para o conceito de enumerabilidade, uma
vez que nos dois hotéis foi possivel estabelecer uma bijecao entre o0 conjunto dos numeros naturais
e 0s quartos a serem ocupados, o que atende a definicao de conjuntos enumeraveis apresentada por
Freudenthal (1967, p.41), a saber: um conjunto infinito € enumeravel “se pode ser posto em corres-
pondéncia com o conjunto dos numeros naturais de tal maneira que a cada numero natural corres-
ponda um objeto, e vice-versa’.

No Quadro 7 esta o enunciado do ultimo item da primeira tarefa elaborada.

Quadro 7 - Terceiro Item da Primeira Tarefa - Problema do Hotel.

e) De volta ao item b. Se a geréncia, para fazer a mudanca de reserva de cada hospede
de um quarto para outro, gasta o tempo de 10s, qual sera o tempo que o turista devera
esperar para ter a sua reserva confirmada, de tal forma que todos 0s outros tenham as
suas reservas garantidas?

Fonte: autores.

Conforme mencionado, o enunciado desse item é uma adaptagao do Paradoxo'™ do Hotel de
Hilbert. O aspecto paradoxal da situacéo pode ser abordado na discussdo com os estudantes por
meio desse item, uma vez que o tempo de espera para liberar o quarto seria infinito, haja visto que
para se ter o quarto 1 liberado o enésimo quarto deve estar livre para a liberagéo do quarto .

O objetivo com a segunda tarefa é dar continuidade a discussao de conjuntos enumeraveis, em
particular, a enumerabilidade dos racionais. Sendo assim, no Quadro 8 apresentamos o enunciado do
primeiro item da segunda tarefa elaborada.

°Proposigdo ou argumento que contraria os principios basicos e gerais que costumam orientar o pensamento humano (HOUAISS, 2001).
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Quadro 8 - Primeiro Item da Segunda Tarefa - Racionais por Cantor.

f) Estabeleca uma relagdo de quantidade entre o nimero de elementos do conjunto dos
ndmeros naturais e dos nimeros racionais, isto é, mostre que ha mais naturais que ra-
cionais, ou mais racionais que naturais, ou a mesma quantidade de naturais e racionais.

Fonte: autores.

Na tarefa anterior foram explorados conjuntos infinitos em correspondéncia com o conjunto dos
numeros naturais. Esses conjuntos foram denominados de enumeraveis por existiruma : N — X, X
conjunto considerado. E bem verdade que, ao considerar essas bijecdes, tem-se que e possuem a
mesma quantidade de elementos (mesma cardinalidade), ja que toda bijecao € injetiva e sobrejetiva.

Com base no exposto, os estudantes poderdo ser guiados na exploragao da afirmagéao de que,
conforme Freudenthal (1967, p.41) “a infinidade dos nimeros racionais nao é maior do que a dos
numeros inteiros”, mas igual (no sentido de possuirem a mesma cardinalidade). Essa conclusao
também permite explorar o conceito de conjunto infinito apresentado por Lima (2001, p.6), “um con-
junto € infinito se, e somente se, ele contém outro conjunto diferente dele mesmo, e estabelecer uma
correspondéncia bijetora com uma de suas partes proprias”.

No Quadro 9 esta o enunciado do segundo item da segunda tarefa elaborada.

Quadro 9 - Segundo Item da Segunda Tarefa - Racionais por Cantor.

Cantor, em 1874, mostrou que é possivel dispor 0s nimeros Racionais positivos em um
arranjo quadrado’ e associar um unico nimero natural a cada nimero racional. Explique
0 esquema representado na figura a seguir que aborda o argumento de Cantor.

SRS

)

"

Q

1

2

2
1. /2 6
3‘/3/3/3/3 3
1.2 /3 /4 5 6
4/4/4%4 4 4
1. /2 /3 4 5 6
5‘””5%5 5 5 5
1 /2 3 4 5 6
6/6 6 6 6 6
1 2 3 4 5 6

Fonte: autores - baseado no modelo de Cantor (1845-1918).

Freudenthal (1967, p.6) apresenta o seguinte argumento para a conclusdo de que 0s racionais
estritamente positivos tém a mesma cardinalidade que 0s naturais:
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E possivel escrevé-los, consecutivamente, por debaixo dos nimeros naturais:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 1 2 1 3 1 2 3 4 1 5
1 2 1 3 1 4 3 2 1 5 1

Este arranjo é perfeitamente sistematico: em primeiro lugar, estdo os nimeros a/b
coma + b = 2, depois coma + b = 3, depois coma + b = 4 etc. , de sorte que,
para um valor fixado de n, se disponham as fragdes a/b em que a + b = n, atenden-
do ao valor atribuido a a. Ao fazer isso, devemos omitir as fragoes que podem ser
eliminadas. (FREUDENTHAL, 1967, p. 6)

0 argumento de Freudenthal explicita a estratégia de Cantor, que organizou o quadrado como
uma “matriz quadrada infinita” A; em que seus elementos obedecem a relagao a; = ] representando
todos 0s numeros racionais estritamente positivos e seguiu 0 arranjo sistematico.

A estratégia de Cantor garante a enumerabilidade dos racionais positivos e isso pode ser provado a
partir da construcao das bijecoes f.:N — E,, paratodo n natural e £, = ¢;.>.>, ..}, de @i = Ui~ Ex € dO
resultado de que a reuniao de uma familia de conjuntos enumeraveis é enumeravel (LIMA, 2001, p. 8).

Essa tarefa envolve habilidades de reflexdo, uma vez que requer que 0s estudantes analisem,
interpretem, desenvolvam seus proprios modelos e estratégias e apresentem argumentos matema-
ticos incluindo provas e generalizac6es. Com tarefas desse nivel de habilidade, os estudantes sao
convidados a matematizar.

Os conjuntos das tarefas desenvolvidas até este ponto do texto sugerem que, apesar de serem
infinitos, todos possuem a mesma cardinalidade, isto é, os naturais, 0S naturais pares e 0S racionais
“sao conjuntos com a mesma quantidade de infinitos nimeros”, mas sera que iSSo acontece sempre,
isto €, conjuntos infinitos tém sempre a mesma cardinalidade? Todos 0s conjuntos infinitos fazem uma
relacao bijetora com 0s nimeros naturais, ou seja, possuem a mesma cardinalidade dos naturais?

A terceira tarefa tem por objetivo trabalhar com conjuntos ndo enumeraveis, ou Seja, com
cardinalidade diferente da cardinalidade dos numeros naturais. No Quadro 10 esta apresentado o
Seu enunciado.

Quadro 10 - Terceira Tarefa - Segmento.

Considere um segmento linear . E possivel dizer que o seu conjunto de pontos é enu-
meravel? Justifique.

Fonte: autores.

Ao lidar com essa tarefa 0s estudantes ja estarao familiarizados com o conceito de enumerabili-
dade e poderao no seu desenvolvimento formalizar outros resultados de conjuntos infinitos ainda nao
abordados, o que vai ao encontro do argumento de Freudenthal de que a instru¢&o nao deve se iniciar a
partir dos resultados, mas por meio de uma reivengao guiada que favorega aos estudantes experimentar
um processo similar aos processos pelos quais a matematica foi inventada pelos matematicos.

E provavel que os estudantes sugiram que o conjunto dos pontos (do segmento linear) é enu-
meravel. A partir dessa sugestao, deverdo ser guiados para a tentativa de enumerar esses pontos sem
omitir nenhum. A discussao mostrara que sempre um ponto sera esquecido, consequentemente, 0
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conjunto dos pontos do segmento A ndo é enumeravel. Esse resultado pode ser formalizado e gene-
ralizado pelo teorema “Todo intervalo nao-degenerado é nao-enumeravel” (LIMA, 2001, p. 18).

Voltando ao ponto esquecido, Freudenthal (1967, p. 42) sugere o seguinte raciocinio para mos-
trar a nao enumerabilidade do conjunto dos pontos do segmento A: os estudantes comegcam a enu-
merar 0s pontos do segmento A. Enquanto estdo empenhados nisso, o professor marcara o tal ponto
de que nao irao lembrar-se.

Figura 1 - Segmentos.

ldh’ .

A,

Fonte: Freudenthal (1967, p. 42).

Eles escolhem, entdo o professor escolhe um subsegmento A, de A, que nao inclui a,. Os estudan-
tes escolhem uma, < A,, entao o professor escolhe um subsegmento A, de A,, que nao inclui a,, € assim
por diante. A cada passo tem-se que A,.; € um subsegmento de A, e que a, nao pertence a A,. 0s seg-
mentos A, se extinguem em um ponto ¢. Esse ponto ¢ foi necessariamente esquecido pelos estudantes.

Como os estudantes podem garantir que nao coincide com nenhum dos pontos a, a,, ... por
eles enumerados? Isso fica facil de argumentar uma vez que cada A, foi escolhido (construido) por
nao conter a,. Portanto, por mais que se tente, nao é possivel enumerar 0s pontos do segmento A.
0 desenvolvimento apresentado por Freudenthal aponta para a formalizagao do seguinte resultado de-
nominado Teorema dos Intervalos Encaixantes, “Dada uma sequéncia decrescente , o/, o/, > - de
intervalos limitados e fechados / = [a, b ], existe pelo menos um numero real ¢ tal que ¢ < /, para
todon e N” (LIMA, 2001, p. 17).

Além desse resultado, pode-se discutir a cardinalidade do conjunto formado pelos pontos
do segmento A, uma vez que sua infinidade mostrou-se “maior” que a infinidade dos numeros
naturais, que tem a mesma cardinalidade dos racionais. A discussdo dessas cardinalidades e da
representacao de um intervalo por um segmento direciona a construg¢éo do conceito de nimero
irracional, sua representacao na reta e formalizagdo do resultado apresentado por Lima (2001,
p. 19), “Todo intervalo ndo-degenerado | contém numeros racionais e irracionais”. Por fim, o
professor pode pedir aos estudantes que formalizem os resultados até entdo obtidos a respeito
do conjunto dos numeros reais.

UMA REFLEXAO A RESPEITO DAS TAREFAS

Para além da intengao de apresentar tarefas que sirvam para a aprendizagem de conceitos de
CDI, espera-se que seja uma recorrente 0 buscar do professor por tarefas que sirvam para um ensino
que favorece ao estudante a oportunidade de matematizar, para reinventar matematica, explorar a
intuicao e a capacidade de organizar matematicamente situagGes que sejam “realizaveis”, para que
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guiados por esse professor, 0s estudantes possam construir conceitos formalizados referentes aos
topicos do curso de Calculo Diferencial e Integral.

0 buscar (no sentido de pesquisar, elaborar, desenvolver) por tarefas esta intimamente ligado
ao planejamento do professor, das intengdes do professor, conforme Van den Heuvel-Panhuizen
(2000), sem manter uma perspectiva da trajetoria de ensino e de aprendizagem com vistas ao que se
almeja, néo é possivel orientar/guiar a aprendizagem de seus estudantes.

Conforme Mendes (2014, p. 206), “presume-se que o estudante aprenda, por meio de sua pro-
ducao, nao so no fazer, mas progressivamente no entender e no explicar suas escolhas, sendo capaz
de corrigi-las assim como as dos colegas”. Neste contexto, espera-se fortemente um estudante que
Se reconhece responsavel por sua aprendizagem e um sujeito ativo no seu processo de aprendizagem
e de seu colega.

Apesar de acreditar que “boas tarefas” possam favorecer uma possibilidade mais rica de desen-
volvimento de uma aula, ndo tivemos a menor pretensdo de supor que elas garantam o sucesso da
aprendizagem, mas tivemos a intengao de ressaltar a importancia de todo o ambiente, cada elemento
com seus devidos papeis assumidos, papel do professor, papel do estudante, importancia de um
planejamento de tarefas.

Consideramos “boas tarefas” aquelas que refletem objetivos relevantes, de forma que o estu-
dante, desenvolva a partir dela estratégias e procedimentos que abranjam topicos do assunto da area
de matematica em amplitude e profundidade, que possam ser resolviveis de diferentes formas, favo-
recendo algum aprendizado a todos os estudantes envolvidos em sua resolugao (MENDES, 2014).

Ao pensarmos a disciplina de CDI ou de Andlise Real podemos reconhecé-las como disciplinas
historicamente organizadas e estruturadas, em que conteudo encontra seu lugar proprio e estatico em
suas ementas e programas. Entretanto, em dire¢do contraria, os pressupostos da RME nos permitem
reconhecé-las como disciplinas dinamicas e historicamente construidas a partir de problemas da
humanidade. Faz-se necessario o debrucar dos professores sobre os programas das disciplinas, na
busca de fazer revelar-se 0s pontos centrais de cada assunto da disciplina, de repensar a ordem em
que cada conceito deva ser construido e sistematizado pelos estudantes.

Neste ambiente, ressaltamos nossa defesa em aulas baseadas em resolucao de tarefas, nas
quais os estudantes desempenham um papel ativo trabalhando quando possivel em grupos e em
tarefas nao precedidas de exemplos, que sejam desencadeadoras de discussoes e que contribuam
para elaboracdes conceituais. O papel do professor, ao invés de sempre fornecer explicacoes, é
incentiva-los a apresentarem e discutirem suas ideias durante as realizagoes das tarefas propostas,
bem como conduzir a sistematizagao dos conceitos a elas subjacentes (MENDES, TREVISAN, 2016).

CONSIDERAGOES FINAIS

Desde a primeira leitura do capitulo Ad Infiniturn até o final da reescrita, ficamos surpresos com
as constantes descobertas e associacoes que pudemos fazer do trabalho de Freudenthal, que foi escrito
em 1967, e publicagoes mais recentes. Mais que isso, 0s assuntos tratados por Freudenthal exigiram
de nds, em muitos casos, um aprofundamento tedrico muito maior do que imaginavamos. O que, apa-
rentemente, era simples e conhecido, mostrou-se de nivel matematico elevado. Essa reescrita enfatiza o
papel do professor de buscar, investigar e organizar situagées suscetiveis a matematizagao.

Ao planejar o trabalho, tinhamos em mente desenvolver uma proposta de tarefas para estudan-
tes do Ensino Superior, no entanto, pretendemos também tornar acessivel tal assunto a leitores que,
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porventura, ndo tenham o conhecimento matematico necessario a priori para fazer as sistematiza-
coes propostas por Freudenthal em 1967.

No desenvolvimento das tarefas aqui propostas, os estudantes poderao alcancar niveis mais
elevados a respeito das caracteristicas de conjuntos finito e infinito. Para tanto, o papel do professor
é 0 de organizador da reconstrucdo das ideias e conceitos matematicos dos estudantes, de tal forma
que o conhecimento matematico se faz dindmico e construido a partir das relagoes, justificativas,
analises e validagoes estabelecidas pelos envolvidos.

Sem ter a intengdo, acabamos por desenvolver tarefas que permitem explorar os principais
resultados dos dois primeiros capitulos do livro de Andlise aqui citado (LIMA, 2001), o que mostra
que um curso de Anélise Real pode ir para além de tomar conhecimento de teoremas e aprender a
reproduzi-los.

As tarefas exploram a nogao de finito e infinito, importantes para a constituicao do pensamento
matematico, e podem ser uma estratégia para seu aprendizado, uma vez que a no¢ao de infinito gera di-
ficuldades persistentes e dificeis de serem enfrentadas tanto no Ensino Basico como no Ensino Superior.

Ressaltamos, por fim, que ancoramo-nos na RME por corroborarmos com Seus pressupostos
e se tratar de uma abordagem utilizada no desenvolvimento, aperfeigoamento e estudo de materiais
instrucionais em matematica que sirvam para apoiar a aprendizagem dos estudantes (KEENE; HALL,;
DUCA, 2014). Os pressupostos dessa abordagem estdo intimamente ligados as atitudes dos profes-
sores que desenvolvem/lidam com essas tarefas, de tal forma que ndo sao apresentados no intuito
direto de serem fundamentos para a criagao de pesquisa, mas para demarcar a perspectiva de ensino
e de aprendizagem aqui considerada.
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