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INVESTIGANDO O ULTIMO NIVEL DA TEORIA DE VAN HIELE COM ALUNOS DE POS-GRADUAGAO -
A GENERALIZAGAO DO TEOREMA DE PITAGORAS

INVESTIGATING THE LAST LEVEL OF VAN HIELE’S THEORY WITH POSTGRADUATE STUDENTS -
THE GENERALIZATION OF THE PYTHAGORAS’S THEOREM
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RESUMO

Neste artigo, apresentam-se resultados de uma pesquisa qualitativa, a qual teve por objetivo investigar como um grupo
especifico de estudantes de um programa de pds-graduagcao compreendia os registros natural e figural do Teorema
de Pitagoras a partir de seus conhecimentos prévios sobre ele. Para tal, levantou-se a seqguinte hipotese: o grupo focal
se encontra no nivel cinco da Teoria de Van Hiele, ou seja, os alunos tém a conceituagao do Teorema de Pitagoras
em diversas abordagens geométricas? Ou confundem forma e medida? Os resultados mostraram que 0s envolvidos,
embora enunciassem o referido em linguagem natural, interpretaram de maneira incorreta a forma geométrica do qua-
drado com a operacao aritmética de elevar ao quadrado, ou seja, ndo ha clareza entre formas e medidas. Além disso,
ao concluir que ha um anico registro figural do teorema, entendeu-se que nao alcangaram o nivel do rigor da teoria para
0 desenvolvimento do raciocinio em Geometria.

Palavras-chave: Nivel de rigor. Formas e medidas. Registros de Representagao Semiotica. Teorema de Pitagoras.
ABSTRACT

In this paper we present the results of a qualitative research, whose objective was to investigate how a specific group
of students of a undergraduate program understood the natural and figural registers of the Pythagoras’s Theorem from
their previous knowledge about it. For this, the following hypothesis was raised: the focus group is at level five of Van
Hiele’s Theory, that is, do the students have the conceptualization of the Pythagorean Theorem in several geometric
approaches? Or do they confuse form and measure? The results showed that those involved, although they enunciated
the one in natural language, they interpreted incorrectly the geometric form of the square with the arithmetic operation
of raising to the square, that is, there is no clarity between forms and measures. In addition, in concluding that there
is a single figural record of the theorem, it was understood that they did not reach the level of rigor of the theory for
the development of reasoning in Geometry.
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INTRODUGAO

Talvez um dos assuntos de Matematica que mais permanecem na memoria das pessoas que
passaram pela escola basica seja aquele relacionado ao nome Pitagoras e, em especial, ao famoso
teorema que leva o nome desse sabio da antiguidade, muito embora a obra do filosofo e matematico
seja muito mais ampla, inclusive com a criagao de uma escola denominada pitagorica. 0s membros
dessa escola, os pitagoricos, atribuiam a descoberta do teorema ao seu grande mestre.

De acordo com Strathern (1998), os babilonios ja sabiam que um tridngulo retdngulo de lados
3 e 4 tem uma hipotenusa de valor 5. No entanto, foi Pitdgoras, ou seus seguidores, quem, primei-
ramente, enunciou a formula conhecida até hoje. Posteriormente, com a geometria grega, surgiram
novas descobertas, inclusive com as denominadas ternas pitagoricas, ou seja, nao somente valendo
a relagao pitagorica para o triangulo 3,4,5, originalmente pensados pelos babilonios.

Para Struik (1997), enquanto os babilonios consideravam o teorema como resultado de medi-
coes, 0s pitagoricos 0 concebiam como geométrico abstrato. Outro envolvimento do mesmo se en-
contra na irracionalidade de numeros, como , ja conhecida dos gregos, advinda do famoso teorema.
Para o autor, “o Teorema de Pitagoras era uma relagao entre as areas de trés quadrados, e néo entre
0s comprimentos dos trés lados.” (p. 109).

Entretanto, o aspecto numérico, por si s, nao era suficiente e, desde Euclides, a Geome-
tria estava associada ao numeérico. Assim, encontra-se em “Os Elementos” a proposi¢ao 31 do
livro VI: “Nos tridngulos retangulos, a figura sobre o lado subentendendo o angulo reto é igual
as figuras semelhantes e também semelhantemente descritas sobre os lados contendo o angulo
reto.” (EUCLIDES, 2009, p. 264).

A seguir, nesse enunciado, ha o registro figural e a demonstragao correspondente, originada da
primeira tradugéo direta ao portugués, feita por Irineu Bicudo, e que demonstra a linguagem utilizada
a epoca, algumas vezes, de forma bastante truncada para a atualidade. Verifica-se que 0s aspectos
geomeétricos originais sao fortes, tanto no enunciado, quanto na demonstracao e que, por certo, le-
varam a mas interpretacoes e deformagoes na sua compreensao e uso, como se tentara mostrar no
presente artigo.

Seja o triangulo retangulo ABC, tendo o angulo sob BAC reto; digo que a figura sobre
a AC é igual as figuras semelhantes e semelhantemente descritas sobre as BA, BC.

Fique tragcada a perpendicular AD. Como, de fato, no tridngulo ABC, foi tragada a
perpendicular AD do angulo reto junto ao A até a base BC, os tridngulos ABD, ADC
junto a perpendicular sdo semelhantes tanto ao todo ABC quanto entre si. E, como
0 ABC é semelhante ao ABD, portanto, como a CB esta para a BA, assim a AB para
a BD. E, como trés retas estdo em proporgao, como a primeira esta para a terceira,
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assim a figura sobre a primeira para a semelhante e semelhantemente descrita
sobre a segunda. Portanto, como a CB esta para a BD, assim a figura sobre a CB
para a semelhante e semelhantemente descrita sobre a BA. Pelas mesmas coisas,
entao, também como a BC para a CD, assim a figura sobre a BC para a sobre a CA.
Desse modo, também como a BC para as BD, DC, assim a figura sobre a BC para
as semelhantes e semelhantemente descritas sobre as BA, AC. Mas a BC € igual
a BD, DC; portanto, também a figura sobre a BC € igual as figuras semelhantes e
semelhantemente descritas sobre as BA, AC.

Portanto, nos tridngulos retangulos, a figura sobre o lado subentendendo o angulo
reto é igual as figuras semelhantes e semelhantemente descritas sobre 0s lados
contendo o angulo reto; o que era preciso provar. (Ibiden,p. 264).

Percebe-se, no enunciado e na demonstragao, que a palavra ‘quadrado’ nao aparece em ne-
nhum lugar. Assim, justifica-se 0 presente artigo, que teve por objetivo investigar como um grupo
especifico de estudantes de um programa de pos-graduagdo compreende os registros natural e fi-
gural do Teorema de Pitagoras a partir de seus conhecimentos prévios sobre o teorema. Para tal,
levanta-se a seguinte hipotese: o grupo focal se encontra no nivel cinco da Teoria de Van Hiele, ou
seja, 0s alunos tém a conceituagao do Teorema de Pitagoras em diversas abordagens geométricas?
Ou confundem forma e medida?

Pela experiéncia profissional do investigador, 0 mesmo considera que, em geral, estudantes,
ao final da Licenciatura em Matematica e na Pos-Graduacdo, ndo se encontram no nivel cinco da
Teoria de Van Hiele, ou seja, 0s alunos ndo tém a conceituagao do Teorema de Pitagoras em diversas
abordagens geométricas e confundem forma e medida expressas no mesmo. O assunto € recorrente,
nao apenas no Brasil, como indica a investigacao feita por Olfos, Guzman e Estrella (2012), com duas
professoras no Chile, atuando num sétimo ano, na qual buscaram investigar a associagao existente
entre 0 conhecimento do professor e os saberes que dominam os alunos. Utilizaram o Teorema de
Pitagoras na investigacao, a qual evidenciou uma aprendizagem muito baixa dos alunos.

Muito embora o ministério da educagao daquele pais apresente o tratamento do Teorema em
aplicagGes praticas, na resolucéo de problemas cotidianos, no &mbito de outras disciplinas, as duas
professoras investigadas trabalharam com os alunos apenas uma forma de enuncia-lo, que se enten-
de ndo ser a mais adequada, por proporcionar obstaculos epistemologicos que conduzem o0s alunos
a chegarem, como no caso da pesquisa que se expOe neste artigo, a confundir o quadrado, como
resultado numérico da potenciagao, no enunciado do teorema, com a figura geomeétrica quadrado.

Observa-se que isso é apresentado, inclusive, em documento oficial do Chile: “Desarrollan y
analizan procedimientos numericos para verificar que la suma de las areas de los cuadrados construidos
a partir de los catetos es equivalente a la del cuadrado construido sobre la hipotenusa de un triangulo
rectangulo cualquiera” (MINEDUC, 2000, p. 144, apud Olfos, Guzman e Estrella, 2012, p. 342).

A investigacao realizada concluiu que, “por un lado, dada la comprension limitada de las profeso-
ras sobre el teorema de Pitagoras, no les es posible brindar a sus alumnos experiencias matematicas
y fecundas, ni responder adecuadamente a las preguntas que ellos les plantean”. (Ibiden, p. 357)

Em relacdo ao documento oficial brasileiro, os Parametros Curriculares Nacionais - PCN
(BRASIL, 1998), no que diz respeito a conceitos e procedimentos para o quarto ciclo do Ensino
Fundamental, para o bloco Espago e Formas, indicam: “Verificagoes experimentais, aplicagoes e
demonstracoes do teorema de Pitagoras” (p. 89).
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Por sua vez, esse documento indica, explicitamente, que:

atividades que exploram a composicao e decomposicao de figuras, como ladrilha-
mentos, tangrans, poliminds, fazem com que o0s alunos verifiquem que o recobri-
mento de uma superficie pode ser feito por determinadas figuras, como tridngulos
equilateros, quadrados, retangulos, hexagonos regulares. Assim como a descoberta
de que toda figura poligonal pode ser composta/decomposta por outra [...] (p. 123,
grifo do autor).

A isso acrescenta-se que nao é somente com figuras regulares, como € o caso dos quebra-ca-
begas geometricos utilizados na presente investigacao. No que segue, apresentam-se alguns pressu-
postos teoricos envolvidos na pesquisa.

PRESSUPOSTOS TEORICOS

Segundo Fiorentini & Lorenzato (2006), dentre algumas tendéncias em Educacao Matematica,
apontadas por Batanero et al. (1992), estdo geometria, visualizagao e representagao espacial e pen-
samento geométrico, indicadas 15 vezes em programas internacionais e formagao e treinamento de
professores, levantados em sete das instituigoes analisadas.

E premente que, em cursos de formacéo continuada de professores e nos de agao continuada, a
Didatica da Matematica receba uma atengao especial, que se possa dar atengéo, nao somente a con-
teidos matematicos, como € usual ser feito com varias disciplinas de Calculo, mas aos contetdos de
outras areas, em especial a Geometria, aliando-0s a procedimentos didaticos. Para Aimouloud (2007,
p. 17), “A didatica da matematica é vista como uma ciéncia que tem por objeto investigar os fatores
que influenciam o ensino e a aprendizagem da matematica e o estudo de condigoes que favoregcam
a sua aquisicao pelos alunos”.

D’Amore (2005) indica haver um duplo modo de ver a Didatica da Matematica: no primeiro,
considera-a como divulgacao de ideias em que se fixa atengdo no seu ensino e, no segundo, como
pesquisa empirica, na qual é fixada a atengao na fase da aprendizagem. Assim, no intuito de propor-
cionar um ensino e aprendizagem em Geometria, busca-se, neste artigo, dar algum subsidio a partir
de uma investigagao realizada num curso em nivel de pds-graduacao cuja meta é aliar conteudos,
metodologias e divulgacao de ideias para melhoria de seu ensino e aprendizagem.

Nessa busca, encontram-se fundamentos relevantes na teoria dos Registros de Representacao
Semidtica de Duval (2004), que podem contribuir para a drea e para o assunto especifico abordado
no artigo. Para o autor, ha trés atividades cognitivas de representagoes que sao proprias da semiosis:
a formacao de representagdes em um registro semiotico particular, seja para expressar uma repre-
sentacdo mental ou para evocar um objeto real; as outras duas se ligam a propriedade fundamental
das representagoes semioticas - a transformagao em outras representagoes que conservam ou todo
0 conteudo da representagao inicial, ou somente uma parte desse contetido. Afirma ele:

[..] esta transformagao ndo corresponde a mesma atividade cognitiva segundo a
transformacgao seja feita no interior de um mesmo registro ou, ao contrario, que
consista na mudanca de registro. Denomina-se tratamento quando a transformacgéo
produz outra representacao em um mesmo registro e conversao, quando ela produz
uma representagdo em um registro distinto da representacao inicial. (p. 42)
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Esta investigacao deter-se-a na conversao, pois Duval (2004) indica que, para ocorrer aprendi-
zagem de um conceito geométrico, é necessario haver a conversao entre, pelo menos, dois registros
(0 das figuras e o da lingua natural), 0 que se busca averiguar no presente artigo com os registros em
lingua natural e figural do Teorema de Pitagoras, passando pelo simbalico/algébrico. Afirma o autor
que “A conversao é a transformacao da representacdo de um objeto, de uma situacao ou de uma
informacao dada em um registro, em uma representagao desse mesmo objeto, essa mesma situagao
ou de uma mesma informagao em outro registro.” (p. 46)

Entende-se que trazer ao professor, quer em sua formacgdo inicial ou em agao continuada,
possibilidades didaticas que permitam a retomada de conhecimentos prévios sob abordagens no-
vas ou aprofundamentos das existentes é promissora para o desempenho profissional. De acordo
com Lima & Silva (2015, p. 161),

nem todas as categorias ou dimensdes de conhecimentos docentes podem ser de-
senvolvidas na formagao inicial do professor; pelo contrario, muitas serao constru-
idas na pratica e em formagoes continuadas. No entanto, é preciso que, durante a
Licenciatura, um conjunto minimo de conhecimentos docentes seja construido e que
essa construgao seja realizada por meio de uma abordagem que, ao longo do curso
de graduagao, forme professores autdnomos, ou seja, capazes de aprender sem
necessariamente haver alguém os ensinando.

Entende-se que uma forma de averiguar o nivel de formagéo do raciocinio em Geometria e que permite
identificar o conhecimento docente pode ser a denominada Teoria de Van Hiele. Seus criadores centraram
o trabalho nos diferentes niveis de pensamento em Geometria e o papel do /nsight na sua aprendizagem.
Ao que parece, 0 modelo de Van Hiele combina as estruturas cognitivas e pedagadgicas da aprendizagem
em Geometria, dando, por isso, algumas sugestoes sobre a forma como seu ensino pode ser melhorado.

De acordo com Nasser (1992), o modelo apresenta: nivel basico ou de reconhecimento; nivel
da analise; nivel da deducgéo informal (ou abstragao); nivel da dedugdo; nivel do rigor. Para essa au-
tora, os niveis sao caracterizados pelas diferengas nos objetos do pensamento. Além deles, 0 modelo
apresenta as fases: interrogacao/informagao; orientagao dirigida; explicacao; orientacao livre; integra-
cdo. Para ela, os estagios piagetianos de desenvolvimento se relacionam com os niveis de Van Hiele,
bem como os niveis de compreensao definidos por Skemp.

Para Skemp (2016), conceito é algo que capacita a classificar determinadas classes como
um produto final. Afirma ele que “um conceito requer para sua formagao um certo nimero de ex-
periéncias que tenham algo em comum” (p. 26). O autor indica que ha dois tipos de compreensao:
relacional, a qual diz respeito ao saber o que fazer e por qué; instrumental, que significa ter a posse
de regras e a capacidade de usa-las.

Assim, entende-se que estabelecer aprendizagem em Geometria, por meio de compreenséao
relacional, utilizando o modelo de Van Hiele, pode ser um subterfgio para a melhoria da qualidade do
ensino e da aprendizagem em Geometria. Em Leivas (2012), encontra-se relato de pesquisa realizada
em uma oficina sobre 0 modelo, explorando o Teorema de Pitagoras, em um evento com professores
em acao continuada e alunos de Licenciatura em Matematica. Foi comprovado que o registro natural
do teorema nao foi expressado corretamente pela grande maioria dos individuos, mostrando conflitos
cognitivos entre medida e forma em Geometria. Por sua vez, 0s registros figurais concentraram-se na
representacdo Unica envolvendo quadrados sobre os lados do tridngulo retangulo.
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Cargnin, Guerra e Leivas (2016) implementaram uma atividade, em um 5° ano do Ensino Fun-
damental, como pratica de uma disciplina de Geometria, no mestrado profissional, em que 0 modelo
de Van Hiele foi estudado e comprovaram que os alunos classificaram corretamente figuras geome-
tricas, considerando-se as particularidades do publico-alvo da pesquisa como maturidade intelectual
e conhecimentos prévios. Os resultados obtidos foram melhores do que em outras ocasides em que
0 contetdo foi desenvolvido sem aplicagao do modelo, mostrando eficacia da teoria.

O proprio Van Hiele (1990, p. 88) afirma que:

[...] diz-se que alguém atingiu um certo nivel de pensamento quando uma nova or-
denagao mental, no que diz respeito a determinadas operagoes, permite aplica-las
a novos objetos. Nao se pode chegar a esses niveis com o estudo; no entanto, o
professor pode, por uma sele¢ao adequada de tarefas, criar a situacao ideal para o
aluno alcancar um nivel mais elevado de pensamento. Pode-se, também, afirmar que
alcangar um nivel mais elevado aumenta consideravelmente o potencial do aluno, ao
mesmo tempo que torna muito dificil que um estudante volte a cair a um nivel inferior
de pensamento.

Dessa forma, 0 modelo é progressivo desde o nivel inicial até o final, acreditando-se nao ser
possivel que um estudante avance de um nivel a outro sem ter adquirido as habilidades ou compreen-
soes proprias do precedente. O autor, na criacéo e divulgacao de seu modelo, indica que 0s niveis em
Geometria, que aparecem em cursos superiores, depois dos dois primeiros, sdéo muito mais dificeis
de se perceber. “Eles ndo representam uma barreira intransponivel em absoluto: é facil de alcancar”.
(Ibiden, p. 118). E importante ver o papel que desempenham os ultimos niveis do modelo, na cons-
trugao do sistema logico geométrico, especialmente para o pretendido no presente artigo.

No que seque, indicam-se 0s procedimentos metodologicos empregados na pesquisa realizada.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Como professor de um programa de Pos-Graduagéo em Ensino de Matematica, tem-se busca-
do aliar metodologias e contetidos no transcorrer da disciplina de Geometria, uma vez que se entende
ser, nesse tipo de curso, fundamental aliar teoria e pratica, dando subsidios aos professores, que ja
atuam nos diversos niveis de ensino, e aos futuros, possibilidades de novas agoes ou, pelo menos,
repensarem a pratica utilizada.

No presente trabalho, optou-se por uma pesquisa qualitativa, em um estudo de caso, pela ob-
servagao direta de cinco estudantes da referida disciplina, sendo quatro mestrandos e um doutoran-
do, os quais serao identificados como M,, M,, M., M, M..

Moreira (2011) afirma que a pesquisa qualitativa, em ensino, € relativamente recente, sendo
empregada em varias abordagens e que Erickson utiliza o termo interpretativa por ser mais inclusivo.
Porém, todas possuem uma caracteristica basica: “as pessoas atribuem a eventos e objetos, em
suas agoes e interagoes dentro de um contexto social e na elucidagao e exposicao desses significa-
dos pelos pesquisador.” (MOREIRA, 2011, p. 47).

Como tendéncia metodoldgica para a investigagao em Educacdo Matematica, ela é apontada
por Kilpatrick (1994, apud Fiorentini & Lorenzato (2006, p. 54) como: “a aproximagao interpretativa:
0 investigador introduz-se no ambiente educacional com o proposito de compreender sem julgar/
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interferir. Busca interpretar o significado que o ensino tem para os participantes em sala de aula”.

Fiorentini & Lorenzato (2006) indicam que: “Os estudos experimentais caracterizam-se pela
realizacao de ‘experimentos’ que visam verificar a validade de determinadas hipoteses em relagéo a
um fendmeno ou problema”. (p. 104). Além disso, esse tipo de investigagao € diferente de outros,
pelo fato do investigador reproduzir um fendmeno e observa-lo sob controle, o que indica o procedi-
mento de coleta de dados na presente investigagdo, na qual o Teorema de Pitagoras é o fendmeno
reproduzido, buscando-se sua generalizagao sob o controle do investigador em cinco episodios, pre-
viamente planejados, com o fim de averiguar se 0s estudantes conseguem identifica-lo em diversos
registros figurais associados ao registro natural.

Os cinco episodios, apresentados em registros escritos, foram distribuidos aos participantes,
sobre 0S quais pousou a observacdo do pesquisador. Reitera-se o indicado por Moraes e Galiazzi
(2011, p.95): “a producao escrita € um movimento de constituicao de pensamentos proprios, argu-
mentos originais, movimento, que vai dos textos ao contexto, do inconsciente ao consciente.” 0s au-
tores defendem que as produgodes escritas em uma analise textual discursiva “devem ser compostas
de descrigao, interpretacao e argumentagao integradora” (p. 97). Assim, na questao 1, pretende-se
analisar a descricdo do Teorema de Pitagoras; na 2, uma interpretagdo a luz do registro figural do
teorema e nas demais argumentacoes.

Da anélise das produgoes dos investigados, o pesquisador ira produzir seu texto para a com-
provacao ou rejeicao da hipotese levantada: o grupo focal se encontra no nivel cinco da Teoria de
Van Hiele, ou seja, os alunos tém a conceituagao do Teorema de Pitagoras em diversas abordagens
geométricas? Ou confundem forma e medida?

Questdo 1- Enuncie o Teorema de Pitagoras.

Questdo 2- Faca um registro figural do teorema [uma representacao geomeétrica do enunciado

do Teorema].

Questao 3- O registro que vocé fez é unico? Argumente.

Questao 4- A partir do que vocé enunciou como Teorema de Pitagoras, explique o significado da

palavra ‘quadrado’ utilizada. (Relacione com os registros natural e figural feitos!)

Questao 5-

Considerando o registro figural ao lado,
= vocé 0 associaria ao Teorema de Pitagoras?

: Se sim, qual seria o registro simbdlico ou
algébrico? E o registro em lingua natural?
Se ndo, justifique.

As questoes acima foram aplicadas, individualmente, no transcorrer de duas aulas de 4 horas
cada, em momentos distintos, em um curso de Geometria, durante 0 segundo semestre letivo de
2016. As trés primeiras questoes foram aplicadas no primeiro dia, enquanto as outras duas em reto-
mada na aula seguinte.

A sistematica da disciplina é a seguinte: no cronograma, é planejada a postagem de um texto,
de uma unica pagina, versando sobre um tema especifico, num formato previamente disponibilizado
aos alunos, em um grupo criado exclusivamente para a disciplina, com entrega até 48 horas antes de
a aula ocorrer. O professor analisa o que foi postado e, no inicio da aula destinada ao tema, discute as
produgoes e desenvolve o conteido a partir dos conhecimentos prévios dos estudantes. ISso encon-
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tra amparo em D’Ambrosio (1996), para quem um curriculo dindmico reconhece que, nas sociedades
modernas, as classes sao heterogéneas, reconhecendo-se entre 0s alunos interesses variados e
enorme gama de conhecimentos prévios.

Ribeiro et al. (2006) afirmam que 0s conhecimentos prévios emergem como fatores de
sucesso escolar, cuja relevancia é explicada por condicionarem niveis de atencao, percepcao,
compreensao e organizagao das novas informagoes a serem aprendidas. Tal conhecimento pré-
vio constitui, segundo os autores, “andaime sobre o qual se edificam ou constroem as aprendi-
zagens posteriores” (p. 128). Indo mais além, os autores indicam: “Tudo isto explica por que,
para alguns autores, as bases solidas de conhecimentos sdo mais valorizadas que as estratégias
de aprendizagem para a compreensao, organizagao, memorizagao e consolidacao de novos co-
nhecimentos”. (Ibiden, p. 128)

0 conteudo das duas aulas, nas quais se realizou a investigacao, teve por tema a Teoria de
Van Hiele. Apo6s o desenvolvimento dos principios da teoria e realizagao de atividades que ilus-
travam os cinco niveis, foram utilizados os quebra-cabecas geomeétricos pitagoricos, conforme
Kaleff (1999).

Os participantes seguiram as orientag0es para as construgoes do material e, posteriormen-
te, realizaram atividades especificas que conduziam a generalizagdo do Teorema de Pitagoras.
Antes de iniciar o primeiro quebra-cabecas, foi solicitado que registrassem respostas as trés
primeiras questoes.

Para montar o primeiro quebra-cabegas, foi necessario tomar um tridngulo retdngulo qualquer
e construir, sobre 0s seus catetos, regioes quadradas cujas medidas dos lados fossem iguais as dos
catetos do triangulo.

Figura 1 - Quebra-cabecas pitagorico 1.

V4

Fonte: Adaptado de Kaleff (1999, p. 51).

Em seguida, foram recortadas as regides quadradas, produzindo 5 pecas do quebra-cabecas.
Apds algumas atividades preparatorias, inclusive como poderiam ser utilizadas na escola basica,
0s estudantes necessitavam construir, usando as 5 pecas, uma regido quadrada cujo lado tivesse a
medida da hipotenusa, como na Figura 2.
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Figura 2 - Regido quadrada posta sobre a hipotenusa.

~

Fonte: Adaptado de Kaleff (1999, p. 52).

Antes de retomar as atividades na segunda aula, ja com o quebra-cabegas construido
previamente, o investigador, individualmente, apresentou a ficha em que os alunos haviam regis-
trado a resposta a primeira questao e solicitou que respondessem a quarta, para, em seguida, a
ultima delas.

A partir desses registros, passou a outras atividades com quebra-cabegas pitagdricos, com
0S quais os estudantes deveriam obter regioes com formatos de paralelogramos propriamente ditos,
trapézios retangulos, tridngulos equilateros, inclusive a partir das pegas do tangran original.

A sequir, realizar-se-a a analise das questoes propostas.

ANALISE E INTERPRETAGAO DOS DADOS

A escrita, para professores de Matematica, em geral, oferece um grau de dificuldade maior do
que para os das humanas. Duval (2014) observa a existéncia de um fosso entre manipular objetos e
0 trabalho com figuras, entre figuras e compreensao de propriedades, expressao oral e escrita. Para
ele, a “verdadeira questao para o professor é: Como iniciar 0s alunos nas operagoes discursivas que
ocorrem na linguagem matematica da geometria?” (p. 26)

Partindo dessa consideragao do autor, inicia-se descri¢ao do que disseram os estudantes para
a primeira questdo: enuncie o Teorema de Pitagoras.

M.: A hipotenusa ao quadrado € igual a soma dos quadrados dos catetos.

M.,: O teorema de Pitagoras se aplica a todo triangulo retangulo, onde diz que a soma dos cate-
tos elevado ao quadrado é igual a hipotenusa elevado ao quadrado. (cat.? +cat.?2 = hip.?).

M, Seja T um tridngulo retangulo, com lados b, ¢ catetos € a a hipotenusa do triangulo. O qua-
drado da medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos. Em simbolos: a?=b?+c2.

M,: Em todo triangulo retangulo, o quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma do qua-
drado das medidas dos catetos.

M,: Basicamente o teorema de Pitagoras se aplica em triangulos retangulos, onde a (hipote-
nusa)? = (cateto1)? + (cateto?).

Como solicitou-se o enunciado, esperava-se que fizessem a escrita matematica propria de um
teorema, sem explicagoes e com linguagem adequada. No entanto, nenhum deles enunciou sucinta
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e corretamente, sendo que M, mais se aproximou. Ao escrever “a soma do quadrado das medidas
dos catetos”, o sujeito considerou apenas quadrado como operagao aritmética, quando deveria ser
“a soma dos quadrados das medidas dos catetos, ja que sao duas operagoes. Observa-se, por sua
vez, que utilizou corretamente a linguagem ‘medida da hipotenusa’, ‘medida dos catetos’, o que nao
foi feito pelos demais.

O sujeito M, empregou conceitos geométricos e aritmeéticos indistintamente, ao utilizar a ex-
pressao ‘a hipotenusa ao quadrado’, uma vez que hipotenusa é 0 objeto geométrico e quadrado no
sentido da operacao aritmeética. O sujeito M, também apresenta esse conflito cognitivo, reforgado no
registro simbolico, além de iniciar, de maneira nao formal, um enunciado de teorema, informando
onde se aplica.

0 investigado M, iniciou, de forma precisa, indicando o tridngulo retangulo ao qual se aplica
0 teorema. Indicou simbolos para os catetos e para a hipotenusa. Enunciou, corretamente, ‘0 qua-
drado da medida da hipotenusa’ a exemplo do que fez M,, porém, deslizou ao registrar ‘a soma dos
quadrados dos catetos’, e nao a medida dos catetos, o que seria o correto. Esse aluno também
fez o registro simbalico, uma vez que designou por letras cada um dos termos do triangulo, muito
embora devesse designar por ‘a’, a medida da hipotenusa e ndo a propria, e da mesma forma para
as medidas dos catetos.

M se distinguiu dos demais, por se afastar dos aspectos matematicos necessarios ao enun-
ciado de uma proposi¢cao matematica. Além disso, nao distinguiu o objeto geométrico do aritmético.

Até onde se pode perceber, 0 grupo nao apresentou clareza e corregao no registro em linguagem
natural de um dos teoremas mais importantes, conhecidos e utilizados a partir do seu estudo no Ensi-
no Fundamental por um estudante que chega a um curso de pds-graduagao, quando esse formalismo
linguistico ja deveria estar consolidado, o que vai ao encontro do indicado por Duval (2014) sobre a
existéncia do fosso na manipulagéo dos objetos, em particular, na compreensao das propriedades
de objetos geométricos, fundamentalmente na expressao escrita. Como defendem Moraes e Galiazzi
(2011), a respeito da produgdo escrita em uma produgao textual, deve envolver, aléem da descricao e
interpretagao, uma argumentagao, o que se faz necessario no desempenho profissional do professor
de Matematica, em especial 0 da area de Geometria, disciplina nem sempre com boa aceitagao por
parte dos alunos.

Uma caracteristica do 3° nivel da Teoria de Van Hiele (nivel da deducéo informal ou abstracéao)
€ que o individuo, ao se encontrar nesse nivel, apresenta a percep¢ao de uma definigao precisa de
um objeto. A partir disso, € possivel deduzir que os individuos investigados ndo alcangaram tal nivel
em relagao ao tema. De acordo com o que afirmou o proprio Van Hiele (1990), uma pessoa atinge um
certo nivel de pensamento quando elabora uma ordenagao mental com relagao a dadas operagoes €
as aplica a novos objetos. Portanto, as respostas dos sujeitos a primeira questao da pesquisa parece
indicar que 0s mesmos ndo alcangaram o referido nivel.

A segunda questao da pesquisa, aplicada imediatamente a conclusao da primeira e sua entrega
ao pesquisador, foi: faga um registro figural do teorema [uma representacao geométrica do enunciado
do Teorema]. Transcrevem-se, a Seguir, 0S respectivos registros.

524




Figura 3 - RepresentagGes através de figuras.

Fonte: arquivo do pesquisador.

Observa-se, na Figura 3, que, com excecao do aluno M,, os demais utilizaram a representa-
cao figural com quadrados sobrepostos aos lados do triangulo retangulo. M, representou apenas o
tridngulo retangulo identificando com as letras a, b e ¢ 0s seus lados e indicou a representagado com
simbolos ou de forma algebrica do Teorema. Por sua vez, M,, alem disso, fez a representacao figural
com quadrados sobre os lados. M,, apresentou apenas os quadrados, sem nenhuma indicagao sim-
bdlica sobre seus lados, enquanto M, registrou, em lingua natural, os nomes dos lados do triangulo
retangulo, coerentemente com a mesma notagao utilizada na questao 1 e, ao lado, a figural, com
quadrados sobre os lados do triangulo, porém, utilizou outros simbolos para os lados.

Muito embora a analise da questao 1 ndo tenha indicado um registro em lingua natural perti-
nente, houve uma conversao desse registro para o figural na forma como o Teorema de Pitagoras é
usualmente compreendido. Note-se, ainda, que nao houve qualquer tipo de identificagao ou relagao
com o quadrado, entendido como o expoente 2 na potenciacao e como uma figura geomeétrica plana.

Entende-se que isso vai corroborar o indicado por Duval (2014) quanto ao fato de que “a lingua-
gem e as dificuldades que suscitam nao estdo, nem no conhecimento do “vocabulario” geométrico,
nem nos conceitos que as palavras significam, mas nas operacoes de designacao que elas pressu-
poem” (p. 24). Afirma, ainda, que os alunos ndo se dao conta de que, em Geometria, a diversidade e
a complexidade na designagao dos objetos, ora se ligam a linguagem, ora a visualizagao.
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Talvez, nesse sentido, se entenda essa confusao quanto a formas e medidas envolvidas no
Teorema de Pitagoras como indicado nos Parametros Curriculares Nacionais sobre o ensino de Geo-
metria, quando “se confunde seu ensino com o das medidas” (BRASIL, 1998, p. 122).

Considera-se, que no 4° nivel da Teoria de Van Hiele (dedugao formal), € necessario que 0s
alunos dominem o processo de demonstragoes, o reconhecimento de condigdes necessarias e Su-
ficientes, 0 que a analise da questao 2 indicou nao terem alcangado, reforgando o dito anteriormente
a respeito do 3° nivel. Portanto, a conversao do registro em linguagem natural para o figural ndo foi
considerada satisfatoria pelo investigador, em virtude do nivel de conhecimentos prévios que eles
deveriam transferir.

Para explorar o assunto em aprego, 0 pesquisador apresentou a terceira questao, evocando a
primeira fase da teoria, ou seja, interrogagdo/informacao: o registro que vocé fez é anico? Argumente.
Seguem as respostas fornecidas pelos estudantes.

M.: Poderia ter escrito no registro algebrico. a*=b?+c?,

M. Nao, além do registro figural, o teorema de Tales pode ser expressado algebricamente.

M.: Nao. Pois ao definir o teorema, pode-se fazer de mais de um registro (natural, simbalico,
figural, ...).

M, Em relagao a figura sim, apenas permite que a figura seja ampliada ou reduzida ou ainda
rotacionada, mas em todos 0s casos mantendo suas propriedades.

M,: Nao, eu utilizei um registro figural (desenho), mas pode ser utilizado o registro algebrico.

A analise das respostas transcritas indica que nenhum dos investigados deu algum indicio do
conhecimento/lembranca de um segundo registro figural do Teorema de Pitagoras, inclusive, indica-
ram a possibilidade do registro algébrico. Isso configura, para o investigador, a necessidade de que,
na Licenciatura em Matematica, sejam proporcionados conhecimentos minimos, de modo a tornar 0s
futuros professores mais autbnomos, como indicaram Lima & Silva (2015), tornando-o0s capazes de
novas aprendizagens. Entao, ja se percebe indicio de ndo enquadramento no proximo nivel da Teoria
de Van Hiele.

Aqui percebe-se o tratamento figural em um dnico registro, ao que Duval denomina compreen-
sS40 mono-registro, a qual

apresenta um obstaculo maior: no momento em que sai do contexto no qual se realizou
a aprendizagem, a maioria dos alunos se mostra incapaz de mobilizar os conhecimen-
tos adquiridos e, portanto, ‘eles sabem’. De maneira mais geral, uma compreensao
mono-registro é a que nao permite nenhuma transferéncia (2004, p. 75)

No segundo encontro investigativo, 0 pesquisador devolveu a ficha com a primeira questao e a
resposta dada pelo aluno e, seguindo a segunda fase da teoria (orientagao dirigida), na qual os alunos
devem explorar o topico de estudos a partir da sequéncia do material apresentado pelo professor,
prop0s: a partir do que vocé enunciou como Teorema de Pitagoras, explique o significado da palavra
‘quadrado’ utilizada. (Relacione com os registros natural e figural feitos!). Ha de se considerar que o
quebra-cabegas (Figura 1) foi construido, na aula anterior, sendo realizadas atividades com 0 mesmo
no inicio dessa aula. Transcrevem-se, a sequir, as respostas dos estudantes a essa questao.
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M.: O quadrado da hipotenusa significa que com o quadrado feito nos catetos do triangulo
retangulo, consegue-se construir um quadrado na hipotenusa, isto €, com lados iquais a medida da
hipotenusa.

M. Quadrilatero retangular que possui todos os lados iguais.

M.: A palavra quadrado refere-se a area do quadrado formado por cada um dos catetos do
tridngulo.

M, Quadrado refere-se a drea da superficie poligonal quadrada que pode ser construida sob
cada lado do tridngulo, tomando por base a medida desse lado.

M,: o quadrado pode e € relacionado com a area de quadrados cujo 0s lados tém a medida
dos lados do triangulo.

Esperava-se que os estudantes entendessem que a area do quadrado, cujo lado tem por medida
a da hipotenusa do triangulo retangulo, é igual a soma das areas dos quadrados, cujos lados tém por
medidas as dos catetos. Assim, no registro em linguagem natural ou simbolico, o quadrado tem o
sentido numérico, operacional, enquanto, no figural, tem o efeito da area da figura quadrada. Entende-
-se nao ter ocorrido a conversao entre 0s registros em lingua natural e o registro figural. Nota-se que
a resposta de M, € a que melhor se aproxima do que se considera correto.

Com a analise das quatro questoes, foi possivel ao investigador comprovar sua hipotese inicial
de pesquisa: ‘o grupo focal nao se encontra no nivel cinco da Teoria de Van Hiele, ou seja, 0s alunos
nao tém a conceituagao do Teorema de Pitagoras em diversas abordagens geomeétricas e confundem
forma e medida expressas no mesmo’. Portanto, ndo atingiram, até onde se pode concluir, o nivel 5
da Teoria de Van Hiele, o rigor.

A (ltima questao investigativa foi planejada em relacao a fase denominada orientacao livre, bem
como a integragao, segundo a Teoria de Van Hiele. Na primeira, 0s alunos foram submetidos a tare-
fas um pouco mais elaboradas, com varias a serem cumpridas e, na segunda, 0s alunos deveriam
sumarizar o que aprenderam. Isso, no entender do pesquisador, permitiria a retomada do nivel 4 da
teoria e uma consequente passagem para o seguinte (rigor), sem 0 que, nao seria possivel alcanga-lo,
segundo a Teoria de Van Hiele. Com isso, o investigador consolidou sua hipotese, uma vez que 0S
estudantes comprovaram desconhecerem o registro figural do Teorema de Pitdgoras para além das
figuras quadradas.

Considerando o registro figural ao lado, vocé o
associaria ao Teorema de Pitago-ras? Se sim,
qual seria o registro simbdlico ou algébrico?

E o registro em lingua natural? Se nao, justifique.

A sequir, apresentam-se 0s registros fornecidos pelos estudantes a essa quinta questao.

M.: Sim, tomando como base dos retangulos os catetos do triangulo e a altura sendo metade
dessa medida, temos que a hipotenusa tem a medida da base do retangulo e a altura é metade desta
medida. Entao, a soma das areas dos retangulos formados pelos catetos tem a mesma medida da
area do retangulo formado na hipotenusa: o * — p 2 4 - ¢

2 2 2
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Percebe-se que tal estudante consegue fazer a conversao do registro figural sugerido para o re-
gistro em lingua natural, além do simbdlico algébrico, muito embora ndo o tenha concluido no formato
usual, elevando a medida de cada lado do triangulo retangulo ao quadrado. Nota-se, também, que a
mesma intuiu que a medida do lado menor do retangulo sobre a hipotenusa vale a metade da medida
da hipotenusa, o que nao esta correto, uma vez que esse lado corresponde a diagonal do retangulo
sobre 0 menor cateto.

M. Sim, ao registro algébrico. A area formada pelo retangulo da hipotenusa é igual a soma das
dreas dos retangulos formados pelos catetos.

0 aluno fez calculos algébricos para obter sua conclusdo. Nota-se que 0 mesmo cometeu o
mesmo equivoco do aluno anterior, ao considerar o lado menor do retdngulo sobre a hipotenusa
como sendo a metade da medida dessa, e ndo como a medida da diagonal do retangulo sobre o
cateto menor.

M.: A area do retangulo formado pela medida da hipotenusa e sua metade € igual a soma das
medidas das areas dos retangulos formados por seus lados e a metade deles.

Esse aluno apresentou um registro em linguagem natural mais adequado, pois utilizou ‘medida
da hipotenusa’.

M,: Pela representagao € possivel associar sim pois percebemos que a decomposicao das
areas dos retangulos construidos sob os catetos, quando reagrupados, resulta na area do retangulo
sob a hipotenusa.

Esse aluno foi além, fazendo o registro algébrico correspondente. Percebeu a composigao da
regiao quadrada sobre a hipotenusa sendo constituida pelas quatro partes que compoem as regioes
quadradas sobre os catetos. Porém, pela discussao sobre o valor do lado menor da primeira, utilizou
a metade da medida deste, o que leva a uma relagao incorreta.

M.: Pode ser assomado (mesmo utilizando triangulos) onde é observado que a medida da d/a-
gonal do retangulo (b. _) e por associagao a altura do retangulo cuja base mede a, a altura sera -
que mede c.

O registro algebrico de M, esta mal interpretado matematicamente.

Pode-se concluir, a partir dos relatos, que o conceito geométrico do Teorema ndo esta conso-
lidado para esses individuos. Acredita-se que esse fato pode ser consequéncia de uma falta de expe-
riéncias ocorridas na formagao basica e na inicial na Licenciatura, o que vai ao encontro do afirmado
por Skemp (2016): ocorreu apenas uma compreensdo instrumental, em que as pessoas apenas
aplicam algoritmicamente a relagao e ndo ha uma compreensao relacional.

A ultima questdo teve o objetivo de introduzir a ampliacdo do Teorema de Pitagoras, para além
daquela representagao figural apenas por quadrados construidos sobre os lados de um tridngulo
retangulo. A partir dessa questao, os estudantes promoveram debate a respeito do registro figural do
Teorema, curiosos e, a0 mesmo tempo, surpresos em haver outras representagoes figurais, como
observado pelo investigador no transcorrer da atividade realizada.

Com a intengéo de ampliar os conhecimentos, tanto prévios, quanto os recentemente adquiri-
dos, foram realizadas outras atividades, com quebra-cabegas, envolvendo representacoes figurais do
Teorema, como é possivel visualizar na Figura 4.
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Figura 4 - Representagdes figurais do Teorema de Pitagoras.

A representagao figural da esquerda (Figura 4) indica que a soma das areas dos trapézios
retangulos construidos sobre os catetos do tridngulo retangulo € igual a area do trapézio retangulo
construido sobre a hipotenusa, enquanto que a da direita trata de paralelogramos.

Duval (2004), ao abordar as figuras geométricas e o discurso matematico, denomina reconfi-
guragao “como a operagao que consiste em reorganizar uma ou varias sub figuras diferentes de uma
figura dada em outra figura. Uma sub figura pode ser ou uma unidade figural elementar de dimensao
2 ou reagrupamentos de unidades figurais elementares também de dimensao 2” (p. 165). Assim, ao
utilizar quebra-cabecas para o tratamento do Teorema de Pitagoras, cada figura construida sobre os
catetos é decomposta em unidades figurais elementares, as quais vao se reconfigurar em uma ter-
ceira figura. No entanto, essas devem ter a propriedade de serem semelhantes, ou seja, se A, A’ e A”
sdo figuras semelhantes, construidas, respectivamente, sobre a hipotenusa e sobre 0s catetos de um
tridngulo retangulo, entdo a area de A é igual a soma das areas de A’e A”.

Portanto, os quadrados, os retangulos, os paralelogramos e trapézios construidos sobre 0s
catetos e hipotenusas e constantes no presente artigo devem ser semelhantes. Além desses, outras
figuras podem ser construidas, como indica Kaleff (1999), por exemplo, as lunas constantes a es-
querda da Figura 5 e as figuras da direita.

Figura 5 - Outras figuras construidas sobre os lados do tridngulo retangulo.

Fonte: Kaleff (1999)

CONSIDERAGOES FINAIS

Neste artigo, foram apresentados resultados de uma pesquisa qualitativa realizada com cinco
alunos de uma disciplina de Geometria de um Programa de Pos-Graduagao em Ensino de Ciéncia e
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Matematica, a qual teve por objetivo investigar como esse grupo especifico de estudantes compreen-
de os registros natural e figural do Teorema de Pitagoras a partir de seus conhecimentos prévios
sobre o teorema.

O investigador tinha a hipotese de que o grupo focal nao se encontrava no nivel cinco da Teoria
de Van Hiele, ou seja, 0s alunos nao tinham a conceituagao do Teorema de Pitdgoras em diversas
abordagens geomeétricas, bem como confundiam forma e medida em Geometria.

Para isso, foram utilizados quebra-cabecas geométricos, 0s quais empregavam decomposicao
de figuras geométricas construidas sobre os catetos de um tridngulo retdngulo e a posterior recon-
figuragdo na construcao de outra figura semelhante sobre a hipotenusa, fundamentados na teoria
dos Registros de Representagdo Semiotica de Duval. Comprovou-se o indicado por esse autor de
que uma questao, para o professor, € como trabalhar com seus alunos as operagoes discursivas,
as quais ocorrem em abundancia na Geometria. A investigacdo mostrou que isso € recorrente nos
registros feitos por eles, na medida que nao enunciaram corretamente o teorema, utilizando a lingua-
gem natural apropriada e confundiram formas em Geometria (regido quadrada) com medidas (area).
A evidéncia desse fato decorre, também, da conversao entre o registro em linguagem natural para o
registro figural correspondente. Por terem associado ao registro natural apenas o registro figural por
regioes quadradas, concluiu-se que oS mesmos nao estao no nivel maximo da teoria de Van Hiele
para 0 desenvolvimento do raciocinio em Geometria.

Em geral, os exemplos citados na literatura, é que um individuo nao alcanga o quinto nivel (rigor)
por nao estabelecer comparativos entre varias axiomaticas, como, por exemplo, entre as Geometrias
Nao-Euclidianas. Nesta investigacao, analisou-se outra possibilidade de verificar o nao alcance desse
nivel do rigor ao constatar que o grupo focal nao percebeu possibilidades de outros registros figurais do
Teorema de Pitagoras além daquele que sobrepde quadrados sobre 0s catetos e sobre a hipotenusa.
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